BEAB II

RUANG
PROBABILITAS

2.1.Frobabilitas

Probabilitas' pada umumnya diéunakan untukg
mengukur kemungkinan. terjadinya lﬁuat@ peristiWa.;
Berkaitan dengan hal-hal  tersebut, aﬁan diuralkan:
beberapa definisi dan éifat—sifat dari proﬁabilitaé yang?
menunjang pengertiaﬁ—pengertian darﬁ statistiké

non—-parametrik.

Lbfinisi 2.1.1 Ruang sampel

: t
Ruang = sampel () adalah koleksi j semua  hasil

percobaan yang mungkin terjadi.

Definisi 2.1.2'K9jadian dan Ruang kejédian

Kedadian adalah himpunan bagian dgri ﬁuang sampel{
Ruang kejadian ‘ﬁd) adalah keaas g dari seﬁua'j
kejadianmkejadian: vang berhubungan dengan ' suétuj

rercobaan.




Definisl 2.1.3 ‘KEJadianwkejadiaq yang Salingfasing :

Himpunan bagian Aﬁdan B dari ¢ di

saling asing jika A B = ® atau

lebih wmum, himpunan—himpunan bag

didefinisikan sebégai saling asin

©

A M A = atau A
L J T
Berikut akan diuraikan: dasar-dasar dar

probabilitas.

Definisi 2.1.4 Ehngsi'

cuatu fungsi, misal f(+), den

kodomain B adalah koleksi pasang

(a,b) yang memenuhi

Befidisikan sebagai .

AB ©. Secara

1an Ar%,...dari ﬂg
=4 Jiﬁa
4 = b
J :

3 fungsi dan fungsi’

gan Edomain A dan.

an  berurut, ' misal:

(i) a<Adan beB

(i1 ¥ ae A menjaﬁi %lemen pertamaf
dari pasanga% bérurutan' dalamé
keleksi

(iii) paséngan beruru@an;

(yvang berbad

dengan elemen

tidak ada dua

a) dalam koleksi

pertama vang sama .

Definisi 2.1.5 Fungsli Probabilita
, f

&

=

Fungsi FProbabilitas P[*] adalah himpunan fungsi 




|
b
i
i

dengan domaiﬁ' 7 {suatu ; aﬁjabar dari

kejadian—kejadiaﬁ) dan kodomain interyal [O,lJ vang

memenuhi _ :
(1) P [4] 2 O untuk V A4 e.%
(i1) P [0] =1 ;
(114) Jika XLFAE,... adalah bbris#n vang saling‘
asing :Hari kejadian—ﬁejadian dalam o
(vaitu, ANA=6 untuk,  i#351,3=1,2,...)
Lo 0
dan-jika A&UA;J-. z4§ ,maka
o ' =1" 3
& i
PUAI=F P 4]
i=1" i=t

Dari definisi-definisi di atas, maka dapat’ didefinisikan

suatu Ruang Probabilités, yaitu

~

Definisi 2.1.8 Ruang Probabilitas

Ruang Probabilitas adalsh triplet {Qfé,P[']),_dimana;

02 adalah ruang Sampel,-ﬂ adalah Eolekéi (diasumsikang
- : 1 S

suatu aljabar) kejadian-kejadian (masing-masing

himpunan bagian‘déri Q), dan P[+]1 adalah fungsi

probabilitas dengan domain #.




Definisi 2.1.7 Kejadianmkejadian vang saling. bebas

(independen)

Untuk suatu ruang probabilitas (0,#,P[+1), diambil 4
dan B yang merﬁpakan dua kejadiaﬁ dalam s,

Kejadian—kejadian. 4 dan B didefinisikan sebagai;

saling bebas (independen) Jika

dipenuhi

PL 4 B 1 = P[LA] P[B)

dan hanya

Teorema 2.1.1 Penjumlahan dari ﬁrobaéilitas

Jika A4 ,...,A adalah kejadian-kejadian

saling asing dalam‘ﬂ, maka

: m
PLAUAU **+ UAT = §
J=4
Buktl _
Diambil 4 .4 _,... = © , maka
N, n+Z " i
: n (4 4]
U 4 =U 4 = o
T U Vi

dan darl definlsi' dipenuhi

4 4]

P[AH

12

n o w0 F
PryU AjJ = pru Aj] =L P[Aj] =¥ P[Aj]

i=t = j=1

Sehingga terbuktifteorema di atas.

Untulk kejadian-kejadian dalam

probabilitas, maka secara

i=t

suatu

umum

Jika

ruang.

didapat:

Yﬁng




aksiomamaksioma berikut
Aksioma T

Kejadian—kejadiaﬁ pada #, vyaitu A“,i Nn4., dan UA;

adalah Jjuga merugakan kejadian.
Aksioma IT

Probabilitas P p&da.ﬂ memenuhi PO = 1; P4 =2 d, 'daﬁ
LA TR |

J J

Teorema 2.1.2 Ketaksamaan Foole

f

Jika A4 ,A4 ,-..,A‘:e.ﬂ, maka
172 n . :
PLAUAU *++ UAT =< PLAT + PL4Y + ... + P[4]
Bukti

Untuk setiap duagkejadian A dan % angéota.ﬂ,'digmbii
AU B= AUACBdanA}wfézra |
sehingga berdasarkan Teorema Z,iil ak?n dipenuhi
P‘[{q U Bl = PLA] + .?LA"E{J
‘ L !

Kemudian diambil (B = ABU A"Bdan ABn AB = &

sehingga f | _
P[B] = PLAB] + P& B

Dari persamaan di atas diperoleh ;
PLABI = PLE) - BLABI,

sehingga untuk A;f?e.ﬂ, terbukti bah@a

PlA UL H]

i

PrA] + P[AE]

1

P{A] + P[F] - PLAR

0




< P[4] + PLH]

Secara umum , untuk n kejadian = #, dfdapat

t

n 1

P&JAJ > [A]f‘EEFTAA]4~E

}IPN P[AAA 1

j=i j=1 Dol 1.<J<»k :

- o+ -D™PrAA,.

12l
=X P[‘Aj:

j=t

4,3

Andaikan dipenuhi untuk n = k, maka berlaku

k k :
PU 41 =% P[A] - LL PLAA, i1 zz{: P[AAAk]
j=a ] j=1 Cohej L<J<& :
-+ (—1)k*1P[AiA2.-.Ak]
k :
=X P[A”
j=1
Maka untuk n = k + 1
ket ka4
PHJAJ:E PLA;] - LLPIAA] &+ EEZPMA‘ﬂ
j=1 j=1 ] L iejeh
- + ("1)k+1+ip[‘41‘q::""415<+1]
k : :
= }:P[z‘l])-l-P{A ]—ZIZP[AAr] +EE}:P£AAA}
j=1 ie¢j I R RT
- .l t (_1)k+1+1P{A1A2E AkAku)
5 i
< (T PLAD) + P(4,[]
R
Je+d
=T P[A]
j=t

Jadi terbukti teorema di atas.
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2.2.Variabel Acak daﬁ Fungsi Distribusi

Pada bagian ini akan dibicarakané konsep—konaep 

mengenal variabel acak, Ffungsi distribusli }kumulatif dan

fungsli densitas vang .berkaitan denéan statistik;
non-parametrlk. V&hiabel acak ; digﬁnakan | untuk‘
@enggambarkan kejadiaﬁ—kejadian dalaé suétu perCobaan;‘
gedangkan fungsi diéﬁribusi kumulat%f‘ d%gunakan unﬁuk
memberikan probabilitas dari kejadiaé—kejédian " tertentu
didefinisikan dalam kaitannya dengan %aria?el acak ‘étaﬁ
menggambarkan digtribusi nilai-nilai &ari %ariabei acalk. .
Sedangkan untuk dua_jénis variabel %cak anng Berbeda;

yvaitu diskret dan kqntinu, dapat: ?idefﬁnisikan sdatu‘
| Fungsi densitas yansg juga menggambarkén d;stribusi dari

. T : _ .

nilai-nilai variabel acak. 1
Do E
i

Definisi E.Z.IJVériabel acak

Untuk suatu ruang probabilitas 1(0}4,P[°]), suatu
variabel acak LXQatau X{+)) aéalah; suatu fungs@
dengan domain 2 dan kodomain garﬁs riil. Fungsi.XC')

pastl merupakan: himpunan AL,&ang% didefinisikan

sebagai A= (o D X(w) £ ¢} c Suntuk ¥ r = R,

i1




i
i
P

Beberapa sifat dari variabel acak adalsh
Definisl 2.2.2 Quantil darl Varia@el écak

o | |

Bilangan X ,untuk 0 £ p < 1 disebut kuantil ke bp:

dari variabel adak'X) Jika

P (x < x%) =p dan P (X > x;)éﬁ 1 -p : 3 i

Definisi 2.2.3 Nilai Harapan

X adalah variabel;acak dengan fung31- probabillitas
f(x) dan u(Xx) sebagai fungsi berharga riil dari X..
Nilal harapan dari u(Xx) dinotasilkan sebagai E{UCXJ}E
didefinisikan Bebégai ?

E[u(x)] = L u(x) f(x)

X

dimaha notasi sigma tersebut melibuti seluruhf

" nilai-nilai yang;ﬁungkin dari Xx.

Dari definisi di atas‘terlihat bahwa rata—réta dari suatu .
variabel acak X dengahzfungsi probabilitas;fo) adalah

Moo= E[x] = L X f(x)

x

Definisi 2.2.4 Varian dari Varlabel aoak

X‘adalah variabel acak dengan rata rata M dan fung31:‘
probabilitas fo), maka Varian dayi xy§ dinotasikan -

dengan o° atau Varfx) didefinisikén sebagai

i
.

=E [ (X -]
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Dari definisi di atas ;dan dengan mengguﬁakan definisi
dari nilai harapan, maka varian dari éuatu?variabel acak
X dapat disajikan sebagai

‘2

o = L ({x ~ y)z Fix)
b14 i

It
XM % b

(X~ 2ux + y°) £ix)

LEx) - 20 ¥ x£(x) + 28 £ox) .

®

karena ¥ f(x) = 1,dan karena Ho= 5 xfix), @aka persamaanf
® 3 i ! )

t

di atas menJjadi ?

Co2

o = E(Kfjjn 2w+ yz = E(if) -

Teorema 2.2.1 Kesamaan Bienayme
Jika X, , k = 1,2,...,n, adalah variabel acak -
variabel acak yahg saling bebas sétu sama lain’

: f : : . :

L

(saling independen), maka

20 vz
oY, JCk = §n o xk
k=4 k=1

Bukti

Karena E(X - EXij = EX, - EX_= 0, dén independensi
dari XL mengakibatkan independensi daﬁi 3& - Eﬁi,

sehingga
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1al n :

: n
L X, = EE X - L Ex)°

k=1 k=i ; k=t

A 2
= E{E (%, - EX)}

k=1 .
n S > n : :
=5 E(X_ - EX )" + % [E(X - EX)(X - EX)
k=1 X k jked, I ik k
n n !
2 :
= % X - BExX X  —~ EX
Ezlo*‘ e )E:eknE( ; E j)E(: " E k)
n > !
=% oX
le=4 k

Untuk setiap variabel acak didefinisikan% suatu fungsi .

distribusi kumulatif,‘yaitu

Definist 2.2.56 fhﬁgsi Distribusi Wumulatif
i e

Fungsi Distribusi Kumulatif dari ge,uatu variabel acak

X, disimbolkan dehgan Ek('), did%fini%ikan sebagaig
fungsi dengan déméin. garis ri%l dan kodomain%
interval [O,l]_yaﬁg memenuhi | i

Folx)y =P [ X =x] =P [ {0: xlé) = x 1} 1

untuk ¥V x = R.

Jika fungei distribusi kumulatifnya diketahui maka dapat .
digunakan untuk mencari probabilitas}proﬁabilitas dari.
kedadian-~kejadlan yang. didefinisikan rdal@m hubungannya |

dengan variabel acak yvang berkaitan@ Selanjutnya

akan dibicarakan - mengenal fungsi densitas, namun

14




sebelumnya akan didefinisikah terlebih déhulu mengenai

variabel acak diskret dan Kont inu.

Definisl 2.2.86 Véri&bel acak Dia@ret%

Suatu variabel acak X akan didéfiniSikan :sebagai:

I
f

diskret jika daerah hasil (rangé) déri x adalaﬁ‘
terbilang. Jika‘éuatu variahel aéak x%diskfet maké
fungsi distribusi kumulatif yaég b%rkofespondénsi
(Fy.(-)) akan didefinisikan juga sebagai diskret.

atau . |
Variabel acak X idikatakan diskret éjika terdépat:
‘korespondensi Sétu—satu antara nil?i—nilai yané‘

mungkin dari X ‘dengan beberapal atau semua dari

bilangan-bilangan bulat positif.
Lefinisi 2.2.7 Variabel acak Kb#tinﬁ
Suatu variabel acak X didefinisikan sebagai kontinu

Jjika terdapat su@tu fungsi fk(°) sedémikian hingga

b4

}SK(XJ = J ﬁx(u)du
untuk setiap bilangan riil x.
atau
Variabel acak X dikatakan kontinu Jjika | tidak
terdapat dua kuantil x% dan x;, jari}.x vang sama
keduanya, dimang'p tidak sama denéan p. Seoaré

ekivalen. suatu variabel acak ij dikatakan:

15




dengan fungsi

acak di atas,

mengacu pada suatu variabel acak, yai

kontinu jika P(X % x) P(X

nilaiQnilai X.

Daril definisi mengenaijjenis darl vari

akan didefinisikan fungsl densitas ( atau

-
~

x) untuk semua

abel acak di atas,’

éering disebut 
t | :

probabilitas ) dari kedua Jenis variabelf

vaitu
Definisi 2.2.8  Fungsi densitas diskret dari
variabel acak diskret
Jika X adalah wvariabel acak diékret :dengad
nilai-nilai yang; berbeda, yaitu .%jj%;...,x;,..,‘

maka fungsil yang ‘dinotasikan

didefinisikan dengan

l

akan didefinisikah sebagai fungsi

P [x:Xin ]
0

E

£ (%) Jike x =
Jika X’¢.ﬁ

dari varlabel acak digkret X.

befinisi zZ2. 2.9 ‘thgsi densitas o

dengén Ly () dan;

i =

;:2:---:n7--

densitas diskret

Fungsi densitas diskret Jjuga dapat didefinisikan tanpa?
f i ’ .

3
tu

.

|
|
3

lskret

i

Sebarang fungsi f£(*) dengan daerah ‘asal (domain)

garis riil dan Qaerah kawan (

kodomain) interval

{0,171, didefinisikan sebagai fungsi dénsitas diskret

16 .




Jika untuk suatu;himpunan terbilang .gfﬁa,...,x;;..

berlaku _

(1) £ex,) f,{o untuk j = 1,2,...

(ii) fix) i;O unéuk xé# ;%;521,25...
(iii) T fﬂﬁ) = 1 ,démanag penjumlahaﬁ‘

| H ’ :
meliputi titik-titik
[ ! :

i
XI,TEXZ,..‘;.,X' 2 e -

Definisi 2.2.10 Probabilitas fhnéai densitas d}':u"if
variabel acak koﬁtinu
: ' o | : - :
Jika X adalah variabel acak kontinu, ' fungsi ﬁx(‘)

dalam
.4

Ex(x) =J .ﬁxfu)du

—m

disebut probabiiitas fungsi dens%tas ‘dari variabeI

i
'
|

acak kontinu X¥_.

Fungsel densitas kontidu dapat Juga didefinisikan’ tanpa

r

mengacu pada variabelfacak kontinu, yvaltu ?

;
Definisi Z.Z.Ji fwobabilitas fhn%ﬁi dénsitasz

Sebarang fungsi, £(+) dengan daérah gasal {domainy
garis riil 'daﬁ_ daerah kawan i (koéoﬁain) : [OQmi‘
didefinisikan fménjadi suatu p@abab#lit&s fuﬁgsi‘

densitas jika dan hanya Jjika

(i) fix) 2;0 untulk sémua X

17




. . 0 : | -
(11) | T o fYA)dA = 1.

Definisi 2.2.12 Fungsi prababilftag gabungan_

Fungsi probabilitas gabungan fYA&,X%}...,X;)_ dari.
vériabel acak 3;,3;,...,x; adalah proﬁabilitaé dari.
kejdadlan gabungan Razﬁi,xgxxé,...}K%:x%, dan:

didefinisikan sebagai

(X X, snusnX ) = P(3§=A;,ﬁ;:x§,.¢-,3;:x;)
Definisi 2.2.13 E Fungsi densitas ‘saling  bebas 3
( independen) ‘

3&,1;1__.,X; merupakan variabel acaﬁ berukuran n

dengan fungsi densitas Z gabunganﬂ
fxi,xz, B (f' ’ -»* ). Maka 361,.36%"2, .- X dikatakan

b
caling bhebas (iﬁdependén) Jika d#n ha@ya Jika-
. o |
e X ,_,_;3?(AQ’A%""’XL)E:'U % 13:(}€)
1 2 Pmn i L=4 L

untuk semua nilai X ,x.,...,% . |

Definiai di atas berlaku untuk varfabel? acalt diskret

maupun variabel acak kpntinu.

Definisi 2.2.14 Statistik

Statistik adalah fungsi dari beb%rapaivariabel acak.?

{
i
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Definimi 2.2.15  Statistik Ferurut

J&,ﬁ;,...,K% adalah sampe l-sampel acak berukuran n

[

dari suatu fungsi distribusi kuﬁulatif F(+ ). Maka

Y, Y, <5y

no .
(dengan 3& merupakan nilai—nilaifli vang diurutkan

berdasarkan jbesarnya) didefiniéikan sebagai

-gtatistik berurut yang berkopespdndensi dengah

n o

sampel-sampel acak X, ,X, ,...,X .|
’ f

Statistik berurut . memegang peranan ' yang penting pada

penarikan kesimpulan suatu pengujian.

2.3. Sampel Acak dan‘fhngsi Distribusi KUleatif‘Sampel

f

|

Pada ekspefimen—eksperimené seﬁalu didapaﬁkan
hasil-hasil vyang téfdiri dari d%ta—&ata, éehingga;
berdasarkan dataFdata tersebut dapgt iditarik' suatu‘
kesimpulan: vang meﬁyatakan hasilé d%fi ekspérimeﬁ
tersebut. Guna mencapéi hasil yang éukuﬁ: akurat, maké‘
eksperimen biasanyé' _diiakukan Edeng?n mengambi]‘
sampelmsamﬁel dari'suatu ropulasi, @an ﬁata—data ‘darii
sampe 1 inilah yané .akan diolaﬁ uhtuk menariﬁ

kesimpulan-kesimpulan dari suatu p@pulaéi. Untuk itu

b
!
i
I
|
!
}

I




diperlukan. suatu populasi sasaran éyangj akan diuJiQ
Berikut ini akan didefinisikan mengenéi populasi =8aéaran

., yaitu

Dafinisi 2.3.1 Populasi sasaran

Seluruh anggota vang dibicarakan dan yang akaﬁ

diambll kesimpulénnya disebut poﬁulasi sasaran.

Dari populasi sasaran itu kemudian ditari% sampel acak.

vang akan digunakan untuk menganalisa popu@asi tersebut.

'

Definisi 2.3.2 :Sampel acak

Variabel acak X ,X ,...,X vang m?miliki fungsi

‘densitas gabungan £ % (*sh...") dimana

> S
o i 2 ‘[n
faktornya adalah - |
fxl,xz’ X (X, %, ..., ) = f("i)?(xz)”—f(xn )

dengan I£(+) meruﬁakan fungsi déneités setiap R%;‘
Maka K&,X;;;T:?x: merupakan Samﬁel %cak’ ukuran n-
darl suatu populasidengan fungsi%densitas Ire=).

Sampel acak dari suatu populasi dapat ﬂianggap suatu

populasi térsendiri,\jaitu

Definisi 2.3.3 ‘Pbpulasi dimana sampél diambil

3&,3;;._.,x; sebagai sampel acak dari?suatu ﬁopulasi




dengan fungsi densitas £(*), @maka populasi ini

disebut dengan populasi dimana sampel diambil.

Fungsi distribuéi khmulatif dari % sampel dapat
digunakan untuk mengeétimasi fungsi distribusi kﬁmulatif
dari populasi dimaﬁaé sampel 'diambil, éengan &nggapaﬁ
fungsi distribusi kumulatif dari populasijtersebut tidal

diketahui bentuk fhngéinya atau paliqg sédikit sebagian

tidak diketashui bentuk fungsinya.

Definisi 2.3.4 Fungsi Distz'.ibtési @’umula tif darft’ (_

Sampel

2 S 2 menyatakan suatu sampel acak dari suatu -

-~

fungsi distribqsi kumalatif FT'f, daﬁ
Y, <y, <2y

1 2 i n : ;]
menyatakan statistik berurut yaﬁg befkorespondensi;
Fungsi  distribusi kumulatifE sampel (F (x))
didefinisikan sebagai : '
F (x) = f}%—) x {banyakny? 3& &ang = Xx)

atau dengan sama dinyatakan dengan

t

F(x) =« -%—-) % (banyaknya X, yang £ x)
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2.4.Beberapa definisi penunjang

Pada bagian ini akan diuraikan beberapé‘
pengertian- pengertlan yang berkaitan dengan analisa dar:
fungsi distribusi kumulatif dari sampgl untuk membuktikan
kekonvergenannya denéah fungsi distriﬁusi ﬁumulatif dari

: : ‘

ropulasi sebagai  désar pemikiraﬁ déri statistik

penguil Kolmogorov-Smirnov.

Definisi 2.4.1 Fungsi indikator
> adalah sebaranggruahg dengan titik-titik o dan AA
adalah sebarang':himpunan bagian déri 0, Eungﬁiﬁ

indikator dari:A,,dinotasikan dengan% 1;(') adalah:

fungsi dengan dae?ah asal (domagn) iﬁ dan :daerah;
kawan (kodomain) :himpunan vang ;terdlrl dari duaf
bllangan real O dan 1 dan dldeflnlslkan dengan

Jika

- w e 4
IQ(Q) - { 0 Jika iw & A

Teorema 2.4.1 Kétakqamaan a@gatlga

Untuk sebarang a dan b dalam R, maka berlaku

la + b] = fa] + |2

Bukti’

. | ; N
Diandaikan |al £ ¢ ,dengan ¢ } O,g maka sesuail

definisi dari harga mutlalk, dldapat a=x ¢ dan —a = oj
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(= ~¢ £ a) sehingga -c £ & £ o. Jika ﬁiambil c ;;Ial‘
maka berlakulahi—jal £ a= |aj déim —|b| < b= |H. |
Karena untuk a,béc dan d dalam Rgmemeﬁuhi untﬁk .a>5‘
dan c>d berlaku' atc>b+d, sehingga dipéroleh hubﬁhgan
~(lal # (b)) S a+ bsJal + 6]
oleh éebab itu bérlaku |

la + bl < {a| + |b]

Definisi 2.4.2 Sekitar

Diambil a& = R. Maéka_

(i) untuk & > 0, sekitar-e &ari & adaiaﬁ‘
himpunan D;(a) = {x R ¢ lx-— al<e }:

(i1) Suatujésekitar dari a adélah sebarané‘

himpunan yang memuat suatu sekitar-£ dari

a untuk suatu & > 0.

Definisi 2.4.3 ]Batas atas

Diambil S sebagéighimpunan bhagian dari R (:himpunaﬁ

bilangan_riil).‘Sﬁatu_elemen u = R dikatakan sebagai

batas atas dari S jika s £ u untuk semua s € S.
. . I :
Definisi 2.4.4 ‘Supremum ( batas atas terkecil )

Diambil S sebagai’ suatu himpunan bagian dari R _(= 

himpunan bilangénfriil). Jika S terbétas ke: atasg




maka suatu batasé atas dikataka
(atau batas atas:tERkecil) dari
tersebut lebih3k$cil dari setla
lain darl S. =

atau

u = R adalah supremum (batas ata

R jika memenuhi dua syarat berik
(1) = s E'q'é untuk semua s
(i1) Jika s%ﬁ v untuk semua

Definisi 2.4.5 Barisan konverge

X = (%;) adalah barisan bilangan

n sebagal aupremun
S, Jika batas @ atas

p batas atas vang

= teﬁkecil) dari S ﬁ‘

ut

[t}}

= f

8 « S, maka u <. v.

11

riii. Bilangen riil

x dikatakan Iimit deri X jika untuk setlap sekitar V

dari x terdapat suatu bllangan a

sli K(V) sedemikian:

sehingga untuk semua n = K(I), X terhasuk dalam:V.é

Teo‘rema =. 4..2: Xe?kou vergenan bar
X = (Xh) adalah‘ﬁarisan bllangan
Maka berlaku Seﬁéra ekuivalen p
berikut .

{a) X konvergen;ke X

(b) Untuk setiap sekitar & (U,

b .
i

faan bilangan riil
riil, dan x « R,

ernyataan—-pernyataan.

) ddri X terdépati

suatu bilangan asll K(=) éedeM@kian sehingga

untuk semuﬁén z K(#), x termasuk dalam v,

~(e) Untuk setiap c > O terdapat

suaﬂu bilangan asli




1t

K(2£) sedemikian sehingga unt

maka ¥ — £ < x < x+ &

uk sémua n = K(E),:

(d) Untuk setiéﬁ £ > 0 terdapat suatﬁ bilangén a51f
K(e) sedemikian sehingga untuk sémua n = K(&);:
maka |x -~ x| < e. z |

Rukti ;

(a) = (b)

Jika.x konvergenike X sesuai pernya%aan Definisi‘

2.4.5 maka kafeﬁa:sebuah sekitar &, yéitu ?; = (x -

£ , X+ £) dari x adalah suatu sekitar dari x,

b
13

sehingga terdapat’ suatu bilangan
gedimikian sehingga untul semua n

termasuk dalam ?;.

(b = ()

R; (x - &8 |, X‘+§S) sehingga, Jji

£

X -&<x < x+ %.
{c) = (d)
Jika x — &£ < X <. X+ & berlaku,

ka - x| < =

(d) = (a)

asli%K(s) K(V;)

>

> K(e), berlaku x.

ka Xn ] Vs , maka

maka memenuhi

Andailkan pernyvataan (d) berlalk

11 uﬁtuk sebarangf




E
i
r
L

rilihan £ > 0 ,‘maka akan diperl?hatéan bahwé x %
(x%) konvergen ké X sesual dengaé DéfiniSi 2.4;5.

Untule itu diambil V sebagai sebééangjsekitar'dari X.
Dengan Definiéi'2.4.2 , maka ter?apaé suatu £ > O
sedemikian sehinéga = E; = (Xé - .; s X ko2).
Diambil K(e&) sedemikian sehingga unﬁuk semua n %‘
K(£) maka [x_ ~jé] < «. Dengan demiki%n berlaku Juga
untuk n = K(a),:ﬁaka |

?‘Y-—E(}(;_‘(X-i—&

Oleh_sebab itu Jika n z K(#), maka %% s U, ‘maka
K(V) pada Definisi 2.4.5 dapat diambfl sama dengan .

K(e) untuk pilihan & di atas.

Definisi 2.4.6 EBErisan Ffungsi gonvérgEH

(f ) adalah bariéan fungsi—fungsi pad? himpuﬁan D <€
R dengan daerah kawan (kodomain)} R seﬁdiri. Diaﬁbii
D, & D dan £ éébagai fungsi dengah daerah asai
{domain) memuat:Do dan daerah hasil (?ange) pada R%
Barisan (£ ) dikatakan konvergenrpadagDo ke £ ,3dika
untuk setiap X‘ééDo, barisan (I;Lx)) konvergen dalam3

R ke f(x).

|

Definisi 2.4.7 Barisan fungsai konvergen seragam

3

Barisan fungsi-fungsi (I;) pada D < Rjdengan daerah:

26




|
kawan (kodomain) R sendiri, dikatakan konverger:
seragam pada suatu himpunan bagién D°§ dari .D padé
fungsi £ dalam késus untuk setiab & } 0 terdapat

suatu bilangan aqll K(e) (yang tergantung pada 5,

tapi tidak pada:X'_ DO) sedemlk%an gehlngga untuk

semua n = K(s) dan x e D_, maka |

|f (x) ~ (x| «; e

Dua macam bentuk penaksxran mérupakan pﬁsaﬁ~
vang penting dalam statistlka terap§n. Bentuk pertamé
adalah, suatu variéﬁel acak vang Edibe?ikan ditaksiff
dengan variabel acak &ang lain. Dan béntukgkedua adalah;
fungsi distribusi yvang diberikan ditak51r ;dengan .fﬁngsi‘
distribusi yang lainﬁ Sehingga dipgrlukén jenis—dehié
konvergénsi vang dapat menggambarkén seberapa dekagr
penaksir tersebut dengan yang ditak Berikut ini

adalah defiHISl*defIHiSl vang fberkaitan dengan‘

Jenis-jenis konvergensi dari barisan varlabel acak.

Definisfi Z.4.8 Kbnvergen dalam probabllltaq
R? x‘,...,x‘ dan.x adalah varlabel var:abel acak3
pada ruang probabllltas (Cr, o, P ]) 3% didefinisikan: .

konvergen dalamlprobabllltab ke 3‘ Jika

1im P |% - Xl <& ) =1
n3>m n f ‘

untuk setiap = >_Q.




at au

‘ . P

ia)

» X' jika unbuk V £ > 0 ,maka

P[ﬁ!xn_sngl -—~—--§o

Definisi 2.4.8 Konvergen dengan'prob%bilitas 1

Ki,x;,...,X; danGx adalah varigbe1~;ariabel 'acaﬁ‘
pada ruang probabﬁlitas (Q,ﬂ}P['{). Ki didefinisikaﬁj
konvergen dengah probabilitas 1 ke‘xi,jika |

P (lim % =X ) = 1
n+o n :

ataa

I; MR A, x jiké untuk ¥ £ > Q 4, maﬁa

P U [|x -Xjze] — 0
k2h, !

C wp 1 = dengan probabilitas 1

Definisi 2.4.10, Konvergen dalam:dist}ibusi

li(')’f;(')r"*’f;(') dan F¢+ ) adalah § fungsiefungsf
distribusi. xixzxn daj{n x adalah
variabel—variébéli acak %yangé mempunyai
distribusiﬂdistfibusi di atas seéara éerurutan. TX%]

§

didefinisikan;koﬁvergen dalam di%tribﬁsi ke X, jlka & é
. ‘ E % _ ‘

lim Fo(t) = F(E) . »

AR Je !

untuk setlap tiﬁik kontinuitas ¢ dariiF.

Berikut ini akan diuraikan mengenai kasus

Bernoulli yang berkaitan dengan hukum bilangan besar dari




Bernoul]1 dan hukum Fuat bilangan besar dari Borel Suatu
kejadian A&, = 1,2, .., vang saling bebas satu sama
lain (sallng independen) sedemlklan 5 sehingga ch

mempunyal nilal yang sama yaitu sama dengan D. Banyaknya

hagil yang sukses darl kejadian A4 dalam? n pengulangan

F

dinyatakan dengan varlabel acalk & =1 E _I dengan I -

' Foke=a : Ak
adalah fungsi indikator dari kegadiah A.-  Untuk
menyajikan EL dalam ' bentuk biaéa, ?yaitu dengan

nilai-nilai yang dikéwankan ke keJadian kejadian dari

himpunan bagian seluruh ‘kejadian, E maka I%c: dapaﬁ‘
dipandang sebagal
I T (I, +.T,c)
'Ak Ak J =18k AJ AJ
™ . :
dengan ] (Iy + Tpe ) = (I, + ITe ... (I, + Ie)
J=db itk Aj Aj A1 A’“ An An
= (JA3+1—IA ).J.(I +1-7,)
1 S : n n
= (1)(1)...(1ﬁ
=1
Jika disubstitusikan ke S diperoleh
o n
5 =% arl
" e 5
dengan I, = I, ... T Te ... Ixkcl
'% A, iAk, Ak. Akﬁ
co Jra n
Penjumlahan meliputi semua permutasi dari k = 1,2,...,n,

!




vang dikelompokkan ﬂehjadi'dua kelomp

‘dan‘n—J anggota. Karena kejédian—keja

bebas satu sama laln, maka

....PA PA  ...PL
2 I £ | n

7

'P1&1P£&

g

ok dengan J anggota

dianitersebut saiing
: % Ling

n-j -
',ia=1-p

z

sehingga probabilitas terjadinya suatu keiadian sebanyak

j kali pada n kali'pefcobaan adalah

s =41 =P B = (™) g . 4
- PLS =31 = P;ﬁéu (j) jrle) ; Jg
Dari hasil 4di atas.didapatkan
S n
ES, = EL I, =% P4 =
" D de=t k=1 !

L i
dan dengan kesamaan Bienayme untuk va
- t

vang saling bebas saﬁu sama lain

didapatkan
2 ™ 2 m oo 2
o5 =9 o1, = E(r, - EI,)
P ke A ke A 4
noo
k=1 =£k : !
n o EZ
=¥y EI, - I
k=t Eék
I
= (p—- pP) = npg
k=i

Teorema 2.4.3 Ketaksamaan Teohebh.

= 0,1,2,....n

np .

?1abél—variabel acak‘

salﬂng indepehden}

ichev

Jika X adalah variabel acalk deng

an définisi

f
{




i

»maka untuk setiap £ > 0, berlak@
Prix] 2 s 1< L o
& :

dimana []X] = & 1 adalah gabungan (union) dari semua

kejadian denganfﬁilai | %] adalah z =.

Bukti :
Exz = E(szt|X'|ZE}) * E(le;|X|<SJ)
> E(xzqu]ztsa’ !
z Lo 2z .
2 = E'Ir]x[zsi = gPL|X] 2 £]

Sehingga terbuktl

PIlx]2e 15 L Ex"

Teorema 2.4.4 Kekonvergenan barisan variabel acak

Jﬁ ke O

Jika untuk semua.bilangan bulat m,
: t

o« 1 )
_EL; P |x%| > hﬁhj < mé
maka P [3% '+“¢30 1 = 0.
Rukti
, L I S | N
Dibentuk -keaadlan_ - = ol [Ix%+vl—‘g;] dan
‘ - T 5
kejadian 4 = n 4
m Eﬁm




Dari ketaksamaan Boole dan darithipoﬁesa pernyataan

di atas, maka untuk setiap m,

| w - 1 @ 1
P 4 = P U ffxf==1 = % RN EN B
: k=n+1 k=n?~1 : :
0, pada n menuju;ke w,
Karena untuk sebarang n-” berlakﬁ
s ) | |
PA =P A S P A,
form N tvm ‘[ n‘m

sehingga Jika diémbil n’ menuju ke M§menyebabkan PA&

= 0. Maka denganéketaksamaan Bo&le, dipenuhi.
o '

o o Lo
P[X 44— 01 =PU 4 =7 PA =0
: mﬁim m=1‘;m
Jadi terbukti teorema di atas. :
Teorema Z.4.5 | Hukum bilangan bésar Bernoullie

(1713)

Dalam kasus Bernoulli untuk eetiap E§> 0, pada n —»

w, maka

o
n

-pIZé-‘]——»_fO
valtu ~§h— konvefgen dalam probapiliﬁas ke p pada h

menuju oo,

Bukti

Dangan ketaksamaan Tchebichev, didapét pada n menuju

o, memenuhi




P |2

- pf -2‘.15:E 1=PL(]s5 - E.S'nl 2 en ]
: .
o

n i1
1 - :
= 5 = Pq. ()
2 2 n ! 2 :
E n i £ n

Jadi terbukti ;gh— kon#ergen dalam prébabilitas ke D

prada n menuju .

Teorema 2.4.6 Hukum fkuat bilangan Ebesar Ebrel
(18908)

Dalam kasus Bernoulli, maka

Sn
n

P { — p 1= 1

S

yvaitu konvergen dengan probabiliﬁas 1 ke p.

Bulkti:

) D
Dalam kasus Bernoulli X = -2- = ;LW}: I
: SN I n | Tm1 Aj

dimana 4; adalah kejadian-kejadian vang saling ‘bebas
satu sama lain déngan probabilités yahg sama yaltu p

untuk sejumlah n kejadian. |

_ S, . o1.n I A R
B s EGED  FED L hE R4 = gnesr
: i= 7 j=1 .
" dan o |
2 _ 2, 5 SRV N
axn_a(—n—.)‘ué(n)a(f?n)
_ ;i_:zhaz—lr
j=1 3
= 1:>2h (ECT ]:I 21
= () B By — El,)
j=1 3
. 33




= L =R - 27

1 = ]
;oon A, A
J J
=1 (gr _ Er1 7

n A, A.

J J

S
= 4 [P(1-p)] =+ pa

Dari Teorema 2.4;4 maka untuk set

m berlaku

0 , 3 1 0 :

Y PL[X2z-pl2 1= PI
k=t k m Je=a
o

=L P
k=1

Liap bilangan buiat;

k™ 1
| = -2l 2 )

N

. , k*

dan dari ketaksémaan Tchebichev didapgt

W 2 . ”
<y L _Eg(Sz - ES2)
4 k ke
k=1 kK )
o0 z
=5 m—40‘ Skz
k=t k
w 2z k2 ,
SL - Ly
k=1 Kk j=1 i
© 2 '
=X + krg
k=1 k
0 2 ‘
=L —5 pPa
k=1 Ik :
. f
< w'pg § "']:‘é < o
k=14 k

Jadi terlihat bahwa P [X2z -} p] = O; atau dengan
P L i :

kata lain Xz —%{+ p dengan probébili?as 1 pada k

1




menuju «w. Tetapi ﬁntuk k4

suatu bilangan bﬁlat k

n berkcrespbndensi 'dengan

k(n) |dimana kK =< n <

B E i . :
(k+1)%, oleh sebab itu 0 = n-k° < 2k dan n menuju o

vang mengakibatkab k menu

Ju oo, Kérena;

L AR
X, - %zl = | L I, - 5% I, 1
i=1 ko j=d J ,
2 : 2 ,
: k
:l“L;IA*}“EzIA“%E g |
B gm0 P ysPe 6 ® e A
2z
. k |
L 1 1 o
=lt- =) I, + =%, I, |
: :n. 12 S /% n j%k2+1 }%
dari ketaksamaan Segitiga, maka j
: 2
Py ' k N
1 1 1. ’
< | (=- =)L I} 4 ==r I, i
‘n; K? it A.i T A.i :
‘ 2 f
< | D aF) | S kn - 1]
nk j
(n -k°) 2 1 2
= {- (D] + 1 5 (- ¥
-nk
2 ;
<@ k) o) o Lo
nk* n :
o n j
< om k) o _2(2k) o 4k
- n n . n
2 1
karena kK = n, maka — 2 o sehingga
35




n kz k

Dengan demllkian
|3€‘n -'p| = |(3&‘n:-;- xkz) (X2 - o)}

= |(x -~ Xz)l +|(xz - p)'

4
= = |(3€a - p)|
f

Karena 3?2 — - p dengan probabilitas i, - maké‘

L
terlihat hahwa 17 —— p dengan probabllitas 1 pada

n menuju . Jadi terbuktl hukum kuat bllangan besar

dari Borel.






