BAB 1I
MATERI PENUNJANG

2.1 Integral Tak Wajar

Definisi 1

b : : : T : : P
[ fx) ax = limit [ f(x> ax . ... 2.1
-0 a—3—0 a '
0 b
J £(x) dx = limit [ f(x) d&x ... 2.2
a

hemy 0 a

. Integral . tersebut . dikatakan.konvergen Jika.. limit. pada.. ... ...

ruas kanan ada,  Jika 1limit itu tak ada dikatakan

divergen.

Definisi 2

o o0
Apabila f f(x) dx dan f f(x) dx konvergen,
=00, |2

w "
maka dikatakan f f{x) dx konvergen dengan nilai
@O0 [a] (s}
Jfx) ax = [ f(x)y dx + [ f(x)ax  ..... 2.3
-0 —00 o

o]

dalam hal lain [ f(x) dx divergen
—m .

1. Jika f(x) menjadi discontinu pada titik x = a dari
' interval as<x<b, maka :

[eeo ar=dmie, £ foo @ .24

& —0 a+g



Apabila limit pada ruas kanan ada , maka intesral ruas
kiri konvergen, Jjika tidak ada maka divergen.

2. Jika f(x) menjadi discontinu pada titik x = b dari
interval a=x=<b, maka

b b-&

f £(x) dx = limit  f(x) dx e .. 2.5
o & —»0 a .

Apabila limit pada ruas kanan ada ., maka integral ruas
kiri konvergen, Jjika tidak ada maka divergen.

3. Jika f(x) menjadi discontinu pada titik x = X, dari

interval a=x=b, maka :

v ke L o
T £y dx = limit, [° £ dx + limig [ £(x) dx ..2.6
a £ —0 a * )

£ —30 +E
a
Apabila limit pada ruas kanan ada , maka integral ruas

kiri konvergen, Jjika tidak ada maka divergen.

Contoh 1

a
Tentukan f cos x dx,
: . Tl X

Penyelesaian : -

0]
f@ cos x dx = limit I cos x dx
a

P x a——» —00 X
@ o cos x dx
I cos ¥ dx = limit —
sin 5 o dx
= limit { SR E o, [ SR E }
b —m X a . xz . .
e ST R e e
v sin X coSs X 2 cos X dx
R e -t
—m e a b4




. . b
- limit { sin x _cos x _ 2 sin X | 5 COS X 24f cos x dx }
= 2 3 4 Ef

b —w % X X a X
= limit sin x _ eos x _ 2sinx | 5 cOS X
X I 4
b—@ X b4 X
B . . . 'b }
24 sin x 120 sin x dx
+ === 4 =
4 -]
X a b4
= limit { sin x _ cos x _ 2sinx _ o cos x
2 3 4
b~ X b e b4
b b
4o cos X dx
. 24sinx _ 120 cosx | -6 {f —/=" }
+ & a X
X" ¥ la ) :
o . . _ , . 1
- 1imit { 512 b _ ooszb _ 2 :1n b, 5 COf b 24 fln b _ 1206005
b ~—w b b b b b
_sina cosa | 2Zsin a gcos a _24 sin a | 120 cos a
a 2 E 4 4 =)
a a a a a
g-i[...008 ® dx 1
7
a X J
maka .1
o 81 si cos
[ Los x dx = - 12 e el 2 =23 - g2
< X : a a a
24 sina  12Q cos a |
4 [
a a
_cosa [l _ 3L, 8 _
_ Y
NELEN .
a 2 4
a a .
o0 .. fe o)
EI cos X dx = dimit -I-~003=x-dxsm
- X & —-o X

-0



oy gs cos a 1 3! 51
—llmlt{ Py [-é'-"—g'*'—s" ..... ]
a —s—w a a
Sina[l__Z_',Lﬂh _____ ]}
a 2 4
a a
=0

2.2 Fung=si analitik

Pefinisi 4

Suatu fungsi f(z) dikatakan analitik pada suatu titik
z, Jika terdapat suatu lingkungan iz - zo| < & sehingga

fi(z) ada di setiap titik pada lingkungan tersebut.

“f(z) dikatakan analitik dalam daerah "R dan  ~dinyatakan

sebagai fungsi analitik dalam R jika tﬁfunan,fi(z) ada di

semua titik z dari suatu daerah R.

Theorema 1

Syarat perlu agar w = f{(z) = uw(x,y) + iv(x,¥) analitik

limiee

dalam suatu daerah R adalah persamaan Cauchy Rieman

B o=, 82 =3 dipenuni dalam R.
Bukti

f(z) = £(x+iy) = u(xr,y) + iviz,y)

f(z+Az) = [(X+Ax+i(y+Ay)) = u(x+Ax,y+Ay) + iv(x+Ax,y+Ay)

f{z+Az) - £(z) ' '
S R R

Az —o

= limit {u(X+A%, y+AY ) +iv(X+HAR, y+HAy) P-{u(x, y)+iviz,y)}

Ax —o Ax + iAy



Pandang dua kemungkinan pendekatan
kasus I Ay = 0 , Ax —0

limit {u(x+Ax,y)+iv(x+Ax,y)} - {u(x,y) + iv(X,y}}
Ax =0 Ax

= limit {u(x+AX,v)—u(x,y)} + L{v(x+AX,¥) — v(x,¥v)}

Ax —a Ax Ax
du . av i e e e
T8 ,+ 1 ax

et

kasus I1, Ax = 0, Ay— 0 maka f

limit {u(xX,y+AV)I+ivix,y+Ay)} ~ {u(x,y) + iv(x,¥v)}
Ay —o 1Ay

}]

limit {ulx,y+ay)-ulx,y)} + i{v(xX,y+Ay) - v(x,y)}

VAY‘*O;,; - iAy iAy
e

T idy T By

_ _ .y %, 8y

= 1 ay 3y ...........

Karena T(z) analitik maka menurut definisi 4 fﬁ(z)

maka kedua limitnya harus sama sehingga

2.8

au . v [ 8u av

'5}—{- + 1 _ax - 1'6? + ay
du _ Bv v du
dx =~ By dan dx ~  dy

Jadi syvarat perlu agar £(z) analitik adalah

du  _ ov
ax - 8y

v du

dan —EE* = - E;

{terbukti)

7 'Ifheox; ema 2 ' ' ' .

Jika f£(=2) analitik dengan turunan fi(z) kontinu di semua

titik didalam dan pada kurva tertutupr sederhana C maka :

c



Bukti :

£(z) = 1 + iv analitik dan memiliki turunan yang kontinu,

maka :
t _ & . v _  av R
f (Z)'— % + 1 = - &y i gy

mengakibatkan bahwa turunan ﬁarsiil

dqu _ 8v e BV 8u
3-;{.'-_ = 5’; dan = -5§ .......... 2.12

Kontinu didalam dan pada C, dengan mengsgunakan aturan

.- Green :

[ £z dz = [ (u+ iv) ( dx + idy )
c C

o = udx - vdy + 1 [ vdx + udy
e, o e

=ff%g—%]dMy+iff[%—%]di
R R

Dengan menggunakan persamaan (2.12), maka :

e m.“.._.._:r.._mf.(_z__) —dz m.=_._;r__.j:.._ [m..,é}_l.m_@ _-] ..d:{dy-m_i.ﬁ_i_,:f _.__J:n_[..__a_gm_ &“{] _M-d:{.dy
C
R .

Theorema 3
b

Jika £(z) analitik dalam suatu daerah R, meka [ £(2) dz
a

_ tidak bergantung pada lintasan dalam R yang menghubungkan ‘

titik & dan b dalam R.



Bukti

Menurut theorema 2 :

f(z) dz = 0
adbea

atau | f(z) dz + g' f(z) dz = 0
adb ea

Karena itu :

[ f(z)dz =- [ f(z)dz= [ f£(2)dz

adb bea aeb

Jadi: ;
.

f fz)y az = [ f(2) dz = [ £(=z) dz ;

i F4 I

Theorema 4
Jika f(z) kontinu dalam suatu daerah tertutup sederhana R
dan Jika [ £f(2) dz= O disekeliling setiap kurva

c
tertutup sederhana C dalam R, maka f(z) analitik dalam R.

Bukti :

Jika [ £f(z) dz = 0 tidak tergantung pada C, menurut
c

b4
Theorema 3 F(z) = J; f(z) dz +tidak bergantung pada
. O

lintasan vang menghubungkan Z, dan z. sepanjang lintasan

e EdeT BT G LGRS

Misal : f(z) = uw + iv dan F(z) = U + iV , maka :
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X, ¥ X,y
F(z) = U+ 4V =[ udx - vdy + 1 [ vdx + udy
X .Yy X .Y
o "Q 00
X,Y X,y
sehingga : U= [ udx - vdy dan V =f vdx + udy
*oYa *0'Yo
maka :-%g— =u, -g%— = —-v dan —gg— = v, —gg— =u .2.13

‘Dari persamaan (2.13}) -terlihat bahwa :

.8U - av

ay 8w

au  _ 8V

7% - 3y dan

dengan kata lain U dan V memenuhi persamaan Cauchy

‘Riemann , karena f{(z) = u + iv kontinu maka uw dan v

a0 a0 av &V

_kontinu , sehingga - > 8y 7 ax“’,aym”kQPF¥QUrm¥§€¢ﬂam%th U

F(zy = U+ iV adalah fungsi analitik, dengan demikian :

Fi(z} = gﬁ + i v = u + iv = f£(2z) juga analitik.

2.3 Tranformasi Fourier

2.3.1 Pengertian tranformasi Fourier

TFanformagi Fourier dary £ (&) ditulig genagai =

F(f) =

1 @3
= [T ey ax L ... 2.14
¥Yor o
F(f) merupakan tranformasi Fourier dari £(x) dengan
F(f) = F{(s) dimana 8 adalah peubah hasil tranformasi,

sedang invers tranformasi Fourier dari F(E) @itulis :

1 © ;'x
f(x) = =— [ e ™ F(f) ds e .. 2.15
Y2rn -w

mFﬁFefﬂmdan”dinyatakanﬂSebagaiwmv?mMmmW“”mm”Wwww.mwmmmﬂu.”m”mm
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Jika f(x) merupakan fungsi genap vyang berarti

() f(—-x) untuk semua x , maka :

o
F(f) = = | cos sx f(x) dx
Y2 -

. [.4]
- /2 [ocos sx £(x)dx ..., 2.18
14 o

F(f) merupakan tranformasi cosinus Fourier dari f(x) dan
dinotasikan dengan F (f).

Sedang invers tranformasi cosinus Fourier dinyatakan

dengan :
m“f(x).:_FfFé(f)mm_..
o
£(x) = /z _f F(s) cos sx ds ....iiiieumnennnnnn 2.17
x) = T o °
Apabila f(x) fungsi ganjil yang berarti f(-x) = -f(x)

untuk semua x, maka :

- ©
= =f gin sx f{x) dx

F(f) =
Y27 -~w
o
_ /2 [ sin sx f(x) dx = ........... 2.18
- b3 fo) '

F(f) merupakan tranformasi sinus Fourier dari f(x) dan

dinctasikan dengan Fg(f).

Sedang invers tranformasi sinus Fourier dinyatakan

dengan :
£(x) = F F_(£)

w

/2 [ F(s)sinsxds = ....... ... 2.18
-2 | sin - - SRR

L4

f(x)
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Theorema 5

a. Jika F (f(x)) = F'(s) maka F (f(x-a)) = e **® F*(s)
b. Jika F (£(x)) = F (s) maka F (f(x+a)) = e F*(s)
B_ukt'.i' :

a. Fr(f(x)) = F(s) = J e £(x) dx maka

Fr(f(x-a)) = ——
=

—gubtitusi - Xx~az-= 1 - b e e e

dx = du

untuk ¥ = - — u = -
X = & — ] =
sehingga :
e 1 «© —is{u+a)
F (f(x-a)) = =— [ e f(u) du
ik .
= -1--—-f . _.i's‘." ehi'scf.f.(u) du.
Yo -~
-1 1 © . ’
=e % L eTtY £y du
Y2 “w
= 7% F(s) . ( terbukti )
AR g 5
b, F (f(xta)) = =— [ e f(x+a) dx
Yo -
subtitusi: .. xXta. =1 — du =dx ... . ... .

untuk % = -0 — u = -

X = @ — U = ©
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sehingga :

I ~tas{u-al

Fr(f(x+a)) f(u) du

4l

[ e " f(uw) du

isa

e F*(s) . { terbukti )

Theorema 6

x4
Untuk fungsi k berlaku [ |k(x)| dx konvergen, vaitu k
-

' terintegral mutlak pada [-®,w] maka :

—~isx

23]

Bukti :

Invers Tranformasi Fourier k(x) ,

oG .
Frik(x)) = — [ """ k(x) dx  ..... 2.20
¥2n -m
m_"mmwmmakam—Fi%kfxa%“:we:gime@kGx}% . ehﬁi ==
-7l w .
:“sza.r e “%* k(x).dx
2T —o
1 o —iLgx-TTi
= — k(x) dx
Y2 -
[a4] .
- i_ an(x-!-T!/s)k(x) dx
Y2rn -w
e S e
= — e "% k(x-n/s) dx 0 ..... 2.21
Yor "o

" Dari persamaan (2.20) - (2.21) diperoleh :
e g e
2F (k) = = [ e (k(x)- k(x-n/s))dx

¥Yon -
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w0 .
[2F"ao ] = | 2= [ e (keo)- k(x-n/s))dx
¥in -
o .
2]F0 | = | 2= [ e (k(x)- k(x-n/s))dx
; Yo2n -
e .
= Lo e k- k(x——n/s))]dx
YZm e T
1 as]
= — k(x)- k(x-n/s)|dx
¥2nr -

Karena k terintegral mutlak pada [—-t,0] maka untuk

~setiap € > 0 ada A > O sedemikian sehingga :

dx 1.< s , untuk é_> A atau :

| { 1 k(x)~ k(x-1/8)
— ' . U

[ a]
limit | k(x)- k(x-7/s)|dx = 0 maka :
g — -~
et .
2|F )| = - I U (k(x)- k(x-n/s))|dx
¥Y2nm -
< _<
V2n
IF ()] < —2—=
Padahal:
0 .
IF o] = | 2= [ e "™ k(x) dx
e S T o
< &
2¥2m

U T L
Sehingga : limit e " k(x) dx = O
s TR @ (térbukti)
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2.3.2 Konvolusi ttanformasi Fourier
Definis? 5§
Diberikan f(x) dan g(x) dua fungsi yang berada dalam
L [-w,o] maka konvolusi untuk fungsi f£(zx) dan &)
didefinisikan :

, Cw

f(x) % g(x) = (£x¥g)(x) = [ £(y)g(x - y) dy

—D

Theorema .7

.~ : 0
_Jika ( £ ¥ g )(x) = [ £(yrg(x - y) dy, maka invers
“tranformasi Fourier untuk ( f ¥ g ) (x) adalah :

-

F'(fxg) = ¥2r F (£)F ().

Bukti:
] .
( £ x g = [ f(yex -y dy
—Q0
* 1 © —isx
F(fxg) = — [ e (f*g) (x)dx -
Yer ceo A
1 0 —iLax ©
= =— | e J fyg(x - y) dy dx
Y2 - -0
1 e o —-isx
= =— [ty [ e g(x - y) dy dx
Yon ~o — 00
. o _1 ® .
Y2r ~w Y2rn
1 o . -
= = f f£(y)¥2r F [g(x-y)] dy



menurut theorema 5 (a). F*(f(x—a)) = e_iga F*(f)

sehingga :

[a o] . .
F*(fxg) = —— [ £(v) vZx & Y F(g) dy
. Yo2rn -
[ .
= YZm - [ £(y) F(a) dy
= ¥2n F (f) F (g). ( terbukti ).
Contoh 2

Tentukan tranformasi Fourier dari :

S '.I-I'?II- ca
B ={' : : .
0

18

. |xX] > a
Jawab:
F(s) = F(£) = —— j of(x)  dx
72 -0
= —l—— f e ®* 1 dx
_ 1 eisa _ e-isq
vzm s

untuk 8 = O maka limit _V~EL _8in sa . a?-gL :

Jadi : F(s) = a¥2 | 520
- /2 _sin sa S as®0
| = =



Contoh 3

Dengan memperhatikan contoh 2,

* si d
Hitung : [o=ma ad

u
-
- Jawab : - N
1, |x] < a :
Dari £(x) ={ dan F(f) = ¥2 -sibsa
o, x| >a
Sehingga :
CFR(E) = £(x)
S = =— ] e F(f) dx
L Ty e IR
I m oiex /2 sin sa ds
- . _{2? e k14 S
= L g~tex gin sa ds
R s
S __.vm,a:ka,....... o J—

(s a] -
R e—tex gin sa ds _
=- [ ml L = - 'd _ le_s.a”

7 , 1lxl < a

"

4] . ‘
f g~isx  Sin sa ds :
J o S 0 , 1xl1 > a

Dengan mengambil x = 0 dan a = 1 maka :

Mfmm;iﬁmg”'ésim;”m

= T
et e
. sin u u
Jadi J du . o
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2.4 Tranformasi Hilbert

2.4.1 Pengertian Tranformasi Hilbert

Tranformasi Hilbert dari fungsi ¢é(x) dinyatakan

sebagai:
17 Pu) du ' o ' B .
H(¢) = = [ 52210 - e 2.21

o ¥ — W

Sedang invers tranformasi Hilbert adalah :

P(x) = - f Iffufl du - SR 2.22

2.4.2 'Formulé ekivalen~tranformasiﬂHilbert

Formula ekivalen tranformasi Hilbert dapa£ diperoleh
dengan mensubtitusikan w = x + y ke persamaan (2.21)
sehingga :

u==x+4+vyvymakay=-u-X

du = dy
untuk v = -0 — y = -
u = o ———— Vv = o
maka :
1 O pix + ) d
H(¢) = = | Yo 2L

nJox - (% + v)

11

--------

¥

1 ¢ @{x + yv) dy
E‘I 2.23

~gehingga formula (27.23) merupakan formula ~yang  ekivalen -

dengan . persamaan . (2-21). .Sélanjutnja. untuk. memudahkan
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dalam menentukan tranformasi Hilbkert dari suatu fungsi

digunakan persamaan (2.23).

2.4.3 Konvolusi untuk tranformasi Hilbert.

Dari persamaan (2.21) yaitu :

N )
H(p) = = [ 21 du

n —
Yo X T 1

)
_ 1 1.  du
= = I;f(u)~§—:—ﬁ—
1 - R
R 1 :
e TR [ RAC O N =y ] R
=Py X

- X

Tranformasl Fourier dari H(¢) adalah sebagai berikut :

a4}

It

F [ P(x) X — ]

V2R F(#) F(z% )

) i S isx dx -
Y2 F(¢) f “**f“;'x— =
s AL -

© . .
F(¢)—%~ f cos sXx + 1 8in sx dx

+
X . . A

0 ..
F(¢) _%_[ I cos sx dx i sin sx dx.]

-

[8 4]
i sin sx dx
—F [ —_—
_ o
i

I

1

i-F(¢) s untuk.s.>i0



—i— F(¢) —-m , untuk s < O

= - 1iF(¢) , untuk s < 0

Sehingga : F(H¢) = 1 sgn s F(¢) .. ......

- dengan

1, antuk 8 > 0
Sgn 8 = {

-1, untuk 8 < 0

Contoh 4
Tentukan tranformasi Hilbert ¢(x) = cos x
Jawab :
e o] .
- 1 - @ix + vidy
H¢ - = ;.E"J'__ v .

-

1 fw cos (X + yidy
T J v

s ¢}

_ 1 fm (cos X cos ¥ ~ sin % sin y) dy

20

He¢ = - v

o o ]
_ _ 1 ¢ cos x cos y dy , 1 r 8in x sin y dy
- 7 J v T nd v

-0 -0
— 1 sin x fw sin v dy
= = S

-
_ lsinx .m
T oow
= gin x
o S0 e g s

H¢ = sin x.




2.5. Ruang ina,b]

Definisti B

Suatu fungsi f ada pada L2 atau ditulis fELb£a,b] Jika :

b
[ £ [P ax<o

.

~ Jika f = L, [a,b] maka norm £ ditulis [f]

didefinisikan sebagai

b 12
|£] = {j | £x) |2 dx}

-

"{'Cbﬁtbh 5ot 7

-Tunjﬁkan‘bahwgffuhgsi f(x) = e = berada dalam L fo,]

Bukti :

f(x) = e " e L, [o,©] maka :

21

’ g —¥ 2 © -2
[ e ax=f e " ax
=] Q
a —2 1 —z <L
= limit [ e dx = limit - =&
J 2 o
a—30 O a—rD
.. 1l -2a 1 o
= limit - S e + —=e
a—X 2 2
1 1 —2a 1
= =+ limit - —Z=e = = + 0
2 o 2 2
_ 1
=

K rCD - 2 _ 1
arena [ Je 7|" dx = 5 <@,
O

Jadi tebukti bahwa f(x) = e € Lz[q;m]
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2.6. Persamaan Integral
Persamaan Integral adalah suatu persamaan dimana fungsi
yvang tidak diketahui katakanlah ¢ berada dalam integran

dari suatu integral (dapat jusga berada diluar integral).

Contoh
b
p(x) - [z, yie(y) dy = £(x)  ooioe... 2.25
a
b
= £(x) o e 2.26

¢(x) - [ k(x-y)p(y) dy

.Dimana f(x) dan k(x;ﬁ5- a£k;;;£;;;” dan_uéugééi-ié m;kén"
ditentukan. | | - - ) o

Jika pada persamaan (2.25) a dan b adalah konstanta maka
persamaan tersebut sering disebut sebagail persamaan
integral Fredholm, jika a konstanta dan b = =x maka

disebut persamaan Voltera.

Jdika pada persamaan (2.28) a = 0 dan b = ® maka persamaan






