BAB I MATERI PENUNJANG
2.1. [SETERMI NAN
Definisi_Z.l.l

Hatpiks merupakan ku@pulan bilangané bilangan vang
disusﬁn secaraemﬁat perseéi panjang dan d&atur dalam baris
dan kdlom. :

Pemberian nana pada? matriks ditulis dengan huruf
besar{ Skalar-skalar péqa matriks A % (aﬁ) disebunt
elemen-elemen matriks, diﬁulis atjyaitu élemen matriks A
baris.kef i kolom ke—j.‘; Ukuran matri%s -yang disebut
sebagai ordo matriks menyatakan banya?nya baris dan

banyaknya kolonm.

Definisi 2.1.2

Hatriks bujur sanggar berordo (nxnb disebut matriké
identitas I(nxn), jika‘%semua elemenny% nol kecualil
elemeq-elemen pada bafi% ke-1i k010m§ ke-i(i=1,2,..n)

adalah 1.

Definisi 2.1.3
Inversi dari suatug permutasi adélah terdapatnysa
bilangan yang lebih besar mendahului bilangan yang lebih

keeil, atau Jji>jk untuk i<k.



Definisi 2.1.4
Jika jumlah inversi dari suatu permutasi adalsh
genap, maka disebut permutasi genap%dan bila Jjumlsah

inversinya ganjil maka disebuat perﬁutasi’ganjil.

Contoh 2.1.1
Pada permutasi (2,3,;,5,1) terdapat%Q invérsi, yaiﬁu
Z mendahului 1, 3;mendahu1ui 1, % mendahului 1 dan
5 mendahului 1. Kéréna Jumlah inveﬁsnya genap, maka

permutasi (2,3,4,5;1§ disebut permuﬁasi genap.

Definisi 2.1.5
Determinan dari maﬁr;ks bujur sang@ar A berordo n
adalah jumlah dari =semua. n! = n.ﬁn—:) (n-2) ...2.2
hasil kali bertaﬁd; dari eleme@~elemén matriks

tersebut dengan kata?lain

det A = |A] = Ze (51,§j2,..jh) aiji.azﬁz ..... ad.
dengan é
I 3, ‘;in =.permutas;
o (ji,jz, .,Jn) = 4+ bila;permdtasi genap
= - bil% permutasi ganjil
ad, a3, ... ?njh = perkali;n elemen-elemen

matriks




Contoh : 2.

1.2
Diberikan matriks
81 18312 8s
A = a21 aézz a23 = 2}
8as 83 843 3
terdapat 3! = 3.2.1 = 6-permutasi
| . IBanvak |[. . Banyaki
.Permuta51 inversi Pfrmuta51 inversi
1, 2, 3 0 3, 2, 1 3
2, 3, 1 2 1, 3, 2 1
3, 1, 2 2 2, 1, 3 1
Determinan A = {A] = Zo (j;.jz.ja).a{ji.azjz.aaj

 :;(1.2.0)+(0.D.3j+(3.2;1)u(3_2_3)
é"(l-Ogl) —(U.ZéO)
_:%_12 5

Sifat-sifat determingn

i. Det A = det A" ; AT adalah matri@s transpose dari A

2. Tanda determinané berubah jikag 2 baris/kolon
ditukar tempatn?ai

3. Hatriks vang mempﬁnyai baris / kolom nol mempunyai

determinan nol..

b



2.2. KOFAKTOR

Definisi 2.2.1
A = [au] adalah matfiks bujursangk%r berordo (nxn)
Hinor dari elemen a ditulis |ij,§ M, adalah sub
ﬁatriks dari A yaﬁg berordo én~1)x(n~1) yang
diperoleh dengan heﬁghilangkan elémen—elemen baris

ke-i dan elemen—elémén kolom ke~j pada matriks A.

Contoh 2.2.1

1 C 3
3 1
3 1 0O
Vi . ; - ; 22
ﬁlnor dari elemen B F M1 5
= (2.1)-(2.3)
= =4 }

Definisi 2.2.2 o g
‘& = {a,] adalah matriks bﬁjursangkér berordo (nxn)
Rofaktor dari elemen a  ditulis sebagai A

. - _ 1+j:‘
dimana 4, = (-1)  |ﬁu|

Contoh 2.2.2 |

Kofaktor dari elemen?ala dari matrﬁks pada contoh
M, |
= (-1)* . -4

1+3
13 ‘

'

2.2.1 di atsas adalah:: A = (-1)

= -4
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Teorema 2.2.1

Determinan suatu matriks A dsapat idiperoleh dengan
menjumlahkan perkalihn elemen-elemén dari sebarang
baris/kolom dengan‘kbfaktor—kofaktognya.

Dapat ditulis sebagai

'a,. . A= a A+ a8 A +...+a A
A au ij .ai.:l. P S P ; &in in

|A =

Hp 3

merupakan ekspansi baris ke~i dengan i sebarang.

Dapat pula ditulis‘sébagai

12 : N
= A= 8 A+ LA+, L+ A
Al = Ea; . 4, B BT By Tt 0 TPy T

mnerupakan eksponenfkblOm ke-3 dengaﬁ j sebarang.

Bukti: :
e

) * - % ;
i = A+ AL+ L. A LA
Hisalkan IAl a4 R¥ | 2%z Rnt i

dimana Aﬁ? adalah jﬁ@lah hasil kali elemen-elemen,

tidak termasuk elemeﬁ pada baris ke{i.

Tinggal dibuktikan bahwa &) = A = (-1 |u ],
i dimans HU adalﬁhé submatrik dari A dengan

ﬁenghilangkan bari$ Re—i dan kolom @e-j dari A.

r

Maka



11

n+n

Jadi An: = |8 | = ‘Q—l) M|, %ekarang pandang
baris ke-i dan kolom keej sebarang.i Kita tukarkan
bertu#ut—turut baris ke;i;sampai pada bagis ke-n, meka ada

| (n-1) kali pertukaran. | j

1 Juga kité pertukarkan berturut-turut kélom ke-j sanmpai
pada kolom ke-n, maka adaé(n~j) kali peréukaran.

Sehingga dari sifat—sifét determinan,é tanda Aﬁ? akan

bertukar (n-1)+(n-3j) kali; sedangkan harga IHUI tetap.

- * zﬁ—ﬂ—j :
Jadi AL = (=137 lHﬁl

Il

‘(‘-"'J) IM l

(-1

1 3 IR
L gD
= -1%P |y |
= A
vy ‘
Jadi  [A] = a 8 + a A, + ..t ?Lnﬁin
n :
= j?i a5 A4 (terbukti)

(Bukti untuk ekspabsi kolom analoé)

Contoh 2.2.3

Hitung determinan h = 2 2 dengan ekspansi
G ' baris ke-2

0 o w0

>

4+ a8 A+ ... 4+ 8

|AI = 8_'_?'.1A21 4z ez - ' 2N an




_ 2+4 L
8, = (-1 L R PR 3
422 IR PO
By = (-1 ]HZZI = -1 o = 78
_ 2+3 2 1 o] _
8 = (71D LI "1y 71
Sehingga [A| = 2.3 + 2 (~9) + O (-1)
=6 - 18 |
= 412

2.3. SISTEM PERSAMAAN LIN@ER

|

12

Pandang sistem persamaan linier déngan m-persamash

dan n-variabel :

4+ + o
PP 8,2%2 8,35%3

' + + u
aZixi azzxz a23x.9

.

L T e Bmata

a,; dimana i = 1,2,...

koefisien-koefisien dari

4 ... + =
& ntn b1
T +oa, X = b2
+ ... +a x =b
mnD n m

,m dan J = 1,Z,...,n

iy s
sistem persamaan linier.

b.L adalah konstanta sisﬁem persamaan linier.

]

adalah
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Sistem persamaan linier dimana ?t = 0 disebut sistemn
pérsamaan linier homoéen. Sedang apabila b, = 0 disebut
sistem persamasn liﬂier non homogen.

Sistem persamaan linier di atas iika disajikan dalam

bentuk matriks dapat ditulis sebagai : AX = B, dengan

f %11 %12 T Ban merupakan matriks koefi-
A = 8214 %2z “+- 835 | sien dari sistem persa-
: maan di atas
L a., &. S a J ‘
'-x,_- X i
x vektor kolom yvang mernpskan variabel-
2 . . . .
X = . variabel dari sistem persamaan di atas
LX
nn-
L |
h vektor kolom yang merupakan konstants
2 . . i .
B = . dari sistem persamaan di atas
I b
mu
Suatu sistem persamaan linier non homogen AX = B

disebut sebagai sistem persamsan liniér non homogen ordo
n, apabila matriks A berordo (nxn). Jaéi jumlah variabel
sama dengan jumlah peréamaan liniernyaﬁ

Solusi -dari sistem peréamaan iinier noé homogen AX = B

ordo n dengan aturan Cramer berbentuk

Dk . :
x = ——, |[A] #= 0 dimana,
4] |
x, = solusi sistem peréamaan linier non

homogen ordo n (k = 1,2,...,n)
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|&| = Determinan matriks A
D, = Determiﬁan matriks koefisien A dengan

mengganti kolom ke-k denéan vektor kolom B

Teorema 2.3.1. |
‘Suatuy persamsan lihier non homogen brdo n, AX = B

akan mempunyai

| | D.= % b A., (i, J = 1,2, ... , nd
S U |

dimana : bi = kontanta persamaan Re - i

A = koféﬁtor elemen baris ke-i kolom ke-J

i)
dari matriks A
Bukti
8,4 B4 " ‘a;i.(j-f.) b1 ai(jﬂj T 8 yn
- i
D.i = 8,1 Bap " j a.fz(j-z) bz az(j+1) T 8an
L 84y 293 " -‘aﬁ(j—i} bn an(juj Tt 2n i

:Menurut teorema Z.é.l s ;determingn suatu matriks
merupakan jumlah pefkalian elem—ele%en dari sebarang
;bafis/kolom dengaﬁ‘gofaktor—kofakto%nya.

%Matriks di atas kité ekspansikan me;urut kolom ke-jJ,
karena kolom ke-J télah diganti den?an vektor kolom

B, maka : ‘: i

i
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X, = . (i,ij é 1,2, ... , n )
: [A| ;

dengan

"
il

solusi sistem persamaan linier non homogen

ordo n (:; = 1,2, ..., ni)

o -
1]

elemen keé— 1 vektor koloh B ,
(i=1,2, ... ,n)
Au = kofaktor elemen baris ke—i kolom ke-j

dari matriks A

|A| = Determinan matriks koefisien A.

. 4. GRAPH BERARAH

Definisi 2.4.1 |
Suatu graph befaéah (DIRECTED% GRAPH/DIGRAPH)
dinotasikan Gd(V,E)é dimana v éadalah himpunap
node-node dan E ada;ah himpunan %dge—edge berarah
dalam bentuk pasangaé (i,3) dengan f dan j elemen V;
(i,3) disebut-edge‘bérarah dari 1 ike J dalam Gd’
dengan node i sebagai initial node dan node J sebagai

terminal node.
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Contoh 0 2.4.1
Suatu graph beraréh Gd.(V,E) deﬁgan

V = (1,2,3,4,5) dan E = {(1,2), (2,3), (2,4), (4,1,

(4,5), (3,4), (3,5), (5,3)}

b 2.4.1 digraph G, (V,E)

Definisi 2.4.2
Directed edge—Sequénée (Barisan edgé berarah) dengah
panjang k-1 dalam diéraph Gy adaléh suatu barisan
gdge dengan beﬁtuk f : (i,,1), (iz’ia}f
(13,14),...(ik_1,ik),:k z 2. Node d?n edde Dberarsh

dalam barisan edge bérarah boleh beﬁulang.

Contoh : 2.4.2 :
Pada gambar 2.4.1 ba?isan :(1,2), €2,3), (3,5),

- (5,3), 63,4), (4,1)

adalah barisan edgé berarah dengan ﬁanjang B.

Definisi 2.4.3
Directed Path (Path herarah) dari %uatu digraph Gd

adalah suata barisém edge beraréh dengan edge
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berarahnya tidak boleh berulang dan%node awal tidak
sama dengan node “skhir ataun ii—%i :'Lk dan Semus

node-nodenya berlainan.

Contoh 2.4.3
(1,2>, (2,3), (3,5) adalah directed path dengan

panjang 3 dalam digrﬁph Gd pada gamﬁar 2.4.1.

Definisi 2.4.4
Directed Circuit (éi;kuit Berarah) &ari suatu digraph
Gd adalah suatu difeéted—path dengaﬁ node awal samﬁ
dengan node akhir (ii = ik); dan nodé-node vang lain

tidak boleh sama. ‘Sirkuit' berarah% vang panjangnya

satu disebut self—iobp.

Contoh 2.4.4
(1,2), (2,3), ¢3,4), (4,1 adalah ' sirkuit terarah

dari digraph Gd padaégambar 2.4.1.

Definisi 2.4.5
berajat masuk (Indeéree)yaitu banéaknya edge vyvang
mempﬁnyai node i sgb%gai terminal inode dinotasikan
d7(i). Derajat kelugr (outdegree)g vaitu banyaknyva
eage yvang mempunyai énode i sebagii initial node,

dinotasikan d'(i).
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Contoh 2.4.5

Pandang digraph Gdjggmbar 2.4.1

]

d7(1) = d7(2) = 15 d(4) = d7(8) = 4(5) = 2

2 ;d (5)=1

i
1l

d"(1) = 1 ; a7 = d*(4) = d"(3)
Definisi 2.4.8 T %
Regular Digraph adglah suatu diéraph Gy dengaﬁ
derajat keluar sama éengan derajat ﬁasuk untuk semus

i dalam Gd

Contoh : 2.4.8 o

-
2

4

Gb 2.4.2 Regular digraph G,

Definisi :, 2.4.7 : ‘
MATRIKS BOBOT dari suatu digraph Gd%dengan n node dan

tidak memiliki edge paralel adalah matriks A = [aﬁj
A bersesuaian dengan node i dengan £ =1, 2, ... , n;
dalam Gd’ dan elemen}elemnen matriké A adalsah

T wf; jika terdapat edge berarsh dari
’ {‘ node i ke node J dengan bobot

(i,3= 1,2...,n)

B P
R | ] .
 jika tidak ada edde berarah dari
- node i ke node j(i,j:l,z,...,n)_

Contoh :.2.4.7 ,
Diberikan digraph G4(V.E) dengan 3 node, yang

masing-masing~edgeﬁy§ memiliki boboﬁ.
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@b. 2.4.3 Digraph G, (V.E)

MHatriks bobot dari;digraph Gd(V.E)z tersebut adalsh

3 -1 -2

11 wiz fwia
A = 24 sz 23 = (-1 2 0
a1 Moz é a3 -2 o 2

Definisi : 2.4.8

Suatu graph beraﬁah Gi(Vi,E1) édisebut sebagai

subgraph dari gragh%Gd(V,E) jika Vié ¥V dan E1§ E

Definisi : 2.4.8
:Dua subgraph Gi(Vi,Ei) dan GZ(VZ,EZ) gari suatu graph
G (V,E) disebut Edge-Disjoint jika En E, = © dan

disebut node-disjoint jika V NV, = ©

Contoh : 2.4.8
;Pandang digraph Gd‘ﬁada contoh 2.4.7.
G1(V1,E1) dengaq

ES

Vo= {1,231 ; E = {(2,2),(2,1),(1,1)}

f




Gb.2.4.4a Gi(’Vi,Ei?

Gz(VZ,Ez) dengan

20

v, = (1,8} 5 Ej = ((3,1),(1,8),(3,3))

3Gl{.2.4.4b GZ(VZ,E;__)

G,(V,,E,) dengan V_ = {8} ; E, = {(3,3)}

b

9

2

Gb.2.4.4c G (V,.E,)

G,(V,E) dan  ?Z(VZ,EZ) diseb?t
karena E, N Eé:# © , dan j
Gi(Vi,Ei) dan‘ Ga(Va,Eé) diseb?t

karena Vi n V?;:i o

edge~disjoint

node-disjoint
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Definisi 2.4.10
Suatu subgraph G1 <V£‘Ei) dari suatﬂ graph Gd (V.E)
disebut sebsgai spanhing subgraph jika vV, = V dan

E < E.

1

Contoh 2.4.9
Pandang digrapvh Gd(V:E) pada contoh%2.4‘8.
1

G,(V,,E,) dengan V, = {1,2,3} ; E, = {(2,2), (1,1,
(3,3)}. | |

6b.2.4.5.6, (V,,E,) Spanning Subgraph

Earena V1= v ma@a G,(V,,E) adal?h spanning sub

graph.

Definisi : 2.4.11
Suatu digraph G, dikﬁtakan terhubungé(connected) Jika
éntara 2 titik ;s%mbarang terd%pat path  vyang
nenghubungkannya.  Jika tidak demikfan disebut tidak

terhubung (disconnécted).
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Definisi : 2.4.12

Komponen adalah‘sﬁbgraph terhubung maksimal

Contoh : 2.4.10

Diberikan suatu  graph berarsh G, (V,E) dengan
= {(1,2,3,4,5) 5 E = {(1,2),(2,4),(3,5),(4,1),
(5,3)1. : :

Gb. 2. 4.6. 6V E>

Karena tidak ad; path &ang menghubﬁngkan node

4 daﬁ 5 atau 4 dan 3?atau

2 dan 5 atau 2 dan 3 atau

1 dan 5 atau 1 dan 3
G, (V,E) di atas adalah disconnected.. Sedangkan -digraph
pada contoh Z2.4.1 adalah digraph vang connected
Dlgraph pada contoh 2. 4 8 mempunyai 2 komponen yaitu
{(1,2), (2 4),(4,1)}
£(3,55,(5,3)}

i

1. dengan v = {1,2,4} dan E

1
I

2. dengsn v {3,5} dan E
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Definisi : 2.4.13
Suatu digraph G (V,E) disebut simetris jika untuk

setiap (x,y) € E memenuhi : (x,v) € E ==> (y,x) €E.

Contoh : 2.4.11 : :
Pandang digraph Gd(‘V,éE} padé gambar 243 Digraph
t?ersebut simetris, ‘ksé.rena ‘
| (1,2) €E —> (2,1) < E dan

(1,3) € E —> (3,1) < E.
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2.5. COATES GRAPH

Definisi : 2.5.1
Diberikan suatu mairﬁks bujursangkaé A = [au] dengan
brdo (nxn), Coates ;Graph: vang bérsesuaian dengén
matriks A_dinotasikah GC(A) atan GC; Coates Graph
yaitu digraph dehg;n n-node yaég setiap edge
berarahnya memilikﬁ bobot -dan nodé—node dinyatakan
Qalam bilangan bulat? 1,2,...,n. Jika a;; = 0, maka
éda edge berarah dﬁri node-1 ke nodénj aengan bobot

2, 3 (1,3 = 1,2,...,n),

Apabila diketahul ma?riks koefisieﬁnya,3 maka dapat
digambar  Coates Graphhya dengan terlebih dahulu

mentranspose matriks koéfisien tersebut.

Contoh : 2.5.1

| 1'0 3

Diberikan matriks koefisien A = | 0/ 1 2

| | 1 3 0
10 1
maka : A’ = | 0 1 3
| 3 2 0

sehingga GC(A)

Gb. 2.5.1. G_(A)

I
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Demikian Jjuga apabil% diketahui Coaﬁes Graphnya maké
dapat;dicari matriks ko?fisiennfa denganécara mentranspose
matriks bobot Coates Graph tersebut . ;

Pandang persamaan lipier nqnhomogen%AK = B ordo n.
A adélah matriks koefiSi%n, X dan B masing—masing adalah

vektor kolom dsari variabel-variabel ; dan konstanta-

konstants persamaan linier nonhomogen teﬁsebut.

Definisi : 2.5.2
Matriks A adalah ﬁaﬁriks yagn diperoleh dari Matriks
A déngan menambah koiom —Bipada kofom ke-(n+1l) dan
menambah baris nolfpéda baris ke-(n+1l) pada matriks
A. Coates Graph ;yéng bérsesuaiaﬁ dengan matriks
koefisien Au dinotasikan dengan Gc(ﬁu).
Contoh : 2.5.2
Diberikan sistem péréamaan linier n&nhomogen ordo 3
31 + Sx3 = 1

0

1]

X, * Zxa

X, f 3x2 0

Jadi ditulis dalam bentuk matriks

1 0 3 X, 1
c 1 2 x, | = 0
1 3 0 X a
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Sehingga Gc(Au)

Gb.§2.5.2_ Gc (Au%

Definisl : 2.5.3
f(GS) adalah hasilikéli seluruh bobo% vang dimiliki
oleh edge berarah (i;j) dengan i seﬁagai initial node
dan j sebagail termiﬁal node dalaﬁ suatu subgraph

GE(VS’ES) pada digrgph Gd(V,E); ;,j = 1,2,...,n,

atau: £ (6 ) = 7  f (i,3)
L,jevg

N

dimana : £ (i,3) ‘bébot pada edge (ﬁ,j)

I

i,3 1,2,3,...,n

Contoh : 2.5.3 _ _
Pandang subgraph G_(V_,E) dari G (V,E) gambar 2.5.1
dengan V_ = {1,2,3) ; E_ = {(1,1),(1,3),(3,2),(2,2)}

b, 2.5.3. G (V_E)
Maka £¢G) = m f (1,3 "

L,jevé

£C1,1) . £(1,3) . £(3,2) . £(2,2)

1.1.2.1 = 2 |
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2. 6. f PERHI TUNGAN SECARA?TOPOLOGIS DART ;)ETERMINAN
Definisi : 2.B.1 - |
‘1-faktor dari sUéﬁu digraph G, Eyang dinotasikan
dengan h adalah‘iépanning subgrabh dari Gd vang
merupakan regular‘digraph (digraph% teratur) dengan

derajad 1.

Contoh { 2.6.1

Diberikan sunatu Coaﬁes Graph sebagal berikut

%2

Lo Glg;f 433 ;
Gb. 2.6.1.2 G (4)

1-faktor (h) dalam G_(A) adalah

%d\\

vy ',_ 05, du j
84;; : 01.3_, %

: L 4y
Gb. 2.6.1.b  1-Ffaktor (h)

Lemma.: 2.6.1
Perkalian elemen-elgmen matriks A =§[au3 vang  tidak
Eamh dengan nolf‘;dan sesuai aengaﬁ permutasi
ji,jz,...,jn berkbfeépondénsi s&}u—satu dengan

1-faktor (h) dalam; GC(A)_ vang bérsesuaian dengan

matriks A; atau
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aﬂi 'Laﬁz e e amh m%f(h)
C : L f i e ~ :
dengan a1J1 azJ2 5 _ ahjﬁ U!

P R T suatu permut351

Bukti. :
leerlkan perkallan ?“1 . aaz . i... . anh = 0
(3,»3,,...,3_~ suatu permutasi) ?yang- merupakan

perkalian bobot-bobot dari edge-edge berarsh (i 1),
(3,.2), vv s (G,m). ! |
Pada perkalian ini‘mﬁsing—masing ké muncul 2 kali
pada barisan, satulk%li pada elemen%l dan satu kali
ﬁada elemen ke-2, paéa beberapa paéangan berurutan.
Hal ini menunjukkan bahwa indegree &an outdegree pada
@asing—masing node a§alah 1. Gréph berarah dsri
bafisan edge beraréh tersebut %adalah spanning
subgraph, dari Gc(A); Jadi menurué definisi 2.4.86
barisan edge berérﬁh ‘tersebut m%rupakan regulsr
digraph derajad éafu dan menuruﬁ definisi 2.6.1
nerupakan 1-faktor (h) dari G_(A). Jadi -

a . = féh)

a1j1 . 3.21.2 BRI nin
[

. b e .= 0
aiji azjz : anjn o

Terbukti
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Contoh : 2.5.2
Eandang Cosates Grapﬁ GC(A) pad=z conéoh 2.68.1 gambar

2.6.1.a. Hatriks‘A? vang ;bersesuaéan dengan G, (A)

adalah : E
ai:!. . 8'12
A= a‘zs. 3.22
0 8,

Dari gambar 2.6.1. didapatkan

Perkalian elemen elemen £Ch)
Matriks yang = U :
= i
a.u. ‘ azz ' 8‘33: 0 aﬁ ‘ azz ‘ 8‘33
= o ?
844 * Baz azag 0 a“ © B3z + 85
R % :
Bi2 * B34 + 235 0 Az + B34 + 85

Terlihat adanya ‘karespondensi éatu—satu antara
perkallan elemen-elemen: matrlks A vang tldak sama dengan
nol dengan 1-faktor (h) darl G (A) |

Tiap—tiap 1-faktor é (hd | terdirii dari beberspa
komponen, vang berups sirkuit~sirkuit beéarah ¥omponen
dari dlgraph G, dikatakan ‘komponen genap apablla komponen
tersebut memuat edge berJumlah genap. ; Demikian juga
dlkatakan komponen ganall apabilsa komponen tersebut memuat

edge beraumlah ganjil.
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Lemma : 2.6.2

Byiar B e ahhgadalah. permut%51 dari elemen-
elemen matriks koefisien A = [éu], tanda  dari
permutasi

V n=-1.

o (3pd,e0d) = (-1 "

H

dimana @ n banyaﬁ node délam 1—f§ktor (h)

=
1

h banyak sirkuiﬁ berarah dalam 1-faktor
(h) dari G_(A) yang sesuai  dengan
matfiks koefisien A. :

Bukti _ -1 jika permutasi ganjil
s (ji:jz)-- ‘,jh) bel‘nllai { -
; o t 1 jika permutasi genap

Ambil (iifiz) U (ié’ia} oL (iv,?i) adalah suatn
'Si:kuit berarah dengan panjang w aalam h. Ambil
barisan (2x¥) dengan

- baris I terdiri dari node-node i ,i_,...,1

- baris II terdiri dari node-node i ,i_,...,1i;

Akan ada (w-1) pertukaran untuk membuat baris kedua
imenjadi baris pérﬁama. _;Dengan idemikian jika h

mempunyai Lh sirkuit berarah vang mémuat Wes Wo oo

:WL; edge maka ads ‘w;-l) +: (wz—l) % ..; + (thwl)

pertukaran untuk membuat baris menﬁadi ‘kolom dalam

perhitungan f(h). Sehinggs tanda permutasi
: : i
Wotw_F.L LW —LH n-L ‘
2

(-1) = -

h.Lemma kerbukti.
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Contoh : 2.8.3
fPandang permutasite¥emen dari mat%iks .koefisien A
%pada contoh 2.5.1.éaui.a23.aaz adaﬁah 1-faktor (h)
_daﬁi graph pada gﬁmﬁar 2.5;1 terseb?t vang mempunyai
1 komponen genaé.f e(l1,3,2) ¢ épermﬁtasi ganjil
sehingga 0(1,3,2) = -1. Pada h, n = 3, L = 2,
:sehingga n - L = 3 { 2 = 1. ‘

o (1,3,2) = (-1)* = -1

Teorema : 2.6.1
Misalkan G_(A) Coates Graph yang bersesuaian dengan

matriks koefisien A berordo n, maka :
n-L, ‘E

h

Al = £ ¢-1) £Ch)
h |

dimana

=
1

l-faktor padﬁ GC(A): E

f(h) = hasil kali‘bdbot—bobot edge éada h
Lh = jumlah sirkuiﬁ berarah pada 5
n = banyaknys nO&e pada GO(A)

Bukti

Pada definisi 2.1.5 dinyatakan bahwa

IAI = Eo(jisJZ,,Jn) aiji'azjz";“ahjn
Menurut lemma 2.6.1 ' berarti
lat . = E U(ji,jz,.f;ﬁjn) f(h)

dsn menurut lemma 2.6.2 diperolehé:
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nr,
al = ¢ -1y "

f(h) .Terbukti.
h t

Contoh :2.86.4

Pandang Coates GrapH GC(A) pada conﬁoh 2.6.1 gambay

2.6.1 di : iz +z =z 4z 4z
dimana a,, ;1 zZ 5 8., 2 za z,;
sz 4z 4z 8= <z A= -z
%3a F4+zs ?6’ 432 jz4’ 823 240

-2_:

Bp47 72,7255 &, ,F a;

21

—-L .
"y

GP(A) tersebut mempuhyai 1-faktor (H) sebanyak 3 buah
£(h) |

Maka |A]= Z(-1)
h

_ (ta-3> . ;

= (-1} (gi+z3)(zz+za+z42(z4+z5+zd)
(3~-23 _ o '
FC- (e e (-2 002 )
ta-25: i
(—zz—za)(—zs)(zé+zs+26)

+(-1)
:(Zi+za)(2é+?3)(Z4+Zs+26)+(%1+23)Z4(Z4+25+26)

z :
- Y- +z +
z, <32+23);zg(22+23)(24 z, zd)

= ( + +
zi(zz+zg)(g4+zs+zd) + (21;23)(25 z,)

f
'
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2.7. PERHITUNGAN SECARA TOPOLOGIS DARI KOFAKTOR

'
i
i

Pandang persamaan linier nonhomogenéordo n AX = B.

t

Definisi 1 2.7.1
Matriks Aa adalah | matriks vang édiperoleh dari
matriks koefisien ,Aé dengan menggénti kolom ke-j
dengan kolom nol kéopali elemen b%ris ke-i kolom
ke-j diganti dengan elemen 1, (i,j % 1,2,...,n; i%j)

Definisi : 2.7.2
Hubungan l1-faktor da}i node-i ke noée—j dalam suatu
digraph Gd’ dinotasékan Hij. H@bungan 1-faktor
adalah suatu spann?ng subgféph yangimemuat
i. path berarah dari node-i ke node—j.

ii. sirkwit-sirkuit’ berarah yang? nodenva saling

asing dan nodé~pode tersebut tidak dalam path (i).

|
i
i

Teorema : 2.7.1

G_(A) adalah Coates graph vang ber%esuaian dengan

ﬁatriks koefisien A - {au}'ordo n. ?Maka
AU = (-l)ﬁ HE (-1 . ¢ (?tj) H
: i-j :

antuk 1 # 3 ; 1,3 = 1,2,...,n
j

dimana

AU = kofaktor dari eiemen (i,3) dari matriks A




Bukti

H..
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oy = hubungan 1 faktorE dari node-i ke node-Jj pada
G_(4&) |
y = jumlah sirkuit berarah pada HU
= jumlah node pada G_(A)
: AU adalah determinan dari matﬁiks vang  diperoleh

dari matriks A?dengan menggantﬁ kolom ke-j dengan
kolom nol kecuali elemen bari$ ke-i kolom ke~j
diganti elemeﬁ 1. Menurut definisi 2.7.1 berarti

AU adalah determinan dari matriks A,-

Coates graph diperoleh dari Gc(é) dengan menghapus
senua edge yangémempunyai node}j sebagai initial
node dan kemudién menambahkan edge berarah @ari
node-i dengan bobét 1.

node-3 ke

Sehinggsa dengangekspansi kolom ﬁe~j diperoleh

det A. = Ya. A, =1 ., A,
ol 1) Ly S 1)
- |
‘ | n ; Lo
det &, = A, = (-7 Y (-1) % £(hy)
‘ h
Q:
dimana :
L, = Jumlah sirknit berarah daiam h,
hd = 1-faktor Qalam GE(AQ)

Masing-masing faktor h, dalam éc( A ) memuat edge
tambahan dengan bobot 1, jika eége tambahan dengan
bobot~1 pada haédihapus maka diperoleh H.Lj pada
G_(A), demikian juga Jika pad% k.. dari G£<A>’

Ll
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diberi edge tambahan dari node-j ke node ke-i
dengan bobot 1 maka diperoleh h, pada G_(4,).
Berarti ada kbfespondensi satu?satu antars ha pada
GE(Aa) dan Hu' pada GC(A). ;Karena bobot edge
berarah dari nqde—j ke node-i édalah 1, maks

fCh ) = f(HU} ; untuk h_  dan HU vang bersesusisn
Jumlah sirkuit berarah pada Hu%l lebih sedikit dari
Jumlah sirkuit:berarah pads Hui, maka LH = La -1
Dengan demikian diperoleh |

: L f.
a, = DT Y (-1 C L £(hY
h H

ij

[~
: n LH"-"%
(-1) RGP 1S
{ H. . :

J

o v
GO™ Y oYL )

H. .
vl

1]

: L

c n-1 H oo

(=17 ¥ (-1) ¥ . £(H ;). Terbukti

o S H, ‘

ij

Contoh 2.7.1.
Diberikan suatn contoh Coétes graph sebagai
berikut.:Téntukan kofaktor elemen baris ke-4
kolom ke-1.

Gy

Azy

_ d22
6b. 2.7.1. 6 CA>
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Dgngan a, .= 2.+ 2,5 8, =-2_; 4,772, 2,5 8,.= ~Z,
= + 4+ .z = = g
8,27 % za B389, 7 T2 5 B2 Zgt B4l 8477V
Jawab
r 3'11‘3‘1;2 0 a:l.-4
23 P2z 23 0
A =
0 L N C
0 0. O 0
! )

Az

% au

Qb. e.7.2. Hu

(=17 L1 (=v )2 32 D+(-1)7(-V, )5z 42 ) (2, ba vz )
.: —v1[242—(zz+23+z4}(%4+zs+zs}}
= -v [- (zz+zs+)(z4+g5+zd) - g (g2 )]

= v1[(zz+za)(z4+zs+za> + '?'4(zs+za)]

2.8. PENYELESAIAN PERSAMAAN LINIER NON '~ HOMOGEN
i ) i
Pandang persamaan linier non-homogen AX = B dimana
A ='£aH] adalsh matriks%koefisien ordo? n dan X dan B

masing—masing vektor kolom. Transpose Qari X adalah
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n

[ .6, ,...,X ] dan transpose @ dari B adalah
[ :t)i’bz’ba"'.,bn J
Teprema : 2.8.1.

Jika matriks koefisien A non singular, maka solusi

persamaan linier non homogen ordo n. AX = B diberikan

oleh j ; ‘
o T : ' ?
: z (-1 - £ x(H(n-o-i)k} :
H
ek ;
= - p \
h . i
Y (-1) " L £i¢h)
h 3
dimana
X, = Solusi persamazan linierinon homogen AX = B
cmenk = hubungan 1-faktorial dari node (n+1) ke
node kjpgda G (A )
h = 1~faktor,(h) pada GG(A)
L, = jumlah sirkuit berarah Qada Bk
L, = jumlah sirkuit berarah pada h
n = banyakn&é node padsa GC(A§
Bukti B

Karena matriks koefisien A non, singular, solusi
persamaan linier non homogen ordo n oleh &turan

Cramer adalah
“qc -
X = , dimana |A] = 0
{4} ;

k= 1,2,...n
D, adalah determinan matriks A dengan mengganti kolom

ke-j dengan vektor kolom B.
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Menurut definisi 2.5.2 Dk mérupakan determinan

matriks A dengan menghapus baris. ke-(n+1) dan

kolom ke-k. Atau D, merupakan kofaktor 8, .. dari
matriks A .
u .
Sesuai definisi 2.2.2.
: - L
- Z v fn-‘-:l.)-.‘l. _ H
D Bneask = F A Z ( 1}§ - B )
. hwnk
n T “u ;
= DT Y DT B ) e (1)
j(n+1>k !
Menurut teorems 2.6.1‘:
o Pk
(&) = ) -1 . £ Ch)
h :
n ”Lh
= (-7 ) (-1) £ (h)
h
n ) Lh |
= (-1) 2 (-1) F(hY .. (2)
h
Dari persamaan (ix dan (2) diperoleh
| N l"!-!
(-1 E (-1) - £ (HWWﬂk>
xk I (n+ddk
- . L
BECE VD W CEDRUNNE 4.0
: - :
Terbukti

Contoh : 2.8.1.
Diberikan persamﬁah linier non—ho@ogen AX = B ordo 3
dari suatu rangkéian listrik. Variabel—variabel
sebagai fungsi Hdgri Voltase, k?efisien variabel
merupakan kondukt;nsi—konduktansf, dan konstanta

merupakan besarnya arus.
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Gb + gb _gb -Gb I,
-gb gotgetget+agde ~-ge = 0
—-Gb —gc+agez Gb+gc +Gd 1]

A X = B

Bagaimanakah perbandingan antara Ga.V, dengan I,

Jawab

Coates Graph Gc(A)

— L -3e40n Ghie 4 G
For gy go-tg - o107 aprgerGd brger ge- ag K

Gb. 4.4.1 6 (A) Gb. 4.4.2. G_(A)

Akan kita cari perbandinangan:antara G@.Vé dengan I1.

Menurut teorema 2.4.1

L
ad (-1) Pe(H )
Gd . Va Z 43
- 43 Lo
Is "
Iy -1 Meen
h

Ga[(1)(-I )(~Gb)(gb+ge+go-age)+(~1)°(-I ) (-gb)(~ge+age)],

L [(-1)%(Gb+gb)(gb+gergc-age) (gbrgo+Gd)

+ (~1)%(-ge)(~go+age)(Gbreby+(~1)%(gbsgerge-age ) (~Gb)>

+ (1) (-gb)*(Ghb+gh+GdI+(~1)" (-gb)(~-Gb)(-gc)

+ (=1Y(-gb) (-Gb)(-gc+age)]
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‘Gd [Gb(gb+ge+ge-age)+ gb(ge-age)]

[(Gb+gb)(gb+ge)(gb+ge+Gd) +(gb+gb) (go-age)(Gb+Gd)
bez(gb+ge+gc—ag§j—gbz(gb+gc+Gd)~ébigc—gbi(gc—age)]

Gd [Gb(gbtge+ge-age) +gb(go-age)]

Gbgb(gb+gc+Gd) +ge(Gb+gb)(Gb+ga+G)+(Gb+gb)Gd(ge-age)
~ ~Gb*(gb+ge)-gbgoGh |
Gd [Gb(Gb+ge+gcfa§6) +gb'(gc—age)]§

-

Gbeb(gce+Gd )+geGb(go+Gd ) +gegb(Gb+go+Gd )+gbGb(ge-age ) ~geghGh .

Terlihat pada perhitungan i penyebut terd?pat beberapa

penghapusan langkah perhiﬁungan.
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2. 9. METODE ANALISA R;;&NGKAIAN

Sebelumn menerépkan Hodifikasi ;COates Graph padé
perhitungan jaringaﬁ/fangkaian listrik perlu sekali kita
mémahami hal-hal meﬁdésar vang sangat%penting. Kita harus
mengenal apa itu jariﬁgan (network)}, Eagaimana bunyi hukum
Kirrchoff untuk arué‘&am hukum kirchéff dntuk tegangan,

serta bagaimana menganalisa rangkaian. listrik tersebut,

Definisi : 2.98.1
Jaringan (netwo}k) adalah éuatu grup dari
interkoneksi kdﬁpbnen vang membeﬁtuk rangkaian, vyang
sebagian dari saringan seriég dinamai edaran
(sirkuit) tertutu?.

Hukum Kirchoff untuk arus
Pada suatu titik‘éada suatu rangkhian listrik, jumlah
arus sama dengan 501} atau 2 I =§D.

Hukum Kirchoff untukjtégangan ‘
Jumlsh aljabar ;semua tegangan% cabang sekeliiing
lingkaran tertutﬁp mansapun pad? sebuah jaringan

adalah nol pada setiap saat.

.. o . -
Akan dipelajari cara-cara yang sistematis untuk merumuskan
persamaan dari analisa rangkaian. Ada dua cars/metode

untuk analisa rangkaiaﬁ vaitu




A, Metode Tegangan Slmpul
Metode ini mempunvai 1angkah langksah sebagal berikut:

1. D1p111h sebunah simpul acuan o; secara;sebarang.
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Simpul-simpul yang lain rangkaian itu diberi nama

dengan huruf A,B,...,N dan tegangan-tegangan yang tidak

diketahui V V s , ¥ .dipilih sebagéi tegangan naik

darl simpul o ke 51mpu1 A,B, .,N.

2. Persamaan ~pPErSamasn 31mpul (hukum Klrohoff untuk arus)

P

dalam bentuk matriks‘akan berupsa

At GV, = GV, —ee m GV =
B ;ﬁGBAVA+ GBBVB T T GBNVN = IB
N -6,V GpV¥y —ooor G ¥y = I

dimana

Gx¥: Jumlah semusa kond?kstansi vang térhubﬂng ke simpul

X 3 x = A,B,..., N.

Gx;z jumlah semua ‘kpnduksﬁansi y%ng dihubungkan
diantara simpul g dengan simpul%y;x,y = A,B,...,N;
X ®y. | k
Ix_= jumlah semus, suﬁb?r arué vang meécatu-simpul X;
 x = AB,...N. T |
Jika ?R = hambatan  maka 'é diseéut kondukstansi

dilambangkan G.
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Contoch 2.9.1

Diberikan rangkaisn listrik sebagai berikut

L

Gy

O[] [

f

g

I,

Gb. 2.9.1 Su@tu Rangkatian
Maka untuk menganalisanya, sesuai dengan langkah vang

pertama rangksaian menjédi

R/ [%;} Voo
@ l(“‘ N :.z ILO

G, 2.8.2 Rangkdi@n untuk meiode tegangan simpul
Sesuai dengam langkah kedua akan diperoleh perssmsaan

linier dslam VA dan VB{
(Gi + Gz) VA - szn = Ii
-GV, + (G, + G ) ;VB = -1

Sehingga jika dinyatakan dalam bentuk matriks
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B.:Metode Arus Matajalé
Definisi : 2.9.2 |

Hatajala adaléh suatu rangk?ian tertutup vang

tidak mengandqu unsur-rangkaién di tengahnva.

Contoh : 2.9.2° f \

Diberikan snaﬁu rangkaian uﬁtuk metode  arus

matajals sebagai berikut

“WWW
’y

Gb. ;3.9.31é
Rangksaian padaégb. 2.9.3 merupékan suatu rangkaian
vang mempunyéiédua matajala. H%tajala A mengandung
R, R, dan V1 édengan I, sebégai arus matajaia.

Matajala B mgnéandung:Ré, R, %dan vV, dengan I,

sehagai arus ématajala. Lang%ah—langkah formal

metode arus maﬁajala adsalah seéagai_bérikut

1. Dipilih arué matajala menurﬁt arah Jjarum Jjanm.
Pemilihanjafus itu mengak#batkan arus unsur
berupa arﬁs matajela atau sélisih aljabar -dua
arus matajala. :

2. Persamaanepérsamaan matajaia (hukum Kirchoff

untuk tegangan) ditulis menurut aturan untuk

natajala-matajala A,B,...,N:
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AA A AB B AN N A
B "RBAIA + RBBIB - _RBNIN = VB
N ot R, I~ Rl = oo Ry = Yy
~dimana |
R, = Jumlah semna fégistansi vang meﬁbentuk matajala X
. x = AB,.... N '
R, = jumlah semus rééistansiﬁyamg dimiliki bersama oleh
matajala x dan‘y?; X,y = A,B,...& dengan x ®# y
V., = Jumlah semua sumher tegangan nai# dalam matajala x

dalam arah Jarum Jjam ; X = A,B,.;.,N

Contoh 2.9.3

Diberikan rangkaian untuk metode arus matajala

sebagai berikut

Gb. 2.9.4 Rangkaian

Sesuail dengan laﬁgkah 1; rangkaian menjadi

: S wa i

= WWe———

e 1D s

~ AN~ A

4 : f -
' ‘ ; S :
;Lv__C) | 1 I, <)+sav

25 ;

A r‘r‘v‘y':_

. i
Gb. 2.89.5 Rangkatan untuk metoée@arus_matajala
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Sesuai dengan 1ankéh? 2, diperoleh %persamaan linier

dglam 1,:15:1, sebaga% berikut

(2+2+5) IA - 5 Iaw 2‘¥c = 56
-8 IA - 5 IB— 2‘;6 = 56 ..o (1D

1l
w

-5 I, +(5+1+4)I#% I,

|
w0

-5 I, + 10 IB+§IC

1
(o]

"2 I,- T (104241

-2 T,-I, + 131,=0 ... AN






