BEAB II

TEORI DASAR

2.1. Model regresi linier dengan matrik

2.1.1. Model umum regresi

Analisa regresi adalah suatu metoda untuk

‘menganalisa “data “vang Cterdiri’ stas ‘dua  ataud | 1lebih

variabel. Analisa mengenai hubungan antara dua variabel

tersebut membutuhkan data yang terdiri dua kKelompolk hasil

pengamatan., sehingga menghasilkan pasangan rengamatan

sebanyalk # yang dinvatakan dalam pasangan terurut

(% ,v, ) dimana i =

1. 2, ...,n. Sebagai contoh variabel X

‘mungkin merupakan Jjumlah pupuk dalam Xkgs/ha. sedangkan

variabel Y merupakan hasil produlisi dalam  tonsha.  Jika

rasangan rpengamatan (”E%; Vt) digambarkan diatas kertas
serangkaian

skala hitung maks askan diperoleh titik-titik

koordinat vang menghubungksn kedua hasil pengamatan yang

dinamakan disgram pencsr (scater diagram).
Model umum regresi linier adalah v = 23+ (2.1.1)

C 8

dimansa.

¥ adélah
'x adalah
{3 adalah
£ adalah

variabel talk bebas (respon)
variabel bebas .
parameter yang akan ditaksir

kesalahan random

Secara umum, y dapat dihubling¥an densgan variabel

. TEEYEesor,

v = ﬁo+ ﬁi

disebut - model

sehingga_ didapat model.

o+ Fox, o+ L. 4
1 ﬁz 2 P
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V=B Bx +Bx + ...+ ﬁp x, + ¢ (2.1.2)

disebut mode]l regresi linier berganda dengan P

raegresor.Parameter ﬁy i=0,1,2,...,p di=mebut koefiaslien

regregi, yvang menggambarkan perubahan y perunit perubahan -
;s maka semua nilal variabel wi(i=j) diasnggap konsfan.

2.1.2. Eéiiﬁééitpéféﬁetgr

Metddé kuadrat terkecil digunakan untuk

mengestimasi koefisien regresi pada (2.1.2).. Dianggap

bahwa pengamatan m:p dipenuhi, dan diambil v, adalah

variabel respon ke-i dan xlj adalsh pengamatan ke—3i. Data

digambarkan pada tabel 2.1. sebagai berikut : - -

Tabel 2.1 Data untuk regresi linier berganda
Pengématgn i y._ ®, %, .- o
1 y:l. :{11. 1{12 i :19
2 Ve a4 a2 e 2p
:{ ) LU x
n Yn i e e

Diasumsikan s pada model adalah E(si)zc, Juga ada
asumsi tentang homokedastisitas yaitu setiap kesalahan
random wmenpunyai variaﬁsi Vvang sSama, 'Var(si)zE(sf)zqu
untuk serua—1i dan tidak barkorelasi. artinya antara
kesalahan random yang satu dengan yang lain saling bebas
atau.Kov(el,ajjzﬂ. -y untuk . gL

Ditulis suatu model sesuai (2.1.2) adalah




= 3 o - . £,
¥; B +ﬁ: ‘{i.1+82 fm2+ +Bp e + i

t O P
p -
= {?o + Z 1{?j % + &, ,1i=1,2, ...,n (2.1.3)
i=

sehingga :

P
2
.st‘z‘Y‘-“‘ﬁo-z ﬁj LR maka ei,._(.. yiu -f -Z B ox.)

(s} . i}
=1 Y . SR - J-"-iJ Ll

fungsi kvadrat terkecilnya adalah :

™
S(B,.B8,, «-..B,) =T &
=4
4 =4 2
=L (y, = B, -% @ x;) (2.1.4)
L=1 j=1 ‘

- Fungsi S dimimimomkan pada.$,,0,, .8,

Estimator kuadrat terkecil dari ﬁ’a ,ﬁ’i s e ,Bp harus

memenuhil

65 ] n . ) o ) .
M, | BB --uB, =1 j=t
(2.1.4a)
a N - P -
%% - =25 (v -f, % B x )%, =0
aB; | B,.05,, ceeafy L= =1
J= L2, ...,p : (2.1.4b)
Persamaan normal kuadrat terkecil : .
- ~ ™ - " - ™ n
nﬁo+ﬁ1:xit+ﬁ2£:{iz+"'+ﬁp L = Ly
B i=4 v=41 1L=1 LA §
. W N 2 . N -~ n ks
B =+ B0 ® + B, R K F...F B, L ®, % =T %,V
1=4 =1 L=4 L=% 1L=1
w~ N ‘.. “r P o I ,..‘h N . .
ﬁo; xtp+ [?1__ x’LpXL 1+ !?ZE :‘:_-i.__ K\.2+"'+ _(_?p;.:{tp: z xi.pyi.. (2'1‘5)
“L=4 i=1 1=41 t=4 t=41




6

Solusi wuntuk menentukan koefisien-koefisien persamaan
regresi dari A=pt+l persamaan—-persamaan normal diatas
adalah merupakan taksiran kuadrat terkecil untuk ﬁa,ﬂi,

-o-sf, yaltu 8.8, ...,B

2.1.3. Analisa regresi dengan matrik
Untuk menyelasaikan model regresi ganda  dapat

dengan notasi matrik. Karena dapat ditunjukkan secara

tepat model, data dan hasilnya;

Dari persamazn (2.1.5), maka model pengamatan

(2.1.1) dapat ditulis dalam notasi matrik : Y= X3 + ¢

.'r oL - e B 'ﬁ... oo . "..‘. .
yi . - N S 1 }"11, ,3'1.2, "',",xip,, -
i w
LP = Fay Pz o-- x2p
Y = . s, X = . . - .
Vi 1 R, Fo ~-- ﬂnp
3 J L J
r b r b
&
3, .
ﬁa £,
3= - s £ = .
&
rG’fﬁ' n
. J - o

dengan

‘e

vektor berukuran ( mxl ) dari pengamatan

matrilk beruluran. ( mx (1)) variabel bebas

I IR

vektor berukuran ((p+1)xl) koefisien regresi
£ vektor berukuran ( mxl ) kesalahan random
untuk méﬁdépatkén_aﬁétﬁ #éktor estimatpf—egtimator_kuadrat,

~ terkecil, F-dengan meminimumkan
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S(3)= ¥ af: eTe
=4

(Y-X) (Y -X )
Y'Y - 8Ky ¥ + XK
Y'Y - 268°KY + £ X %3 (2.1.6)

oot

karena ‘BTX?Y adalah matrik berukuran {(Ixi) atau” suatu-
skalar dan tranposenva ((?T XTY)Tz Y %3 adslah juga' sustu
skalar yvang sama.

Estimator kwadrat terkecil harus memenuhi

25 1 = _2XY + 2% =0

a3 3

SO e e e | R

sehingga XA X8 = XY (2.1.7)
rersamaan (2.1.7) adalah persamaan normal kuadrat

terkecil yang identik dengan (2.1.5). Sehingga dengan
menggandakan kedua sizi dari (2.1.7) dengan invers dari

X X mnaka estimator kuadrat terkecil dari 2 adalah :

-

p = (XX)'X'Y (2.1.8)°
dan ini menunjukkan bahwa (X" X)™! ada. Matrik (XX)™ akan
selalu ada jika variabel-variabel bebasnya adalah bebaé
linier, yaitu jika tidak ada suwatu kolom dalam X yang

merupakan kombinasgi linier dari kolom-kolom yvang lain.




Sehingga lebih jelasnya (2.1.7) dapat ditulis :

r N o~ “y r ~»
23 Zx, . LR, <y
n v“i..i "(1.2 yt.p ﬁo YL
2 -
= z I, 3 .. = . b )
Xt i %2 Ria tp ﬁ-:. _ PR
Ex, Ex, % X K. . ... Ex0_ £ =%
i Fp o *FipFie “F % -0 K, - o | e ¥i
. o ] ” o

untuk kk=r+1, terlihat bahwa XX adalah matpik simetri
berukuran (k:k) dan XTY adalah vektor Xolom berulkuran

(Ix1). Struktur khusus dari matrik KTK, elemen-elemen

diagonal dari matrik X?X adalah Jumlah kuadrat dari

-elemen—-elemen dalam - kolom X%, dan elemen~elemen Jdiluar

diagonal adalah Jumlah dross?produk dari kolom-kolom X;

Model regresi yang sesual untuk variabel bebas

= X X, ... x
% 1 L X, X, 1 adalah
- T "
y == f
- o -
= + Z . O®
BO J=1 BJ k!

B

Vektor yang sesuvai untuk nilai V. dengan nilai
pengamatan y, adalah :
Y = Xp
= X (X' v
= PY C2.1.95

_P_:”X(XTX)'ixT.. adalah matrils berukuran: (mxn) disebut. . -

matrik prediksi, karena matrilk tersebut memetakan vektor

nilal pengamatan v, menjadi vektor nilal yang cocok v, -
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Residual dituliskan dengan notasi matrik, merupakan

selisih antara nilai pengamatan v, dengan nilai yang
cocok v, - Dinotasikan €. s dimana 8= ¥~V

sehingga n residuél dapat ditulis dalam notasi matrik :

-~

e =Y -Y
=.¥.% X é .
Y - X (xy s vy
= Y - PY
= (L -P)Y

maka (I - P) disebut matrik residual sebab mengaplikasikan

. pada ¥ menghasilkan residual biasa. -

2. 2. Matrik Prediksi
Model regresi linier uwmuom
Y =X +e, (2.2.1)

dengan asumsi pada bagian 2.1.4, dan dari bagian 2.1.5

bahwa matriks P=X(X X) 'X" (2.2.2)
menentukan beberapa standart hasil Xuadrat terkecil.
Matrik P mempunyai reran penting pada analisa
regresi linier dan teknik analisa multivariat yang lain.
Dan memiliki sifat-szifat penting, vang digunakan untuk
memperoleh beberapa hasil rada pembahasan tentang

rendeteksian data berpengaruh. Dissbut matrik Predikei

- sebab tranformasi matriks-itu, dengan mengaplikasikan pada =

~

¥, menghasilkan nilai terprediksi Y.
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2.2.1 Peranan P dan (I-P) pada regresi linier,

Diambil R sebagai ruang euclidean dimensi-n dan 53{
sebagail suﬁruang spanned dengan kolom X berdimensi p.
Matrik prediksi P adalah simetvri dan idempoten .

Kemudian Y diproyeksikan secara ortogonal (garis

tegak) pada Rx- Alasan ini kadang-kadang disebut matriks

proyekel atau proyektor orthogonal pada Rk {(bayangan dari
P). Matrik yresidual (I-P) juga simetri dan idempoten. Ini
merupakan proyeksi orthogonal pada bayangan (I-P), suatu

gubruang orthogonal untuk Kx. Maoka P dan (I-P) adalah

proyektor orthogonal. 0 -0

Contoh 2.1.
Suatu kasuz Y diregresikan, melalui titik asal, pada dua.
rrediktor, }{.1 dan H%, dengan #n=3. Pada gambar 2.1 kita

melihat bahwa vektor prediksi nilai Y= PY adalah proyeksi

orthogonal  (garie tegak) dari Y  pada subruang
spanned dimensi-~Z gleh X, dan X . Dapat juga dilihat pada
gambar 2.1, bahwa vektor residual e={I-P)Y adalah proyeksi
orthogonal dari Y pada penambahan subrusng dimensi  satu
vaitu orthogonal pada X dan ¥ . Juga dapat dilihat e
tegak lurus pada § [% berada pada subruang spanned oieh

(Xﬁ}g) dan e berada pada komplemen orthogonalnya).
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23
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Sambar 2.1
contoh Y adalah proyeksi orthogonal dari Y pads ruang

spanned oleh A; dan X2

P proyeksi orthogonal vektor dimensi-n pada
subruang spanned dimensi-p melalui kolom X, .P
memproyeksikan X pada dirinya sendiri, maka PX=X. Sehingga
(I-P)X=0. Haka, vektor residual e adalsh :

e = (I[-P)Y = (I-P)(XB+e) = (I-Ps - (3.5)

maka hubungan antaran e dan ¢ tergantung hanya pads D.




Diambil HJ sebagal elemen ke—-i1J dari
elemen diagonal dari P, sdalah
o= x (XX 'x, i=1,2,...,n

Elemen ke-ij dari P ialah

T, Tl po
pbzxi(x X)xj, I,J=1,2,...,m.

2.2.2. Sifat-sifat matrik prediksi

Sifat 2.1

12

P. Maka

(2.2.3)

(2.2.4)

Matrik P dan (I-P) adalah simetri dan idempoten

bukti :

P matrik simetri

T

P

SO (0 ShSThE o BN
PR '

XK
XK

=P
P matrik idempoten

P.P

(XXX (XX

(XX KT
(X I (XXX

(X (X755
= p

(I-P) matrik simetri

(I-p)" = (I - P")

(I - P)




13

(I-P) matrik idempoten

I.I - I.P - P.T + P.P

(I-P)(I-P) =
= I -P-P+ P
=I-P
gifat 2.2

..ﬁatrik X.béfukdféﬁ (ﬂxﬁ?;_maké‘tf(P}:raﬁk(P)ik‘ 
bukti :

XX berukuran (ixk) dimana nrk, dengan asumsi ke-2
maka rank(X)=%k, maka XX adalah matrik definit positif

berukuran (kxk), dan karena eigenvalus dari matrik definit

- positif selurvhnya adalah positif maks X Xmerupakan matrik

ﬁohsingﬁlér;" jédi' 'fankKX?X)ik; “” déﬁiki&nlrr. jﬁgé o

rank(XTXszk; karena perkalian suatu matrik dengan suatu
matrik yang noﬁSingular ti&ak‘merubah ranknya, maka
rank(P)=rank(X(X X)X

=rank(X X)=k

Matrik P adalah simetri dan idempoten. Berdasar sifat
matrik idempoten maka eigenv&lue dari matrik P adalah O
atau 1. Rarena P matrik simetris maka rank(P) =ama dengan
Jumlah eigenvaluenya yang tidak sama dengan 0, maka jumlah
eiéenvalue matrilk ¥ éama dengan rank(P):k; karena ¥ adalah
matrilk simetris berukuran I, dengan | eigenvalue

n .

hi(izl,z,..-,nj maka Lr(P)== Xt:rank(P)

i=1

Lemma 2.1.

Invers. suatu matrik terpartisi. . . .

misalkan A matrik partisi sebagai berikut:




- (a

14

o[ %)
A a

241 .22
3 Jika A dan Aﬂ adalah nonsingular, maka
A'vaT'A MA AT “A*A M
A,-—i,z 1 i1 11 12 21 14 . , 11 12 . (2-2.’5&) .
. . _MAZiA:I.i . M |
dimzna M = (A AuAnAin
{b) Jika A dan Azz adalah nonsingular, maka
. N . -N A12A22
A. = -4 e . (2-2'5b)
, _fﬁz'za'i"z”f , Az +A22A21NA12A22 '
dimana N = (A —Aﬂﬁzzﬂm_
bukti :

Dibuktikan dengan menunjukkan bahwa A A = I

[ a
- ,,.C,a:"),.:-‘.,m:!:ﬁ: i
L

(A+AAI"[AA)+A(E’IAAJA(-AAM)+AW

(A-I-AAHAAJ+A(HAA)A(——AAM)+AH

Ai 2 ] [ A L +A.‘11 Ai ZMAZ i Ai 1 ",w,,,.,w,::.Ali i Ai Zﬁ
A A :
21 zz j ~MA21A1 . M

11 42 21 114 21 114 11 42

14 12 21 44 Z4 14 11 12

1 I+A MA21A11~A ﬂﬁ21A11 *Aizﬁ +A12
- 1_
A, A A21A11A12MA21A11_A t'mzip‘u —A21A11A12M +A 2

“

~

."("I—('A —A A*a A ATt 'fA' ,—A AT'A M

Z1i 411 412 21 14 ) 21 14 12




15

(b). aa™* A, Az ] : ' —NA“"AZZ ‘
‘ —[ 8,4 A, _A22A21N A, +A22A21NA12A22 3

A, N Aiz‘a‘zzﬁmﬁ _A NA12A22+A fA— +A22A21NA12322)
] A, 8- JE!“zzAzzAziN -4, NA12A22+A (A +A22A21NA12522)

[ (A ,-A A LA N (-(A,  -A 5ta IN+IYA A )

12 22 24 12 22 12 12 22
| A, B4, N - A, NA BT v A, NA A
|1 0
I
.
Sifat 2.3.

Diketahui ¥X=( X=l : Xz ), dimana

X1 matrik berukuran (mr) dengan rank(Xﬁ):r
X2 matrik berukuran (mx{r-1)) dengan rank(Xz)zk—r
diketatmi P =X (X X, )"x': matrik prediksi untuk P,
W=(I-P 1)XZ adalah rroyeksi dari Xz pada.
komplemsen orthogonal Xi |
dan P2=W(WTW)“1WT,adalah matrilk prediksi untuk W.
maka P dapat ditulis sebagai
XXX =X (XX )T K H(I-P )X, {>§(I -p JX;}“ix:(I ~B,).
' ' (2 2. 6&)

atau
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P=P +P | (2.2.6b)
bukti

P dapat ditulis dalam bentuls

XX x'”xz "t x
- 151 1 ‘ 1
P=(X X,)

(2.2.7a)

XX

Dengan m&ngunakan (2.2.72)

Vs

untuk menghitung invers dari (X?X) bentuk dipartisikan,

didapat :
1 -1
. (XX ) +(xTX) XTX MXZY{(‘{TX) -(x:xi) X X,
E -'-Hx:x (x"x) o M
(2.2.7b)
dimana M = (LK -X X (XX, )“;{Tx )™

= (X(I-X (X %) *%Hx )™

= (X (I-P)X) "

Dengan mensubstitusikan (2.2.7b) kedalam (2.2.6a), didapat
P=P +P, X, MX P_ -P, X, MK - XM P +X MX

=P, +(I-P )X, MX (I-P)

=P, +(I-P, )X (X (I-P)X, ) "X (I-P)

=E;+P2 '

~sifat 2.3 diatas menunjukkan bahwa matrik prediksi P
dapat dikomposisikan menjadi dua {atau lebih) matrik

prediksi.
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Sifat Z.4.

Untulk i=1,2,...,n2 dan J=1,2,...,17 maka

3. 0= 'p.u.' £ 1 , untuk semua I
b. 0.8 = p.Lj = 0.5 , untuk =semua J=i

bukti -

‘dengan sifat 2.1, elemen diagonal ke-i dari P dapat .

™
. . < 2
ditulis p, =% pfj =, += p',fj (2.2.8a)

ji=1 ’ j?ﬂi.

mengikuti persamaon tersebut maks O p.L.LE.'L , untuk zemus I

maka (3) terbukti

- A2.2.8a) dapat juga ditulis sebagal

2

B= R, * p‘,-j + pi._r | A{Z.2.8b)

rEL

ocleh karena 0% pusl maks didapat -Q.5= pi;j =0Q.5

maka (b) terbukti.

sifat 2.5.

Untuk i=1,2,...,n dan J=1,2,...,n maka

a. Jika 1:3_‘._-—-0 atau 1, maka B =0
2
i
b. n, + —— =1
e e
bukti -

Dari persamaan (2.2.8a) jelas bahwa pb._zf) atau 1, untuk

semua J*# 1 maka p.u.zo

maka (a) terbukti

hal ditu menunjukkan bahwa jika B, besar (mendskati 1)

atau kecil '_(.me-ﬁciékéti' 0-}', maka p..- -kec;il untuk semis, J*i.
. . Ly
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Didefinisikan Z=(X:Y), P =X(XX)7X dan
PZ=Z{ZTZ)-iZT. Berdasarkan (3.Ba) didapat
(I-P,)YY' (I-P,)

P P+

zZ X

YH(1-P )Y

eeT
PX + T
=

e
maka elemen-elemen diagonal ]E’z £ 1 , maka (b)) terbukti,
hal itu menunjukkan bahws untuk P, lebih besar, residuaal

biass ke-31 (81._.),].&1'3111 kecil.

2. 2. 3, Penghapusan suatu data pengamatan

Lemma 2.2.

Untuk A" dan D matrik nonsingular nasing-masing
berderajat --Jsr_ dan m, dan B matrik berukuran (iwm) darll
C(}f;-:m) maka dibuktikan bahwa inversanya ada.

(A + BDC )= - AB(Ds aTEY A 2.2.9)
bukti

~dengan-menunjukkan-bahwa-produls-ruas-kiri dan-ruas——kanan -

adalah matrik identitas.

k3 T

(A+BDC )IA* - A7'B(I*+ ¢Ta'B) C"ay

=I-B(D *+CTa ' By 't A *+BDCT At oBDCT AT tB(D 40T AT ) "t Tt
=B{I-(D *+CTA™'B)y *¢Ta ' BeDcT AT B-DCTAT  B(D L CTA T ) T Bt
=B(I+DCTA *B){I-(D *+c"Aa™'B) *cTA" *min !

=BD(D *+CTA™*B) {(D-(D '+c"a" By *cTa iBDyD iR

=BD{(D *+cTA *B)D - cTAa 'BDID ‘B¢

 =BD(I+C'A""BD - ¢"a *BD)D ‘B

. =BDID *B ' = 1.
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- . . . T T
Pada lemms 2.2 disubstitusi B::«:.L, o =X s D=1 dan

A= (X{ )X”), dimana Xm adalah notasi matrik X dengan

haris ke-i dihapus. Per an 3.1l didapat
(\r'rv.}"i - ( w N T,-1

-
Sty TR )

L)\L) i.“'L (KT X )‘_i

(L) (W

(X x )yt
cio 1-%x (X, X Y'x
1 {1y

Ly~ t

Untuk A:XTX, }EK::i'..t . CTZ:‘:': dan D=-1,

(X. XY ~(*ch—.“)

L)

R (o ) 'x, « T (XFxy™
=X . :

:q.L(x Ty x,

L

untuk n pengawmatan, dinctasikan X, dan penghapusan

. T
satu pengamatan ke-1, X .

T W'Untu}: "f?“ = ( XX;X{“B') T E;';‘Y(u
adalah estimasi dari # untuk pengamatan ke-i dihapus,
didapat
i -1 T T -1 )
} (0 e " (XX
ﬁ{t}: (XTX) 1+ T l"rh -1 X':'u tiy
l'—:r..L(X X) x, '
roa (XX T'mw (XX .
= (X0 — X, Y, (2.2.10a)
T R .




disamping itu Jjuga dipercleh bahwa :

~

g o= (XX 7XY
-1, T
= (XTK) ('XH.):?‘"L) Y(i)
R4
=(XX) c><> (xrx)

jadi bisa ditulis

(Xx™ =6 - (XN xzy (2.2.10b)

( i) (}
dengan nensubstitusikan (2.2.10h) ke L.......l(‘la} dan

menyederhanakannya diperoleh

. (X" x) ‘:r.. x (Xx)° ¢t
PR, PR | [ T
ﬁ{L}—(XK) B x{'i,.)Y'{i,}ﬁ' + 1 - p R, . x(.'i"..) Y{i.
~ _ (X0 ' x (Xxnt
= - (¥ 2y o+ L. Y
i 1 ~ o L3 A} b]
P
- . (X0 = (X070
ﬁ_ﬁ{t)_(x ?f)_m “:{;“{ﬁ :.ﬁ ]:ﬁ,;f,pf._ﬁ o e o ~ Xii-f)w‘ 3
%= (¥X) .
=(X X} i Y- 1-p CLy CL)
. X 8- (K07 v}
=(X X)) "= v, - = B

wTvy—t T, F.—1 T o -
X0 (v (XX Tx vy —x A (KX 1:‘:13;'._]
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(R0 *x, [ v,- = A ]

(X_J‘K)-izci_ > (i )

il
3
b2
|—l
=

2. 2. 4. Eigenvalue matrik P
Sifat 2.86.

Eigenvalue dari P adalah 0 atau 1

bukti -

Becara jelas dari kenyataan bahwa eigenvalue dari matrik

idempmten'adalah'ﬁ atau 1 -
sifat 2.7.
Terdapat (k) eigenvalue dari P mama dengan 0, maka

sizanya Kk eigenvalue sama dengan 1.

bukti

diambil ki, i=1,2,...,n sebagali eigenvalue dari P. maka

™
dengan sifat 2.2 didapsat = Ki = tr{P)=k
i=1

tetapi dengan sifat 2.6, A =0 atau 1 untuk sems i.
Selanjutnys, k£ eigenvalue dari P sama dengan 1 dan
sisanya (n-k) eigenvalue sams dengan .

Lemma 2.3.

Determinan = matrik  terpartisi. misalkan matrik S

. terpartisi. sebagai : Suz[.A. B.]_.

cC D




(a). Jika A nonsingular, maka det(S}:d&t(ﬁ)d&t(D—CﬁiB)

(k). Jikas D nonsingular, wmaka dat{ﬁ):@at(ﬂ)det(A~BHdC)

bukti -
(a). det(8)=det(AD-BC)
=det (A(D-CA™*B)
=det (A)det (D-CA'B)
(b). det(S)=det{AD-BC)
=det ((A-BDI ‘C)D)
=det (A-B~ *C)det (D)
=det(D)det(A-B ' C)

Lemma 2.4.

misalkan B dan C adalah matrik beruluran
matrilk nonsingular berukuran (Jxzk), maka:

det(A-BCT) = det(A) det(I-CTA'B)

22

{Jowr)y. Jika A

bukti :

dengan lemma 2.3(&), didapat

T

det[ 4 B ] = det{A)det(I-CTA'B)
¢ I

dengan lemma 2.3(b), didapat

T

det[ A B ] = det(4-BCT)
ol

maka det(A-BCT) = det(A) det(I-CTA'B)
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2. 2. 5. Contoh numerik
Contoh 2.2,
Suatu garis lurus rada himpunan data terdiri dari B

titik, empat pada x=1 dan satu pada x=4. sehingga didapat

(1 1 1 1 1 r. (5 8
X'T[ 1 L 1. 1 4,]. L ‘.XHX“[_B_ 20"]_
(X% éﬁ [ %g “g ] dan
.25 Q.25 Q.2B 0.25 O
0.2 0.2 0.2 0.256 0
P=X(X' X)X 0.25 0.26 0.25 0.25 0
0.26 0.25 Q.28 Q.25 0O
0 0 0 8] 1
 dengan sif t,E Z dld&pat trarP(P) rdnk(P) 2 dan

=i

Lol v =
m
1
[Sh)

iz

dari Eg§:1, dengan sifat 2.5(a), maka =semua ﬁgj—rz =0,

untuk semua Jj=1,2,3,4 Juga dari ;3521.

Matrik terpartisi P dapat diambil sebagai :

P11 PI.Z -\
P = .

Piz Pzz J
dengan

0.25 0.25 0.25 0.25 0

o = | 026 0.25 0.25 0.25 p =] O _—

1 T | 0.25 0.25 0.25 0.25 25| 0 22"
0.25 0.25 0.25 0.25 0
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2. 3. Asumsi-asumsi pada kuadrat terkecil

1. Asum=i linieritas
Asumsi inl secara implisit pada modei (2.1.1) yang

berarti setiap nilai respon terobaervssi v, - ditulis.

“‘sebagal fungsi linier baris ke-i dari dari K'yéitu‘kz;'”

»>

A :x':(3+£i_, iI=1,2,....,n {(2.3.1)

2. Asumsi perhitungan
Untuk mendapatkan perkirasn wnik dari 32, syarat
perlu (XTde ada, atau ekuivalen rank{X)=k
3. Asumsi distribusi
Analisa-statistik berdasar pada Xkuadrat terkecil
{(contoh test-t, test~F) memenuhi:
| a. X diukur tanpa error

. T .
b. £, tidak tergantung pada My i=1,2,...,n

Crie i N;QG;ai£) -
4. Asumsi implisit

Semua pengamatan dapat ‘dipercaya"dan seharusnya
mempunyal aturan yang sama dalém menentukan hasil kuadrat
terkecil dan pengaruh Xkesimpulan.

Sebelum menentukan kesimpulan dari analisa, penting

untulz mengecek validnya asumsi tersebut.




B. 4.
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Hasil estimasi standart kuadrat terkecil

Jika asumsi terpenuhi, teori kuadrat terkecil

memberikan hasil yang baik, yvaitu :

~

1.8ifat-sifat # vektor berukuran ( k1l ) adalah -

a. E(B) =p | (2.4.1a)
 bukti : |
E(A)=EL[ (XX v
SEL(XOTE (B +e) ]
=B [ (07 v+ (X0 ) 3
= f3 |
dari E(¢)=0 dan (X X) "X X =I
'.makéiﬁia&alaﬁ.Eéﬁihﬁtofﬂﬁid§k Eiés1dariiﬁ1:  .

b. £ adalah estimator tidak bias terbaik (BLUE), dari
ﬁ,_artinya_ dianﬁara_kelas estimator linier tidak
bias, ﬁ mempunyal variansi terkecil.

Variansi dari @ adalsh Var(B8)=o*(XX)™* (2.4.1b)

- buktis e B
Var[B] = Varl (X*X)7*%" Y )

=S (X0 Varfyl <™
= of (XX
=o® (XXt
. AN (B, TNT - (2.4.1c)

Nk(#,z) adalah distribusi normal multivariat dengan
rata-rata # =suatu vektor berukuran (ixl}, dan

varian X suatu matrilt berukuran (ixk).
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2. Nilai vektor predikei Y, berukuran (mxl) adalah :

Y =

™

o= (XY = PY,  dimana P=(XX)7'Y

mempunyai sifat-zifat :

a. E(Y)=Xp (2.4.2a)
b Var(D)="P (2.4.2)
c. Y. N (X3,0°P) (2.4.28)
bukti :
a. dari Y=X(X07'K v
E[Y] = REX(X X)X ¥)
= (X 0K %
= B
b. Var[Y] = Var[X(X" X *x" v3
= XX Var[yl (X0
SR (0 S I I (0 & b 4 T
= o X XOT'K = oFp
c. Sehingga Y. N_(X3,0°P)
3. Vektor residual biasa berukuran mcl
e =Y ~-Y=Y-DPY = ( I-P )Y
mempunyali zifat-sifat:
a. Ele) = 0 (2.4.3a)
 b.  Var(e) = 6% ( I-P ) (2.4.3b)
c. e . NA(0;0°( I-P )}~ (2:4.3¢)
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bukti:
a. dari e= Y-Y = Y-PY = Y - (X 0Ly
maka E(e) = E(Y) -E(X(X X 'XY)
=¥ - XX 0K X
=3 -3 =0
= Varf(I-P)Y]

o b. Varfel.

3]

(I-P) Var{Y] (I-P)

o° (I-P)

It

sehingga e . ano,o?( I-P ))

Eztimator tidak bias dart o adalah

T

2 _ _ee _ XY (I-P)Y

= =28 s S S L (2.404)

_ T e
dimana e e adalah jumlah kuadrat residual.






