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Ukuran dari Aijadalah m, X ng

IH. Dapat ditulis dalam bentuk

untuk bilangsan bulat m,

dan

No dari baris

No kolom
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m M, . m, .
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Matrik bujur sangkar order

simetris.

it biasanya dipisahkan

Untuk n = n, n, + .... +n,, dendan n,
Pemisahan A adalah sebagai berikut
A = A A ---——- 4
11 12 ir
!
i
]
]
i
Ar.t rzZ ——-—-——-= Ar:‘
Dimana ukuran A;‘j = n x nj
Blok-blok dari diagonsal Au adalah matrik-matrik
sangkar order n.
Contoh
X X X X X x n =6
X X X X X X n.o= 2
¥ X X X X X n, = 1
X X b 4 x X% X n, = 3
X % X X X X
X X X X X X

Adalsh pemisahan

secara simetris dari matrik 8 x 6

secara

= 1,

bujur




Matrik budur gsangkar bhissnva dibansgun atau merupakan
campuran dari blok-blok bujur =ansksr vang ZaMANYVA
ukurannva sama.

Contoh :

Y s X = Y X

- v - w

x X% = X X X

£z X X PONE S 4

. - . - -

DO X X =

A x = x X X

oM X X X X
Tils metril budur canskar A Ardear nle P L p—— -
S8 METYIE DUIUY Zansiar A s aluioh nL dIsusun AET L zub

matrik bujur sangkar n ® n samuanva order k., itu adalah

Szhingzs matrik 4i atas adalszh matrik (2,.3).

B}

ang dipakai dalam contoh di atss adalah kondisi

¥

pada blok-blcok, opsrasi-opsarasi dari perkalizr skalar,

transpose. konjugasi. psnjumiahan. dan pergandaan.
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Disini T menunjukkan transpose, dan ¥ konjeget transpose.

d A e S S S = T n
11 Syt 811 “it
] 1
: sl
] 1
1 1
i §
A, T A Bey 77770 B
r R
A + B - A + B
14 14 11 1l
i
1
i
Aki + Bki ————— A‘,.L + BLL
- ———- A ] [ B --——-- B 1 [ C --—- C
14 11 11 i 44 in
1 i I
] [} —_ ]
1 | - !
1 1 ]
1 i H
——_—— ———— B ————
LAy, By BL1 “Ln Ckl Crn
L
dimana C . = Z_ . )
L] =1 T rl
Dalam penjumlahan di atas, setiap A ukurannys

i
berkoresponden dengan BU'

Dalam pergandaan diatas ukuran dari Ai.j ‘oleh e X BJ.
dan uhkuran dari B.Lj oleh ¥, X :5j.

Kemudian jika Br =7, untuk 1 £ r £ e, perkalian A.u B .
dapat dibentnk dan dihasilkan matrik & X ﬁf tidsak
tefgantung dari r.
Penjumlahan dapat-didapatkan seperti ditunjukkan diatas
dan Cﬁ adalahj matrik-matrik o X Bj dan bersama-sama
disusun suatu pemisahan sebagal catatan bahwa aturan untuk
pembentukwblgk CU dari pexkalian matrik adalah sama
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X . . X . .
diszusun suatu vemisshan sebagai catatan bhahwa aturarn untuk

membeantuk blok C” dari rerkalian matrik adslzh sama
seperti prada Aﬁ dan ]E’:.Lj adalash Jumlahnva tunegsgal.
Contoh
Juka A dan B adalzh matrik n x n dan jika
A B
[ ‘ maka
B -4
82 + 82 . AB - BA
2_
T 2 2
BA - AR, A" + B
-
2.2. PENJUMLAHAN ZSECARA LANGZIUNG.
{DIBECT SImMSH
ntuk ¢ = 1.2, ....k. diambhii f%k adalzh matrik budur

=z diagnonal (A1‘Az‘ - ,Ak)

=

]
——- D

,

:

()

rﬁ
Q
Q
=3

Dari ordser n + n + ...+ o dinamakan padoman

renjumiahan dari Ak dan ditunjukkan oleh :

A=A A ® ....0A =6 A




" Identitas-identitas vang ditetapkan adalah

1.

2.

10.

(AeB)yseC=Ae (Bo ()

(A +B)® (C+D) =(AeB) + (Ce D)

(a4 @ B) = Al o BT

(A®B) (C® D) = AC ® BD

(aep) =2 en

(A®BY =4"e8B

det (A & B} = (det A) (det B)

tr (A ®2B) = tr A + tr B

Jika p& menunjukkan karakteristik polynomial dari
A, maka pA & B (A) = (pA (XA} ) (PB (X))
Jika * (A = B) = (XMA, AB;

A4 menunjukkan himpunan eigen value dari A

2.3. PERRKALTAN MENURUT KRONECKER

Diberikan A dan B bertuorut-turut adalah m x n

dan p x 4a; maka perkalian secara kronecker (kronecker

product) adalah matrik mp x ng didefinisikan oleh

1.
2.

[ B

.Ae®eB=-Ae8B

(ctA) @ B = A® (aB) = ¢ (A ® B}; o skalar

(A+BYeC=(AeC)+ (BRe C)
Ae (B+C)= (Ao B) + (A=(CY
A® (Be (C) = (A= B)=2C

(A ®B) (C®D) = (AC) & (BD)

(A @B) =4 eB'; (aAeB) = a¥e B

A
r{AeB)=r (A r (B)




Diasumsikan bahwa A dan B adalah matrik bujur sangkar

berorder m dan n, maka =

g.

10.

11.

13.

tr (A @ B = (tr (A) ) (tr (B) )
Jika A dan B non singular, begitu juga A ® B, maka

i § -1
® B

(AeB)" =&
det (4 @ B) = (det A) (det B)"

Jdika permutasi matrik P tergantung pada m,n, maka:
BeA=z=pP' (AeB)oP

Diberikan © gx,y) menunjukkan polynomial

@ (x,¥) = z ay Xy

jk=0

Diberikan ©(A;B) menunjukkan matrik mn x mn, maka:
P

3

@
Z 2 & B
k=0

Kemudian, eigenvalue dari (A;B) adalah
5} (kr,ys), r = 1,2, ... ,n.
s = 1,2, ... ,n.
dimana kr dan Hg berturut-turut adalah eigenvalve
dari A dan B.
Dalam hal yang khusus, eigenvalue dari A @ B
adalah kr Hep v = 1,2, ... ,m

521,2, - 5,0




2.4, MATRIK PERMUTASI

Oleh permutasi ¢, himpunan B = {1,Z2, e .}

[h

berarti adalah pemetazn satu-satu dar N untuk dirinya
gsendiri. Permutasi identitas meliputi n! Yang tidak sama
dengan permutasi dari N. Dapat ditunjukkan dalam suatu

permutasi vang istimewa oleh

o (1) = L
{2.4.1) o (2) = L,

:

]

'

e (n)y =i

n

Yang dapat ditulis sebagsai
(2.4.1") o =

invers permutasi dituenjukkan oleh ot sehingga
ot (i) = k
diberikan vektor n komponen yvang mempunyai 1 dalam posisi
kolom ke j dan o berada.dalam
(2.4.2) Ej = (0,...,0,1,...,0

Oleh matrik permutasi order n diartikan suatu matrik

UEIEEl UellLuK

ELi
(z.4.3) p=p_1E_1|




vang mempunysai

(2.4.4> P = (au), dimana Ai’ o(iy = 1

Dalan baris ke o @ (i) dan O ditempat lain.

Sehingga masing-masing baris dan masing-masing kolom dari
P, vang tepat mempunyai 1 di dalamnya.
Contoh
2 3 4 c o o0 1
o = 4 1 2 s Pu = 1 09 0 0
g 0 1 @
0 1 0 0
N I,
sehingga
r ~1 ~ N -
1 oo
(2.4.5) PO X, = X0y
! t
X
b n - " oen
Sedangkan jika A = (a )] §d?1ah matrik n x r, maka
(2.4.8) POA = (qﬂﬁj), vang mana POA adalah A dengan
baris-baris permutasinya oleh ¢.Lebih dari itu
(2.4.7) (xi’xz""’xn) Pa = (xoni(n’xa_ﬂzf‘ "’Ka—ﬂn})
sehingga jika A = (aij) adalah r x n, makza :
(2.4.8) & Pa = (aLofﬂp)
A Pa adalah A dengan permutasi kolom-kolomnva oleh
o™*, dengan catatan bahwa
(2.4.3) Pa PT'; Pa <t
dimana perkalian dari permutasi o, =t dipergunakan

dari kiri ke kanan. -
Lebih dari pada itu
- 10
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= Pg-i ; dimans

_ -1
> = Pt (P

Hatrik-matrik permutasi adalah merupakan suatu kesatuan

membentuk suatu subdgrup dari suztu kesatuan grup.

Dari (2.4.8), (2.4.8) dan (2.4.12), maka jika A

adaléh n x n, maka

*
(2.4.13) PGA Pao = (a0“>, o Y, i
Sehingga kesamaan transformasi PoA P*a disebabkan

oleh suatu perhitungan vang tetap dari baris-baris
dan kelom-kolom dari A oleh permntasi <.

Diantara matrik-matrik permutasi, maka matrik

(2.4.14). = =

- O
O-=-00
{ === O

--—-0 @
Q---0 O

Dengan aturan dasar teori dari sirkulan, korespondensi ini
pada permutasi forward shift, maka:

o = 2, o@ = 3,...,0n - L - n, & @ = 1
sedangkan untuk periode o = (1, 2, 3,

menghasilkan grup siklik order n, dengan

(2:4.15). 7l =

= O

o---o O
=
—— [mm}

O-~~-0o O

o




. 2 2 2
berkorespondensi pada r” untuk (1) = 3, r (2) = 4

-3

k k

r> {(n) = 2, demikian pula untuk 7 dan ¢ .

Matrik = berkorespondensi padsa o = I, sehingga

(2.4.18) 7 = 1

Dengan catatan bahwa :

(2.

(2.

.18) 7 A = (

(1 o o o 0]
0 0 o 0 1
20T = g g 5 1 0
° 0 o0
] ] ] 1 I
0 1 6 0 o

T X ~1 n-1

17D T w = =® =

Dalam hal vyang istimewa, misalnya dari (2.4.13),

adalah

\ .
ai+1g+1” dimana A (au)
Sebagail pemisalan yang kedusa, diberikan =

T . .
L = (KI,RZ, e ,lh) . Eemudian untuk beberapa matrik

permutasi Pdi’ naks

-18) ?_(ciag L) P = diag (P L)

Matrik permutasi keduz vang penting adalah

Korespondensi dari permutasi =

o(ly =1, ¢(2) =n, (3) =n -1, ..., o) =n - J +
2, ...., o(n) = 2

VDiFunjukkan sebagai suatu perkalian dari periode,rqr;

(1)) (zln)l (3: n - 1): CRCRENE] (n - 2) ;

Dengan mengikuti o = I, maka

(2.4.21y T = 1

 Demikian juga : =

o et e

T = diag (TL)
L 19




Akhirnva dengan counter identitas T kita
mempunval counter dizgonal vang rventing dan dilain tempat.

8 berada dalam :

0 o ... 0 1
(A D = k =
{(2.4.23Y k& = ) O L. i 0
! : | i
' ! 5 5
1 o ... 90 0
. =,
* 2 -t

dimana Rk = k , ¥ =1I, k = k

Diberikan p = » menuniulkan suatuw matrik cermutasi
n ® n.Sekarang o« meniadi  fzktor dalam suatu  perkalian
darl periods vang terpisah.

Fakitorisasi ini aﬁalan tunggal pada permulaan faktor.
Diperkirakan bahwa pada periode dalam »perkalian memilili
ranjang Pi,PZ, .. ,Pm.

(P1 + P2 + ..+ Pm = n)

Diberikan npk vang menunjukkan matrik I, sehingga

(Z2.4.14) adalah order pk

Kemudian dengan (2.4.13), maka terdapat suatu matrik

rermutasi R order n, sehingga

(2.4.24) RPR" = RPR' = 7. @ n._ @

P1 Pz T P

Untuk polvnomial karakteristik dari ﬁpk adalah

(-l)pk (ka - 1), dengan mengikuti bahwa polynomial

e n

karakteristik dari RPR*,'maka F adalah
m

n (-1)

=1

P AP% 1)

Eigen valve dari matrik permutasi P adalah akar-akar
dari kesatuan yang meliputi dalam keseluruhan akar-akar

13



dari persamaan

Contoh
Diberikan ¢ permutasi dari 1,2,3,4,5,6,

dengan o(1) = 5, o(2)

1, (3> = 6
c(4) = 4, <(5)

2, o(B)

3

Kemudian o dapat menjadi faktor dalam periocde seperti
o (152) (4) (38)
oleh karena itu, m = 3 dan P1 = 3, P. = 1, P = 2

matrik Pa adalah

O 0O 0 QO = O
O =, O 0 o o
O o - O 0o O
o 0O 0O 00 O =
o 0O o0+~ o O

= O o O o O

Matrik R berkorespondensi pada T(1) = 1, T(5) =

2, T(2) = 3, v(4) = 4, T(3) = 5, 7(8) = B, sehingga

~

N
0 1 8] 0
" g 0 8]
RP R = 1 o G 0 0 0
o 0 0 1 0 0
g6 6 0o o 0 1
0 o 0 1 o

r

Oleh”karena-itu eigenvalve dari P, adalah akar-akar dari

A -1y (- 1) -1y

14 -






