BAB III
TEORI FUNGSI HARMONIK

3.1 Fungsi Harmonik

Definisi :

Suatu fungsi u{x,y) disebut fungsi harmonik pada suatu do-
main D jika u(x,y) mempunyai turunan parsial kedua yang kontinyu
pada D dan memenuhi :

u +u = Q pada D
®x Yy

Selanjutnya jika D diasumsikan sebagai domain vang terbatas
dimana: 8D adalah pembatas D , dan D + éD adalah penutup D , maka
didalam déerah ini berlaku teorema teorema sebagai berikut :
Teorema 1:

Jika uw adalah fungsi yéng harmonik pada domain terbatas Ia

(D1C D + D) maka :
dnu

I §,,,ﬁd3:07 e e e e e e o e ottt oo e e et et e e e s -

5D aN

dimana —%ﬁ— adalah notasi untuk turunan sepanjang normal dari 2D,
dan arah positif yang digunakan adalah arah vang menuju keluar
dari D .
Bukti :
Dari- identitas Green yang pertama diketahui bahwa jika u(x,y) dan

v(x,y) adalah fungsi fungsi yang kontinyvu pada D + éD , dan ma-

sing masing mempunyai turunan parsial kedua yang Juga kontinyu
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pada D + 4D , maka berlaku :
av 2
§ua—;“ ds = [[ (u¥v'v +uxvx+uyvy)dydx ... (3.1)
8D D
Selanjutnya , Jjika identitas Green yang pertama ini diaplikasikan

pada domain terbatas Di , dengan mengambil u = 1 dan v = u dimana

u adalah fungsi yvang harmonik pada D1 ,maka didapatkan :

ds:ffvzudydx
D

i

$

), |
BQL

Dan karena D1C D + 8D maka berlaku :

au au
ds = ¢

6])1

ds = 0

$

2D N

aN

Teorema 2:
Jika u mempunyai turunan parsial kedua vyang kontinyu pada
doméin D vang terbatas dan Jika :

fu

ds =

é‘Do
untuk setiap kurva tertubtup sederhana BDO , dimana BDO membatasi
domain Do (D0 c D ) , maka u adalah fungsi yang harmonik pada D

Bukti :
au

oM

du :
Karena § g de = [f v"u dy dx . Dan karena §
BDO D 3D°

o]

ds = 0O ,

untuk setiap kurva 6"D'0'y'ang membatasi D ( D, < D ) maka :

{f Yudyrdx = 0
D

o
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mmbtuk setiap D0 c D , sehingga u adalah fungsi yang harmonik pada
D.
teorema 3:

Jika u adalah fungsi yang harmonik pada suatu bidang ling-
karan vang bertitik pusat u(xo,yo) dan berjari Jari R , éan Jika
u adalah fungsi yang kontinyu pada D + 3D , maka :

1 21
w(x, ,y,) = — [/ u(x,+ Rcos€ , y,+Rsin& ) d®
27 o
Bukti:
Jika 0 < r < R , maka :
au

ds =0
SN

dimana @D adalah lingkaran (x - %3)2 + (¥ - V@)z = %, dan  dengas

menggunakan kooredinat polar, didapatkan

o
f —— wx + rcos & , y+rsineyd =20
ar o O

sehingga jika 0 < R < R , maka berlaku :

-

R 27 o

[ dar [ — u( x +rcos® ,y+rsiné)d =0 ...(3.2)
ar

o] (o]

Dan karena u adalah fungsi vang kontinyvu pada D + 8D ,maka bentuk

intégral (3.2) dapat ditulis dalam bentuk :
27 . .R.a o . ) o
J g [ —;“ u(x + rcos@ , y+rsiné ) d =0
O o] r

atau :
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I [u(_xo+ Rcose , y+ R sine) & —u(xo,yo)] de = 0

o]
sehingga :
1 27
u(x v, = ;; [ u (x,+ R cos &,y + R sin &) as .. (3.3

o

untuk setiap ﬁ < R . Rarena u(x0+ R cos8 sVt ﬁ sin &) adalah

fungsi vang kontinyu seragam pada 0 = r = R ,maka kita dapat me-

ngambil suatu limit sebagaimana R -» R (R # 0) . Sehingga bentuk

L3

integral (3.3) dapat Eita tulis

. 27Tt
u(x, ’?h) = E“ f limit u (X + R cos @ » ¥+ R sin & ) @8
ZARPS ﬁ = R
= ;; fu(x,+Rcose ,y+ R sine ) @

O
Teorema 4:
Jika u adalah fungsi yang harmonik pada suatu domain D yang

terbatas dan u merupakan fungsi yang dapat diturunkan secara te-

" rus meneris ?S’ada D+ & ;makE At memenuhi"‘Sifat"'sedeIQikian "‘Sehing_' T

ga jika u = 0 pada setiap titik dari 8D maka secara identik u = 0
pada D .Dan jika gz“ = 0 pada 3D maka pada D ,u adalah konstan .
Jika pada identitas Green yang pertama diambil v = u , dimana u
adalah suatu fungsi harmonik pada domaih D , maka didapatkan : |

o . . | |

$ u —;* ds = [ (uxf + uyz) dy dX 000 aeee-- (3.4)
&

8D D
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éu
Dari persamaan (3.4) ini nampak bahwa jika u atau — sama

N

dengan nol ,maka integral pada ruas kiri sama dengan nol .Dan ka-

rena.u, dan U adalah fungsi fungsi yang kontinyu (karena u ada-

iah fungsi harmonik pada D )dan berharga real , maka u = 0 dan

uy = 0 pada semua titik dari D .Sehingga Jjika u = C pada @D maka
an :

u = 0 pada D dan jika — = O pada 4D maka pada D ., u adalah
3N

konstan.

3.2 Penempatan Green

Jika pada identitas Green yang kedua diambil v = In R dimana

R = (X_f)?.+.(y~n)2,dengan.f ,77. sebagal parameter .Maka jika D

adalah kurva tertutup sederhana yang membatasi D , didapatkan :
5{5 [ 8 ¢ u(x,y)

wx,y) — InR-—"———1In R ]ds
3N 8N

=~ [fInR Vu(x,y) dy dx
D

Dan jika variabel x dipertukarkan dengan variabel £ dan variabel

v dipertukarkan dengan variabel » ,dimana notasi A dipergunakan

untuk operator Laplace dengan (¢ .,n) sebagai variabel maka dida-—

patkan :
i} a _ & u¢,n)y
$ [ wfy) — InR~-——" 1n R ]ds
o o8 o

= —[[ In R & u(¢,n) dy dx
D
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Hal ini benar jika u mempunyai turunan kedua vyang kontinyu
pada D + 8D , dan titik (x,y) bukan anggota D + éD .

Jika (x,y) merupakan titik anggota D , maka untuk setiap ¢
yang cukup kecil ,daerah yang didefinisikan oleh R = = berada da-
lam D . Misalkan D adalah domain D dimana daerah R = £ telah di-
hilangkan . Dan misalkan BDO adalah kurva yang didefinisikan oleh
R = £ . maka didapatkan :

a a a a8
gﬁ[u_lnR——lnR]ds+§[u“‘lnR-“1nR]ds
5D oo oM BDO an N

= - [f In R 4 u(Z,n) dy dx

DO
Karena pada 8D ; — = - —— , maka integral dengan batas &D_
o] [ ]
N 3R
dapat ditulis :
u au
$ [—+ lnR]ds
R éR
BDO
27
= I [(x+s cos @,y+s sin 954‘5u#f£¥;mé6éﬂéﬂ;ﬁiéwéiﬁwés1aéwwwwwwﬁi
' A
© . u du
dimana jika £ » O maka ¢ [ — + —1in Fﬁds —_— 27 u(x,¥)
R aRr

aDo
Dan karena u adalah adalah fungsi yang dapat diturunkan secara
ternus menerus ; maka : -
1
ax,v) = - o7 [ In R du & dn
D

i § Fid du
+ — [u — InR - 1In R — ]ds
an op- o8 aN
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Selanjutnya .jika u diambil sebagai fungsi yvang harmonik pada D .

maka didapatkan :

1 . 2u 1 a
u{x,y) = ¢ In K ds - — ¢u— InRds |.... (3.5)
e I 2

Dari persamaan (3.5) ini nampak, bahwa jika u merupakan fungsi
vang harmonik pada D ,maka u tergantung pada harga gﬁ dan harga u
vada 8D. -

Suatu penempatan yang menyatakan bahwa Jjika u merupakan
Tungsi yang harmonlk pada D > maka ! teruantung pada hargg 3ﬂ dan___
1harga u pada ¢D dlatao dlsebut sebagal penempatan Green .Yang ma-
na dapat dipakai sebagai pedoman bahwa didalam mencari solusi
vang bernilai tunggal dari persamaan differensial ¥°u = 0 ,kita

tidak dapat meanvatakan u dan g secara bebas pada 8D .

aﬂ

3.3 Hubungan Fungei Harmonik Dan Fungsi Analitik Pada Suatu

Domain
Teorema 5H:

Jika f(z) = u + iv adalah fungsi vang analitik pada D ., maka
u dan v merupakan fungsi wvang harmonik pada D .
o o B o

Jika f(z) = u + iv merupakan fungsi yvang analitik pada D maka
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f(z) memenuhi persamaan Cauchy - Rieman :

au av
= T liaeeaeaan (3.6)
8x ay
dan :
av au
: = = T e e e e (3.7)
ox ay

Jika persamaan (3.6) diatas kita turunkan terhadap x .maka kita

dapatkan :
8% v
ST S T eeeeeaaeeas (3.8)
ax dyéx

Dgn_jikg_gada_persamaan (3.7) kita turunkan terhadap y , maka
kita dapatkan :

azv azu

= — T e eeciann (3.9)

3ydx Byz

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (3.9) ini kedalam

-~ persamaan - (3:8) - maka -kita dapatkan -z---

a* u a u

ax° -7 ay"
atau :

a° u a° u

8;{2 ¥ 6y2 =0

da D . Dan dengan langkah yang sama , jika kita turunkan persama-

an (3.6) terhadap v dan persamaan (3.7) tefhédap hid ,' maka kita
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dapatkan :

& v 8 v

o%° y°
sehingga v juga merupakan fungsi yang harmonik pada D .
Tecorema B6:
jika v adalah suatu fungsi vang harmonik pada suatu domain D

vang terbatas , maka n adalah fungsi vang analitik pada D .

Bukti:

et

a

Misalkan u_ adalah harga dari “";;;—;;; pada (xb,yb) maka :

w 8¢}

kb
. u(x,y) :Z Z oot (X - ’30 ),-n(y - y"o.)n'“' L
minl

m=0 lak=1v

adalah bentuk formal dari ekspansi secara deret Taylor dari u ,
vang mana dapat dibuktikan bahwa deret tersebut adslah deret yang
konvergen secara seragam dan konvergen mutlak pada suatu persegi

panjang :

| =-x,| + ] vy, <k ,dimana k adalah suatu konstanta.
Sehingga berlaku bahwa Jjika suatu fungsi merupakan fungsi vyang
harmonik pada suatu domain D yvang terbatas maka fungsi tersebut
merupakan fungsi yvang analitik pada D .Dalam hal ini depat dimi-

aalkan bahwsa 8 =dzish lingkaran vawng berhitik pusat (xb,yof dan

hecjari Jari a sehinggs :
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dan pada 2K berlaku:

an
u = f{¢)Y dan — - = g(a}
an

dimana u = f(¢) dan g(¢) merupakan fungsi vang dapat diturunkan

secara terus menerus . Dan jika -

x::c‘:o-i-rcose > ¥ =¥ + r sinég

maka didepatkan :

R = a =+ r_z ~ Zar cos (8 - ¢)

Dimana jika dinvatakan sebagai fungsi komplek (Ffunssi vang memuat
bilangan imaginer v-1 ) maka akan didapatkan bentuk -

RE = &° (1“-%61(9—6?)) (1 - _g o16 — @),

Jika dimisalkan bahwa “g.; ei(a_¢) =z, dan —g— e;i(ew¢) = 5,
maka :

2 _ 2 -

R =a (l—zo)(l— Z, )
Sehingga

ImR=Ina+ 4 [In(1-z)+1InQ- 3 )

" Dimana jika diaplikasikan deret Mac Laurin ,akan didapatkan

bentuk ;

Hzl c-z 3 L] ~ .

‘o 7 %o R
—_— —_— e + ...

2 3
Yang mana deret ini dapat ditulis sebagai :

lnRzlna—'é—[(zo +?0)+

( % }‘_"cos 2{e~¢1
2

In R = 1n a - {%668(9"9‘5) +

(= cos 3(8-9)
a .
+ 3 + ... ]
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Atau jikas ditulis dalsam sukn umum yvaitu :

[a e . rh
In R=1In a —z — cos n{é — ¢)
n=g4-28 7 '

Sehingga :

)

'1nR:“""‘“+Z  gos nl8 — 2)
n a - at™ '

Kedua deret ini menjadi konvergen seragam dan konvergen mutlak

Jika 0= r = a = a.

Dengan memsubstitusikan kedua deret ini pada (3.5) dan melakukan

-

péngintegralan suku demi suku ( untuk r £ a )} , maka didapatkan :

o n
I
w({x,¥) = a, + Z{aﬁ coa g + bﬁ sin no) n eew. (3.10)
P Sl o S aln o .
1 27
dimana a, = ~ [ f£(¢$) dp
27 o
1 27 a A1
a = — [ f(p) cosnp dp + — [ a(¢) cos np d¢
bl .
2n o thno
1, 27 a 27
b = — [ f(¢) sin np dp + — [ a(¢) sin ¢ dp
2r o 9rn O -
Pan karena :
¥ cos n8 = (X_-f_ Xo}“ - nCZ (x - x )" TF (y B Yq)?. + oo :
ul _n n n n— a
r sin n® = C (x - X,) - Co(x - x) (y —y,) +-----
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maka suku ummn dari (3.10) mempunyal harga mutlak

R
r
| & cosm® + b sinp | .
1Al . 2] ] aﬂ

M o '
T ™ ] n-p e
<= ) "ela-xml"" |y -l
o n=4
| - - n
= - : [ f -2+ v-y,l ]

Se;ingga kita dapat mensubstitusikan pada (3.10) untuk r cos nd
dan r s8in n® pada suku suku dalam x_dan ¥y , dan mendapatkan dua
deret yvang mana konvergen seragam dan konvergen mutlak terhadap x
- dan vy pada persesgl panjang-

|l x-2{+1v-y =k

Jika k¥ < a . Sehingga u(x.y) adalah fungsi yang analitik pada D.

3.5 Integral Poisson

"?W””Misalkan“ufx:y)”adalah'fungsi”yang”harmonikwpadamfsuatu*~do— e

main D. Jika K adalah sub-daerah dari D , dimana K berupa bidang
lingkaran vang bertitik pusat (Xb, Yb) dan berjari jari a . maka

3ika (x,v) adalah titik pada K berlaku :

1 zm ,
wx, ¥y = — [ u(x + a cos ¢,y,+ a sin ¢) P(r.0 - ¢) &
W o - :
gdimana X =%, +r cos g ; yv = v, + a sin & { r < a)
. . o - .

S S 2% »Z -

dan P(r.,8) = -
a — 2ar cos 6 + r
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Dalam hal ini u diketahui sebagai fungsi yang harmonik pada suatu
domain yang memuat K . Rumus diatas hanya menunjukkan‘adanya re-—
lasi yang menghubungkan anﬁaralharga fungsi u pada titik didalam
bidang lingkaran K yang diketahui dengan harga fungsi u pada ti-
tik dari 8K vang diketahui pula

Selanjutnya akan dibahaé tentang sifat sifat dari :

2T

u(x,y) = ;T i f(¢) P(r,8 % Yy d» ... (3.11)
dimana f adalah fungsi yvang kontinyu
Dalam hal ini kita membutubhkan sifat sifat dari P(r.8) yvaitu;
i ) Untuk setiap harga ¢ ,P{r.,f—¢) adalah fungsi yang harmonik
pada r < a
ii) P(r.2) > 0O pada r < a
27
iiiy [ P(r.8—¢) dp = 2n
o]
Dan kita dapat mengubah titik asal koordinat . sedemikian sehing-
ﬂga@xd'dan*yélmenjadi"noi';m"' e
Pada r < a kita dapat menurunkan (3.11) terhadap =x dan vy
secara terus menerus . Dan karena r < a2 , P{r.f-¢) adalah fungsi
vang harmonik pada r < a , dan mempunyai.turunan parsial dari se-
mua tingkat vang mana masing masing turunan tersebut Jjuga merupa-
kan fungsi yvang harmonik pada r < a . __ . B
Adapun sifat yang lain dari u(x,y) pada (3.11) vaitu : pada
setiap titik dimana r < a maka berlaku sifat:

u{x, v} » f{ax) gebagaimana Jika (x.v)> {(a cosy ,a sin o},




Hal ini dibuktikan sebagai berikut:
|u(z cos €,r sin ©) ~/f€a$|
£ julr cos?,r 8ind) - (B} +|f(E) - f(a) |

Karena f adalah fungsi vang kontinyu maka suku kedua diatas dapat
dibuat sekecil mungkin dengan mengambil 6 cukup dekat dengan o .
Sehinzgsa hal ini telah cukup untuk memberikan gambaran bahwa Jari
.jari r mendekati a . Dimana dengan melakukan rotasi',-kita dapat
mengambil o gama dengan n01_.

Sehingga

1 27T ‘
-~ ~ . e — -l +n RN i
uir,0y - £(0G) = o g [I(¢} —f(D}J Pi{r,¢) ap
dan didapat:
L0 i . ore

P uir,0) - 2] = o [ [£(¢) —£(0)| Plr,#)de
O

Karena f adalab fungéi vang kontinyu ;,maka f terbatas . Hal ini
menunjukkan adanya konstanta M dimana berlaku |f(¢)|-€'M , Se—

hingga wntuk sebiap harga & yang posiﬁif , berlaku :

[ £y - £(0)] Pir,e) &
. 7 .
' . L oen=S 1
< oM (a” - r) [ ‘ a
s & *r - Zar cos¢
oM (a2 - %y o 2T°

2 2 -
a +r - Zar cos & &

dr M (a> - r )

2 2
a +r -2 ar cos &
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Sehingga untuk setiap harga £ yang diberikan , kita dapat memilih
& sedemikian |f(¢) - f(0)] < £ pada -5 < ¢ £ & . Dalam hal ini
dapat ditulis : | |
&
I | £ #) - £(0) | P(r,p) do
—&
&
<e [ P(r,¢) dp
—&

2n-46

<e [ P(r,$) dp =2rs
-5

Maka :
2 M ( a> — po }

fu(e,0) - £O] <= —
2
a +r -2 ar cos. S

Dan dengan mengambil & sebagai tetapan ., maka didapat :

limit sup | u(r,0) - £(0) | £ ¢
r = a

Karena £ yang diambil adalsah sembarang , maka u(r,0) - f(0) se-

bagaimana » - a .yvang mana btelsh membuktikan gifat kedua dari

u(x,v) pada (3.1i1).

3.8 Pertidaksamaan Harnack

Teorema 7 :

Mimalkan u{x.y) adalah fungsi yvang non negatif dan merupakan
funssi yang harmonik pada suatu-domain-D-yéng terbatas .Dan mi-
salkan (x - x0)2+ {y — yb)zs a’ adalah bidang lingkaran vang ter-—

"muat dalam D . Maka jika (xX,y) adalah titik interior dari bidang
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lingkaran tersebut dan berjaresk r dari titik (xe,yb) . maka ber—

1akn :
a-r»r a+tr
u(xb,yb} = wix,y) £ ——— u(xb,ybi
a+ r ‘ a-r
Bukti:

Teorema diatas merupakan satu akibat dari integral_Poisson :

27
1
alx,y) = — u(x + a cos ¢ , y + a sin ¢) P( r, 8 @) dp
2 o .
a-—-r a+r
dimana diketahul u 2 0 dan —— = P(r ,8) <«
a+r a-r
Sehingsa
1 2" a -
= wx +acose¢ ,y +asing ) T d
o o
2 a -+ r
= w(x.¥)
1 27 a+t+r
= — f wx, +acos¢ , y, +asin¢) d¢
27 o a-—-r
~ Dimana dari teorema 3 diketahui babwa : =
: 1 27
wx ,y ) = ;; I w(x,+ Rcos & , y + R sin & ) o9
Sehingga :
a-—-r a+r
u(xo,yo) = ulx,v) = - u(xb,yb}
a+r a-r

Teprema 8 :
Misalkan u(x.v) adalah fungsi yang non negatif dan harmonik
pada setiap domain vang terbatas , maka u(x,¥) adalah suatu kons-

tanta .
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Bukti:

Jika diambil suatu Ffungsi vang harmonik pada setiap bidang
lingkaran (x - xb)z + (v - ?6)2 < a , dan Jjika dibuat a » @ ,
maka dari teorema 7 didapatkan : u{x,v} — utgyyb) svaitu suatu

konstanta .

3.7 Fungsi Harmonik Dalam Annulus

Jika u adalah fungsi yvang hermonik pada suatu domain yang
memuat annulus 0 < a £ » < b . maka harga u pada suatu +titik

{x,y) dari annulus tersebut dapat dinyatakan :

i & In R i3y}
2n aD 8D . én an
dimana R = (x - 5}2 + (y — nf dan 3Diadalah r = a ,serta SEE

adalsh » = b .
g

Pada BDE : =bcos¢ , n =b sin ¢ sehingga
R =r -—2brcos (¢ —6) + b
dimana (r.2) adalah bentuk pcolar dari {(xz,v) . Dan seperti sub bab

sebelumnya (sub bab 3.3 Y, maka didapatkan :

i g In R au
— ¢ {u————-lnﬂm-—] ds
21-{5‘]32 an én
o 9] ™
. . . K 4
- a +—§C [a. cos NP + b sin nB]
sl n o ia] .bn
n=i1
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Namun pada GDE . ¢ = acos ¢ dan » = a sin ¢,sehingga :

Z 2 , 2
R —a - 2 ar cos (p - 8) + r

dimana r < a , sehingga -

[ ™
a .
In R = 1nr - E: — - cosn {8 — ¢}
: nr
dan
g In R & In R i a
— = = = E: A cosn {8 — ¢)
an &a — r
=41
Hal ini mengakibatkan :
-1 2 1nR du
g [u n “-'1n‘R'm~']d‘s
2 3D én an
1
@ n
- - a
= a, + E: [ &, cos o + bn sin nS ] a
- ) . . i
- 1 2 dn
dimana a_ = - I - ds.Namun karena tidak disyaratkan bahwa

270 én

u(x,v) adalah fungsi yang harmonik pada r £ a maka a tidak harus

sama dengan nol . Sehingga suatu fungsi u(x,y) vang harmonik pada
suatu domain vang memuat annulus o < a =< r = b dapat dinyvatakan

dalam bentuk :

w n
. o
nix. vy = a, + a, In » + E: [an cos 18+ bn gin n8 ] . n
n=d ,
(2 0] i . B_n
-{E: [ &, CoS ne + bn sin ng ] fn ... (313

n=1i
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Teorema 9 :

Jika u( x.y) adalah suatu fungsi yang berharga tunggal dan
merupakan fungsi yvang harmonik pada suatu persekitaran dari titik
PO . kecuali pada titik P0 sendiri , dan u(x.y¥) merupakan fungsi
vang terbatas pada persekitaran tersebut . maka kita dapat mendié
finisikan u pada titik P0 sedemikian sehingga u merupakan fungsi
vang harmonik pada semua titik dari persekitaran itu .

Kita dapat memandang titik P sebagai titik asal koordinat . dan
persekitaran dari Pb memuat daerah yvang didefinisikan oleh r = b.

Dan dengan merubah notasi pada (3.12) , kita dapatkan

(s 8]
u{x,y) = a  +a Inr+ E: b [ cos n® + b sin 0 ] r
n=4

[0 4]
+ E: [ a cos n9 + b sin nd ] p
n=1

Deret ini merupakan deret vang konvergen seragam pada setiap him—
_punan tertutup yang termvat pada 0 < r <b . )

Dan misaikan juj < M rada r = b . Maka dengan mengintegralkan su-

i demi suku kitas dapatkan
2T

K
2r ( a, +a lnr )= J uw(r cos & , r sin @) do
s ]

sehingga:
Lo ra ] = . | :
Supava hal ini berlaku untuk setiap r vang cukup kecil . maka

a=90 .
[~}
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Dan dengan jalan yang sama , jika n > 0 ., maka didapatkan -

1 -n
I & I

'J; u( r cos 8, r sin @ ) cos nd |

Supava hal ini berlaku juga untuk setiap r. vang cukup kecil

maka a = 0 ., dan demikian juga bh: 0 .Sehivigga didapatkan -

o 3]

wlx,yy = a + E: { an cos nd + bn sin n® Y r° .

n=1
untuk daerah 0 < r < b | dan wnbtuk » = 0 jika %ita definisikan
u(0,0) sebagai a .
Karena deret vang mempunyai bentﬁklif[é | + Ib |) ¢" adalah meru—
kan de?et'yang-konvergen jikéﬁc < b , maka u adalah fungsi yvang
'harmonik‘pada r < b . Dalam hal ini P0 disebut sebagai titik =si-
ngular yvang dapat dihilangkan .

Teorema 10 :

T Jika u(x.y) adalah suatu fundgsi yvang berharga  tunggal dan 0000

merupakan fungsi vang harmonik pada persekitaran dari titik P0

kecuali pada titik P0 sendiri , dan u - 4o sebagaimana (x,y) - P,
- Eaké u :7ébi1g.r_+l§ .dimana éo berhargé»ﬁégatif dan“~v; adalah
fgngsi_yaﬁg harmonik pada suatu persekitaran dari titik P

Karena u » + ® maka untuk éetia? hérga'ﬂ yéng’positif ; kita da-

pat memilih r  sedemikian sehingga u > M pada 0 < r < r,
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Dan dengan menggunakan ekspangi deret Laurent . kita dapatkan :

. - _ ) n = -1l
2 (a.+ a Inry+n{a r +a8a. 1 )
[o] [e] n ™

' o7
= | wu ( rcos@,rsin® }( 1 + cos nP) &8 .
[#]
2T

M| (1 +cosmnd )d =2n M

o

v

"Karena 1 + cos 08 = 0 , dengan jJalan vang sama didapatkan :
" o9n(a +a lnrY-m(a T +ar )=2nM.
o - O . A Fa) n

Kedua pertidaksamaan diatas berlaku pada' 0 < r < r , untuk se-

[ sl

iap harga vang cukup kecil .

g “n - . . . . . . : S Lo .
arena — T r = merupakan suku yvang penting dari ruas kiri ma-

\

jDJ +

k= supaya kedua pertideksamaan diatas benar , haruslah a = 0 .

Dengan alasan yang serupa maka haruslah bn: 0.

Dan supaya a In r ~» + jika » » O maka haruslah a, < 0 .Se-

hingsa didapatkan :
o0

inr + }: (ah cos né + bn sin nolr.

n=4i

3
<
N
o
+
b

L+ e}

yvang mana telah dibuktikan diatas.
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