- Definisi 2

" 2.1.1 Nilai Mutlak

: Thepréma 1

BAB II

MATERI DASAR

2.1 Fungsi Bervariabel Tunggal

i
i

Diberikan himpunan A dan B , suatu 4&aturan vyang

| menghubungkan setiap elemen x < A dengan tepat satu elemen

vy € B dizebut fungsi dengan notasi y = £(x).

Defini=si 3

~ Jika untuk setiap a e R maka: nilai matlak dari a

dinotasikan dengan, | a | dan didefinisikan oleh

| a | =a jika a
2

Al

-a Jika

a , beR beriaku

Untuk setiap
1. jab f=1fal bl
2. Jika c = 0 maka | a | = erbilé dan hanya bila -c < a=c.
3. jatb | < [al+b |
- Bukti 1 : j

| b
Jika a>0 , b>0 maka ab > 0 'sehingga

[ ab | =ab =] allb |

- Jika a<0 , b<0 naka ab >0 sehingga |ab| =(-a)(-b) =|a]||b].

Jika a<0 ,b>0 makal ab<0 sehingga




| ab |

= —(ab) = -a(

Bukti 2
 Jika lal S ¢
ékibatnya jika a £ ¢

Bukti 3

Dari Theorems

-] al £=a = |a | dan
-laj-|b|= a * b dan

<

Atau:| a b |

| a

b) = |allb |.

J ;
maka a = =

3.1.2 Teori Limit Fungsi-

Definisi 4
Diberikan
tunggal disekitar ti

limit L yang dinotas

jika:untuk sebarang

sedemikian sehingga

fheorema 2
~ Jika limit fu
Bukti

Jika limit f
X — >x°‘

]

Untuk setiap

6,>0 sedemiki

i
i

0<|x - xo|<6

Fu

, |f(x) -L_I<e A23 endan <'x - X |<
1 2 d 0 o &

< e, —agu‘C-sehinggé‘-c <a ¢
dan ~a < ¢ terpenuhi maka | a | = c.
1 no.2 jika c:[aj dan c¢=|b| maka
-|lb] = %b ﬁ-|5 | sehingga
a*b=|a |+ |b}
j+]b |.
ngsi f(x) terdefinisi dan bernilai
tik x = x_ ;fungsi f(x) mempumyai

ikan dengan limit F£(x) L

x>—f>x° |
£ >0 dapat ditemukan bilangan & >0

j£¢x) - L | < s'dengan 0< |x - x0|< S .

ngsi f(x) ada maka nilainya.tunggal.

(x)= L, dan IimiE £(x)= L, maka L=L_.
XA —2X
: 0 :

‘e > 0 dapat ditemukan bilangan -5 >0,

an sehingga_lf(g) - Lif < £ /2 dengan

2"




Jika & = minimum (& ,6,) maka

| L, -

I L, -

maka

‘Theo:ema 3

Jika

maka

Bukti

L, |

|

|
|-
i

limit £¢x) = L, dan limit g(x) = L

i
b4 }Xo
limit
— 5w
X X,o

|

[f(x)+ g(x}.]:fLi + L,

T L - BGOF B(x) - L, | =
| L, - 2G| |E) - L] < &
< £ karena & > O diambil sembarang

dengan 0<|x —:x01<6_

; 2
S B
X:. Xo

- Jika diberikan & >0 sembarang maka dapat ditemukan

é;>0-sedemikian sehi%gga [f(x) - Lir < e/2 dengan

1 .

D<|x.— x 1< S,. Jika diberikan e >0§éembarang maka dapat

ditemukan 6250 sedem

‘U<|x;- x_|< &
_ ol

Jika diambil

Qengén 0<fx - x_]«< é;

Theorema 4 :

Jika

maka

2

ikian sehingga |g(x) - L,| < & /2,

menurut theorema 1 ﬁo.S maka diperoleh

& = min(s_ ,8,) maka |E(x)+ g@(x)-(L+ L )| =

1
1

limit £(x) = L dan 1limit g(x) = L

—>X
X Xo

limit iP(x)E(x)

X —>x
O

18Cx) = L | + 2G| <

/2 + £/2 = =,

. 2
Xi—2>
; *o



Bukti : o
Jika diberikén £ >0 sémbarang‘méka dapat difemukan

j:Si>0 dan &_>0 sedemﬁkian sehingga [f(x) - L1| < &

‘dengan 0<|x - x <16, lg(x) ~ L,| <&, dengan

i

|
j0<|x - x, 1< 8. % -
L . d -
_‘leka diambil & = min (8,, &), £,5,¢ £/3, £,<s/3|L | dan

;sz<é/3|L1| maka men?rut theorema 1 b¢;3 maka diperoleh
EIf(>§) g(x) - Lisz %|f(x)g(x)—sz(x5—L1g(x) +'L L,
| §+ L_f(x)~ L1L2+éL1g(x) -LL, |
! : = .
!=|(f(x)—Li)(g(x§— Lz)+Lz(f(X)4L1)
F L (8Cx) - L) |
S](f(x)-L%)]I(Sé(X)—LZ)HILzII(f(x)“Ll)l

1L, Ll g - 1) |

s &6, +|L, | 8/31L2| +|L, | = /3|L,]

Py

£/3 + /3 + £/3 = &

‘:dengan O<fx - x |« &.

'2.1.3 Kontinuitas Fungsi

Definisi 5 _
Fungsi £(x) dikatakan kontiﬁu‘di titik x = ¢ Jika
;uhtﬁk sembarang bilangan £ >0 : dapat ditemukan & >0

-sedémikian sehinggé3|f(x}—f(c)|< £ dengan |x - ¢| < &.




g

Dari definisi 5 jika f(x) kontinu di titik x=c maka

1. f(¢) harus ada |

2. limit f(x) = Ljharus ads,

3. f(e) = L ;
Contoh 2

Buktikan bahwa £(x) = x° kontinu di x = 2.
1

‘Bukti : |
. . ! . .
Harus diperlihatkan bahwa f(x) memenuhi tiga syarat

1. f(Z) =z 4

o limit -z _ _z _

z, X —>32 X = 27 = 4
b limit 2 _ .

3. % — o X = [(2Z) terbukti.

'12.144' Turunan Fungsi

Definisi 6

Jika fungsi‘f(x) terdefinisi disetiap titik x=c¢ pads
(a,b) maka turunan éari f(x) di x = ¢ adalah

limit f(et+h) - f(e)

£ (e) = Jika iimit ada.

h—>0 fh
| y £ 0x)
fib
f(e+h)
fee)l
£(a)
i >x

i
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Definisi 7

Fungsi f(x) disebut diffefensiabel di x = ¢ Jjika

fungsi tersebut ﬁempunyai turunan di titik tersebut .

i
i
]

Theorema 5
Jika f(x) differensiabel di titik x = ¢ naka F£(x)

harus kontinu di titik tersebut.

Bukti _
| Akan ditunjukkan bahwa 'Y £(x) = £(e).

! o
Diambil .f(x) = f(?} + f;xi ; £Ce) (x-c) dengan x = ¢
limit _ limit limit . F(x) - f(ec) -, __
%o f(x) = % — S0 fle) + (x-c)

X — . X - ¢

3l

limit F(x) limit (o) + limit £(x) - f(e) 1limit (x-0)

x —>c "MK X —>¢ X —> x - ¢ "X —— e
limit _ , L el .
% ve f(x) = £(e) + £ (e>.0 = fgc) tebukti.

Theorems 6
Jika fungsi f(x) terdefinisi pada interval [a,b] dan
mempunyal nilai maksimum atau minimum di titik x = e, ¢ =

(a,b) dan jika fungsi £(x) differensiabel di titik x =c

maka £°(ec) = 0.

Bukti :

Jika £(x) maksimum di titik x = o berarti f(c) 2

E(c+h) atan £(e+h) - £(e) = 0.
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Untuk h > 0 maka

aﬁau fﬁ(c):h-——>@
Untuk h < 0 maka

atan f'(e) =

limit
-+

f{e+h) - £(ec)

linit _ £(e+h) - (o) 5 4
h —>0 h -

<0

h

f(eth) - £(c)
h

<0 ... . persamaan (1)

f(ct+h) - f£(c)
h

=0

‘persamaan (2)

Dari Persamaan (1) dan persamaang(Z) maka 0 = £°(e) = 0.

karena f°(c) adaimaka £ (c) = 0.5 

Jika £(x) minimum di titik xf: o beﬁarti F(ey =

E¢e+h) atan f(e+h) - F(e) = 0.

¥

A

£ix)

untuk h > 0 makaj

atau £ (e} =

limit | £(e+h) - £(e) 5 4
h —>0 h .

E(cth) - £(e) 3 4
h -

..... persamaan (3)



Untuk h < 0 maka | L&) - £(e) <4

atan f(e) = ltﬂffo~ f(¢+hg — f(?)i £0

..... persamaan (4)

Dari persamaan (3) dan persamaan (4)'maka 0 =f"(c)y =0.

karena f’'(c) ada maka f'(e) = 0 terbukti.

Theorema 7 : (teofi Rolle)

Fungsi f(x) differensiabel: pada (a,b) dan kontinu
:.pada fa,b]. Jika f(a) f(b) = 0 maka paling sedikit ads
sebuah tltlk c = (a b) sedemikian sehlngga F'(ec) = untuk
setiap titik ¢ = (a b).

. Bukti .
Jika £{(x)>=0 untuk setiap xéai[a,b] maka £ (x)>=z0.
;Jika f{x) # 0 untuk setiap x s [;,b] maka f£(x) >0 atau
if(x? <0. Jika £(x) >0 maka f(x) >fka).atau f(k) >f(b§. Jika

f(x) <0 maka £(x) <f(a) atau f(x) kjf(b) Sehin gga menurut

the@rema 6 f£(x) mempunyal nllal mak51mum atau minimum di
Ctitik ¢ e [a,b] dengan £(a) = £(b) = 0. Karena £(x)

‘differensiabel di titik c e (a,b) maka f'(c) =

‘ Thedrema 8 :(teori nilai tengah) :
Jika f(x) |adalah differensiabel pada (a.b) dan

:konfinu rada [a,b] jmaka ada titik x = e , ¢ e {a,b)

oy = £ - 2

sedemikian sehinggg
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g}

fix)

drafik 4!

Ambil s(x) = f(x)i- g(x) e persamaan (5)
deﬁgan g8(x) adalah garis ysang melaiui titik (a,f(a))

dan (b,fﬁb)).

Jadi‘ g(x) - f(a) - f(b) - f(axl

e — persamaan (B)
x _ a = 8(x) r f(a) .
b-a f(b}?f(a)
20> - £(a) =—§§§§:§£§2—<x~a>
g(x) = £(a) +-£%%é:££22*(x—a) sehinggs
s(x) = f£(x) - f(a£_~ fé?;‘f<a><g—a> dengan

" s(x) kontinu pa@a [a;b] , s¢a)= s(b) = O dan
~ diferensiabel di Qitik ce(a,b) maks menurut theorema 7

. s (e) = 0. 1

st = ey - RECR)
sT(e) = £7(ey - HLp2ECa)
jadi 0 = f'(e) - j_f_(_g_z;___f(a)
£7(e) = —iiggﬁggﬂg terbukti.



id

Theorema 9 : (nilai‘iengah cauchy)

Jika £(x) danfg(x) differensiabel pada (a,b) dan
kontinu pada [a,b] m%ka ada sebuah ‘bilangan ¢ e (a,b)

- oy . f'(e) _ f(b) - £{a)
3edem;k1an sehingga ;g’(o) = Z(b) ~ 2(a)

Bukti

Dari persamaan (8) diperoleh;

(E(x) - £(a))/(x-a) | _ £(b) - £(a)
(g{x) - g(a))/(x-a) g(b) - g(a)’
B(x) - £¢a) _ E(b) - f(a)

g(x)y - g(ay g(b) - g(a) -’

Diambil G(x) = [£(x) - £(a)I[a(b) - ig(a)] -

| [E(b) - £(=)1[8G) - 8],
Karena G(x) kontinu pada [a,b] , G<a>\= G(b) =0 dan
dlferen31abel di tltlk ce(a, b) maka mcnurut theorema 7

‘G (c) = 0. Jika G(x) diturunkan ke X maka dlperoleh

G'(X) = £7(x)[g(b) - g(a}] —;ff(b) - f{a)lg (x)
G (e) = £ (clfg(b) - g(a)] —é[f(b) - f(a)lg ' (c)
0 = f'(e)lg(b) - g(a)] —fff(b) - f({aXlg (c)
EF(e)[g(b) = g(ay] = [£(b) % fCallg (e

£°(e) - £(b) - F(a) R :

S (o) - 2(b) = a(a) terbukti.

‘Theorema 0 ‘
Jika f({x) dan g(x) dlfferen51abel maka (fg) (x) =

f(X)g (x) + £~ (X)gCX)
‘Buktl : j
: | i
Diambil (fg){x+h) - (fg)(x)_ ' F(x+h)g(x+h)- F{x)g(x)

i h - . h .

Menurut theorema 5 &iperoleh
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;.

limit £(x+h) = £(x

h—>0 |

Cp(x+h)g(x+h) - FOOE(X) L

- h | _

exrhdg(x+h) - £OxFhYE(X) + E(x+h)E(x) - T(x)E(x)
| h § | )
Ef(x4h)lF(X+h) . gC?) ] Fogx) [f<x+h) ) ]

h—>0

‘-1imit limi
he—yp FCxFRY T

:11m1t g(x) i1m1§0*

. h-——>0

h) - g(x) : P(x+h) - £(x) _
e ] oo [lem ]

i

jox

t [g(x+h)

g(x) _
>0 ]

f(x);] -

F(x+h)

=

limit  (Fg)(x+h) - (££)(X)

 h—>0 h

08T (X) + BOF

" Theorema 11 : (atu

(%)

(Fg) (x) terbukti.

i
i

ran L HOPITAL)

Jika £ (x) Ean g (x) ada , g ‘(x)# 0 untuk setiap x
" cukup besar , 11m1t fF(x) = limit £(x) = o dan
X — 300
_ x-—>m . s
Climit £7(x) /g (x) ada —
maka limit £¢x) /g(x)= limit £ (x) /g'(x) = L.
: X w300 X —>0 o '

 Bukti

‘Diberikan s,

f'(
I (x} L|< &/2.

Menurut theorensa

embarang £ >0 sedemikian sehingga

9 untuk setiap x € [ a,b ] berlaku

i
1



Daﬁi pers.(Ba) dan pers.(Bb) diperoeh

F(x) - £(a) |
0%y~ E(a) 1 < & /2 i e pers. {(6B6a)
F(x) - f(a) | -
g(x) - g(a) < L| +}s /21._
Diémbil x cukup bésar X >a ,_f(x}'Qf(a) , 8(x) >0
‘ g(x) - ga)
Cden s T <l e
o | 2{L{+e
| | g(x) - ga)
s .. f(x) .
Karena limit T —— = limit —— s =1
‘ RS O L C R TV i SLED
F(x) | E(x) - £(a) | | .
MR g0 £ - e l -
F(x) - £(a) _£(x) g(x) - 8(8) gy - £(a) | .
g(x) - g(a) ! £(x) - f(a) &(x) g({x) - &(a)
£(x) - £(a) pxy 8O0 -8
g(x) - g(a) f(x) |- f(a}§i g(x)
¢ L |+ 3 - = 5./ 2 o pers.(6b)
2L |+e .

Bx) | L] R B - £Ca)
g(x) Ty e(x)y s(x) - g(al
Ax) - FCay | o«
E(x) - g(a) =
B(x) | FGO - £a) |, | £00 - £a) | (2,2
g(xy g(x) - gla) g(x) - g(a) Z 2
FCx) _ :
§Cx) L I «
Jadi limit f(x) /g(x) = limit f;(x} /8 (x) = L.

X 2>

X — >
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2.1.5 Integral Fungsi

Di dalam matematika dikéﬁal banyak. operasi vang

berpasangan dian}aranya : pénambahan dan pengurangan,
pérkalian dan peﬁbagian dan pemangkatan dengan pensarikan

akar. Begitu juga operasi turunan dengan anti turunan.

Dgfinisi 8

Sebuah fungsi F(x) disebut suatu anti turunaﬁ dari

£(x) pada [a,b] jﬁka Fr(x) = £(x¥ unfuk setiap x = (a,b).

Theorema 12
| Jika F’(xj = G'(x) maka terdapat konstanta C
sedemikian sehingga F(x) = G(x) +§C untuk setiap x = (a,b}.
Bukti - |
? Diambil H(x) = F(x) - G(x}éz-g

H(x) = F (x) - G’(x)i%O untuk setiasp x é {(a,b)

Jika titik X, » X € (a,b) dan x1;# X

Kafena H{x) difer%nsiabel padsa (ﬁ;b) maka H{x) kontinu

1

pada [x,,x] maka %enurut thedremalé diperoleh

Il

H{x) - H{x ) H’%c)(x - Xz)'

Karena H' (x) = 0O ﬁntuk setiap x eé(a,b) maka H {(c) = 0O
sehingga H(x) - H(x,) = 0.(x-x) = 0.

atau H(x) = H(x_ ) = C untuk setiap x  (a,b).

Jadi H(x) = F(x) - G(x)
H(xi) = F(x)i- G{(x) |
C = F(x) - G(x) atay F(x) = G(x) + C terbukti.




: i
Definisi 8

: a ; _
Jika f(a) ada maka [ f£(x) dx: =0.
8 o

Theorema 13

i8

Fungsi f(x? Eontinu pada  [a;b] Jiks G(x) adalah

anﬁiderivatif dar% f(x) pads [a,bjlmaka
b N
o f(x) dx = G(b) - G(a).
. a

i

Bukti : !

Jika F(x) énti turunsan dari‘f(x) padsa [a,b] maka

F’(x) = & (x) dan menurut theoremé 12 diperoleh

F(x) = G(x) + C untuk setiap x (a}b).

: X
Jika F(x) = [ £(t) dt R
: ‘ a _ :

mgnurut definisi |9 maka F(a)

Karena diketahui E(x) = G(x) + C  .........

naka F(a) = G(a) 4 C

) = G(a) + C atau C = - G(ﬁ)

1
M T

o

N

et

g

[o8

[

persamaan (7

0

persamasn (8)

Sehingga dari persamaan (7) dan pérSamaan (8) diperoleh

_ x
F(X) [ £(t) dt = G(x) - G(a)
_ : a :

b i
F(b) J E(t) =6(b) - G(a) terbukti.
. a : :




. theorema 10 yaitu

CE0e(x) -f £7(x)e(x) dx

f Definisi 10
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. 2.1.5.1 Integral Parsial

Jika pengintegralan fungsiédengan metode substitusi

i
I

tidﬁk memberikan h%sil maka dengan metode pengintegralan
et ; | b

> paréial dapat memberikan hasil. Métbde ini diperoleh dari

C(£8) () = £TCOE() + E(x)ET(O

_ jikg kedua ruas di&ntegralkan dipérqleh
fcgay (o =f £r(xpao +f 1(xdg (x)

C(Fg)(x) =f £7(0a(x) dx +f £(x)g (%) dx

(X)) - [ £7(0aE(x) dx

[ Ex08 (x) dx

J eog (x) dx

~2+1.5.2 Integral Tak Hingga

® limit 2 '
Jika [ £(xp dx = 000 [ £(x) dx dan
a IE a

i
1

[ ey dx = I ek ax
- A

; dan jika limit padg ruas kanan adé_dan bernilai terhingga

' maka dikatakan ihtegral tak wajar ruas kiri adalah

1
|

j konvergen dan mempunyai nilai thhingga dan Jjika tidak

. integral disebut divergen.

|
‘
i




2.2 DERET FUNGSI

Definisi 11
Jika deret

F(x)

fo(x) + f1(

maka deret fungsi

Definisi 12

Barisan fu1
' !

20

TAK HINGGA

fungsi f(x) berbentuk
3 2,00

n=Q

x) + fz(x} +

f(x) dise but deret tak hingga.

ngsi {fn(x}} dikatakan konvergen ke F£(x)

pada interval (a,b) jika untuk sekiap £>0 dan untuk setiap

xe(a,b) terdapat bilangan bulat pbéitip N{e,x) sedemikian

hingga untuk setiap n2N(s,x) berlaku |£_(x) - £(x)|<s.

Definisi 13

Barisan fur

hgaei { fh(x) } koﬁvergen seragam ke £(x)

pada interval (a,p) jika untuk setiap >0 ada bilangan

bulat positip N(S} sedemikian hinéga-lfﬁ(x)—:f(x)|< &

untuk setiap x &

Théorema 14

Barigan fungsi { fn(x} };jkonvergen seragam pada

interval (s3,b) &
terdapat bilangan

]fﬁ(x)—fm(x)[ <&

yila dan hanyaé%bila untuk setisp £>0

a,b) dengan n EEN(a}.

bulst positip’ N(e) sedemikian hingga

ntuk setiap n, miN(s) dan setiap x<(a,b).




Bukti

i

Jika barisan {fn(x)} konvérgen seragam pada interval

(a?b) maksa jika diberikan sembaréng £>0Q terdapat bilangan

|
{

buiat positip N(£§ sedemikian hingga |fn(x) - f(x)|<s/2,
|fn5x} - £(x)|<e/2 untuk setiapfnzﬂ(s), x «(a,b) dan

2,00 = £,00 ] = (£ () ~FGOHE0)-E, () [ <

{]fn(x} - f(x}[{lf(X}—fm(x)]<£/2+£/2 = £,

1

Jika barisan {f (x)} memenuhi kriteria cauchy naka

jika diberikan >0 terdapat bilangan bulat positip

N(&) sedemikian | hingga untuk ?étiap n,n=N{e), x=(a,b)

berldku [fn(x) fm(x)]<a. Jika diambill setiap titik

xoé(a,b) maka ada barisan bilangan_({fn(xo)}yang memenuhi

kriteria cauchy s§demikian hinggﬁ‘ untuk setiap n,m=N(s)
berlaku [fn(xo)-fé(xo}|<s. Karen?jhimpunam ‘semua bilangan

! D
riil R merupakan himpunan ' lengkap maksa ada
Lt o (x_)=f(x_).Jika diberikan

o L
f(XO)ER Sedemlklap hlngga n —»ow n

1 : .
£>O maka terdapat;bilangan bulat 'positip N(&) sedemikian
hingga untuk setiép x<(a,b) dan n?N(s) berlaku ]fn(x)~f(x)]
<c. Jadi barisan {£,(x)] konvergen seragam ke  £(x)

pada interval (a,ﬁ).
Definisi 14
Jika barisan jumlah parsiai‘fn(x) = i £,(x)
. . . k_:j,
. : E 0
konvergen seragam ke f(x) bila dan hanya 'bila deret Ei%(x}
: ‘nSs

korivergen seragamike f£(x) pada interval (a,b).
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Diberikan barisan fungsi"un(x) terdefinisi pada

interval (a,b) dan andaikan terdapat barisan

bilangan ¥  non negatip sedemikian hingg U] =M,
n'=1, 2, untuk setiap x =(a,b).

: o0} :
Jika deret bil@ngan 2. M konvergen maka deret

l n=4i
j © | o |
fungsi T, uh(x) konvergen seragam -pada interval (a,b).
n=1 P
Bukti
. ™ n=-1
Diambil fni(x) :kE uk(x) s fn'_i(x)‘ 1=§uk(}c)
™ .'h—i
Tn = }:Mk s Tn—i'I: a Hk
_ k=1 : k=1
diperoleh | £ (x) - £ (x| = | u (x)]
] :SE TT! - Th—.i
| = ,n=1,2,..
i ™’ ) .
% ‘untuk setiap x < (a,b).
~Menurut definisi 12 jika ngkbnvergen diperoleh
limit M= limit T -T =T -T =0
n—>m n—~>mw nE
Sehingga |limit | £.(x) - £ (x)| = 0 .
n o— >0 ‘ Do "

dan menurut theorema 14 barisan fh(x)?konvergen

seragam paéda (a,b). Jadi'menurut definisi 14 diperoleh

o]

deret T un(x) konvergen se#agam pada interval (a,b).

n=L




béntuk vy + P(x)
Theorema 18
Jika HW{x)

Bukti

!

2.3 PERSAMAAN DI

Definisi 15
| "Persamaan
pérsamaan yang me
yéng tidak diketa

Définisi 18
Persamasan

adalah fungsi lin

didalam a €< x £ b
maka W(x) < ®W(a)

konstanta.

FFERENSIAL LINIER ORDE SATU

differensial 5tdé satu  adalsh suatu
ngandung thrunaﬁ:pertama dari suatu fungsi

hui.

y' .. = F(x,y) disebut linier jika F(x,¥)
ier dari vy déﬁ dapat ditulis Lkedalam

y = Q(x).

adalah fungsi ‘yang mempunyal turunahn

‘dan memenuhi pertidaksamaan W' (x)S k W(x)

GH(x-a) oo aégj X = b dan k adalah

W(x) <k W), a <x <b,

kx

W) e sk u) o a sy sy

karens e

_k‘

d W(x) e
dx

=0

50 maka o F¥ (W (x) - k W(x)) S 0 atau
1
|
!

X
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‘;Definisi 17

:yané melalui titik

1.y =
2. ¥ = *
3. £7(x) = F(x,E(x)
AL f(x) =y,

-‘ETheorema 17

;danﬁaF(x,y) kontinu
‘R = { (x,¥) lAlx-xo
Eyang melingkungi ti
"h< a sedemikian &

:mempunyai penveless

‘Bukti

setiap titik di dal

akibatnya fungsi W(x) o ThX

24

QMOnoton turﬁn di dalam

a=x=>5> séhingga-diperoleﬁ W(x) e_kx = W(a) e—ka
atau W(x) < W(a) ¥ @) 4 <y <p,
v = E(x) disebut penyelesaian' dari y° = F(x,v¥)

Diberikan p

U syarat awal y(xo)

oy

Karena F dan

L > 0 sedemikian hi

(xo, VOJE D bila dan hanya bila

= £(x) kontinu di dalam domain D. o

F(x) mempunyai turunan kontinuy di dalam a = x ='b

)

ersamaan vy’ = F(x,y) vang memenuhi

= Vo (x,,¥,) € D.  Jika F(x,¥)

di dalam ﬁaeraﬁ‘

| £a ., ]y-yoiﬁb},a>p,b>0

tik ( x_, yo> maka ada bilangan. h>0 ,

ingga persamaaﬁ  differensial di atas

ian tunggal di dalam interval |x -X, |=h.

2EF  yontinu méka ada bilangan M >0,

oy . _
ngga |g§£*|5 L i; |F(x,y>|= M untuk

am R. Menurut theorema 8 (teori nilai




'lyn(X) - Y,

"yh(x) - Yo

 tengah) diperoleh
BLIC LR AC T 0

Ry, - FOLYD |

‘miring M dan -M melalui titik (x_,v.).

X

Xa

o]

1)

y (x) - ¥,

Iy (X)-v, |5 Mix-x

- Panjang interval |x - x
. ~M pada daersh per

;terletak pada sisi

<M i ds
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Y- .
= | Fx,vy) (v~ ¥,)
<L OJy,m ¥ e pers.(8 )
X : .
;Didejfinisikan Yn(x) = Ve + IF(s,yn_i(s))ds , n=1,2,
, 1 . "t ,

‘dan ‘h = min( a, b/ﬁ).zDéngan melihatjpersyaratén |F(x,y) |

‘'memenuhi penyelesaian y(x) , 'y(xoj‘ tidak memotong garis

L

Y (x) -y, = j F(s,y__,(s))ds

P8 :
-| J F(s,y,_ (s)ds |
X i :

F(s.y,_ (5D |ds |

{
{

|= b.
o =h tergantung letak garis M dan

segi panjang R. éJika garis M dan -M

tegak dari perségi panjang R maka h =a.
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M
(Xo'?ﬂ)
[ =M

C Jika garis M dan -M tereletak padézsisi stas dan bawah dari

@ peﬁsegi panjang R maka h = b/M.
: [(Yor-b)i M '

(Xo+@)

(X3,Y0)
| T

akan dibuktikan yn(x) ada, kontinu dan tunggél didalam

[x ~ x,| £ h memenuhi [y (x> - v, = b.

i
i

a)fyan) ada dan kbntinu

Dibuktikan dengan induksi matematika

Untuk n =0 bena# maka yo(x) = fo‘kontihu di dalam
L | Lo

|x-x |£ h sebab fungsi konstanta kontinu di sembarang
titik memenuhi ||y _(x)- v | = b.

:Andaikan untuk n = k benar berarti yk(x} koritinu di
dalan 1x—x°[$ h memenuhi ka(x?¥ Vol = bl'

jmaka untuk n = k + 1 akan diperoleh
x : :

Vi, (%) =y, + J'F(s,yk(S))ds

X
O

?F(X,Y) dan yk(x) kontinu maka Fkx,yk(x)) kontinu di

dalan [x-x_|= h memenuhi

|
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X
|yk&(x) - Y0|=IJ F(s.v,(s))ds|
' X
o
: X ;
Y., (%) - ¥, 5|Jl F(s,y,(s))]ds:
L 1
o
- X
= H IJASI
b4

<H |x - x| =H (b/M) =b

Ykﬂ.( x) - yo
‘b2 yntx) merupakan penyelesaian -

.Dengan membuktikan berlakunya.

n—-41 n
(x)l-s M h

vy (x) -~ v __,

Dengan induksi qatemtika

: L
untuk n = 1 benar maka

P, P
y,(x) —‘y°<x>|=]J F(s,7,(5))ds|
x o ‘

o

A

p.d -
‘JIF(S;VD(S))[ds
X .

0

X.
M IJ&S

xD

= H |x - x| = B‘h.

A

Jika untuk n = k benar maka
c ’C"'i k

L h
M=

A

V(%) - vy (x) 1]




Sehingga untuk n = k+1 diperocleh

1

ESC N yk(X)| =

in

A

iA

X X
[(F(s,yk<s>>ds 5J<F<s,yk"1<s>>> ds
X X

o . To

iA—

X L '
IJkF(s,yk<s>> - F(s,y,_,(3)))]ds
X : '

X
L II | v (s }lvk_i(S)l ds |
X :
: o]

LML \J ] s - x |" ds |
k! R
Xb‘
M Lk hk+1 benér.;

(k+1) !




28

 Didefinisikan

n
y (x) = v, +kE (7, (0 = v, (XD ... persamaan (8)
_ ) N _ _

k=1

‘?Dari vy’ = F(x,y) maka jika kedua-rQAS'diintégralkan

n Fod
y.(%) = ¥, = By (x) - v (0.

‘diperoleh [ y'(s).ds = [ F(x,v(s)) ds

o ) _0 :
8 L :
v(x) - y(x.) =k2‘. (P, (XD = ¥, (X2
. =1 Do
S ® - :
y(x) = v(x,) +kZI(Yk(x) = Vi X3 persamaan (10)
. =% . P ) :

"Jikg persamaan (9) dikurangkan'ydéngan pefsamaan‘ (10)

: . _ o .
‘diperoleh [y (x) - y(x)| = I [(y(x) - v, _ (x))]

k=r+1
<p M ol gk
k=ne1 K I : _
JH Damt am™t DL ¥
~ L k=n+1 k! | _L (n+1)! k=o k
<M (Lh)n+1 éLh
T L (n+1)! ‘
. . N _ +1
limit % limit M (@m™" Lh
n—se TR0 - VOO S 0 S T Gty €
St fy (%) - y(o| = 0.

1 »
-Jadi menuruF theorema 15 ( uji M Weierstrass)

¥, (%) konvergen seragam di dalam [x = x_|£h

i

limit

misalkan 100 'y (X} = ¥(X)  ......... ~ pers.(11)
memenuhi y(ko) =Y, ....;I‘ ....... . pers.(12)
dan |y(x) - y°| < b.
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Karena y _(x) konvergen seragéh'ke v(x) maka

F(x,y_(x)) juga konvergen séragam ke F(x,v(x))

X

=

imit

x

akibatnya N — e I F(s,yn(sjj ds = J‘F(s,y(é))ds.

i
1 Xo

Menurut pers.(B*) berlaku
x

X

X
o

| | X E
; : ’ J'F(S,Yn(S)) ds - J‘F(s,i(s))ds J <

(o]

. N x ‘
L’ J_I y;(s) - v(s)| ds r <
| %o
: - s _ n+1l
Sehingga  11TIEy p (LR TLh

Dengan F(x,y{(x)) kontinu
X

--------------

éehiﬁgga yv(x) = Yo T J F(s,v(s)) dsg;

%o

Y’(§) = F(x,y(x))

------------

pers.{13)

pers.(14)

Dari definisi 17,d§n pers.(11), pe#s,(lZ), pex&s.(13) dan

rers.(14) maka y(x) merupakan pénYelesaian_
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c yan) merupakan penyelesaian?tﬁnggal

Jika yi(x) dan yz(x) merupakan pényelesaian maka akan
i .

dibuktikan bahwa v (X) = v (x).

X

v, 00 - v, (0 =[(F(s,y () - E(s,y,(s))) ds

Y;(X) - Yz(

Diambil

W{x)

W(xo)

W (x)

menur
W{x)
W(x)
Dari

Jadi

~X0 :

. o
) =]JEF<s,y1<s>> - F(s,y,(s))) ds
¥ |

O

X :
= L J[y1<é)~jyz(s)|ds
x _

(¢}

X . L
= IIYi(S) - y,(s)|ds
X .

o

0 dan W(x) =0 e pers. (15)

SR X
ly, (x> - v (x| S L J}y1<s> - y,(s)]| ds
S X ' :

=L W(x)

ut theorema 16 dﬁperoleh

o o S

= W(x) eL(X XO% : |

= 0 .J.,........., pers.(18)

pers.(15) dan péré.(lS) diperocleh W(x) =;D.

[Yi(x) - Yz(x)] % C' atan vy, (x) = vy (x).
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2.3.1 Persamaan Differensial Liﬁier'Orde Satu Homogen

Bentuk umum v o+ P(x)y =5G

dengan syarat awai y(xo) =

Definisi 18

hY

i
i

Jika ruass kanan dan ruas kiri diintegralkan akan

re 3 &
J [ Mo N ax _ J N(x)u
lLay 3 x H

Jika persamaan differensial M(x,y)dx + N(x,y)dy = Q
bukan merupakan : persamaan differensial ‘eksak tetapi
pe?samaan differensial p(x,Y)[ M(xQY)dx + H(x,y)dy] = .0
merupakan persamaén differensial bksak maka @ M _ @ u N

. . | ‘ ; gy ~ dx
dan u(x,y) disebut faktor integral‘dari M{x,vy)dx +
N(x,y)dy =0. ‘

Akan dicari faktor integral dari
u,w) [ HeGyEx s NG ydy]= o
Darl definigi 18 dlperoleh

8 ulM _ 8 u N
aly T &8 x
MO M + M a u _ K 8N + N & ......... pers.(17)
8y 8y - d x a4 x '
Jike m(x,y) = a(x) maka—mgw§~¥= 0. Dari pers.(17) diperoleh
u M _umeN i, Naou |
'y CES d x
| p[;a M_ . eN T _ N @u
an 3 x A 8 x
‘ ]
[ja M 9N T, - N(a)ur
8 vy g x - HAX

diperoleh



H(x) = e

| Jika diberikan

v+ P(x)y =0
|

3
J Lay

o
- aN:]&x/N'
8 x n

éersamaan differensial

- maka faktor intégralnya adalah ;‘

:Y’ +

Jika kedua ruas

diintegralkan dipéroleh

...........
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pers.(18)

pers.(19)

P(x) ¥ =10
ay + P(x) vy dx = 0
Jadi M = P(x) vy dan N = 1
oM = P(x) dan X :?G
8y 8 x _
Menurut pers.(B} maka diperolehffaktor integral
. ] '
| J [ 2H o X ]ax /O
‘y(x):e a vy g x
J Pixydx
- e
‘Akan dicari éolusi dari pers.(lg)'Qengan mengalikan faktor
integral g(x) diperoleh
f P(x)dx J P(x)dx 2
e v o+ e P(x) vy = 0
a4 JPCx)dx .
dx [ v.e ] -



g freo
[4 [
J P
y &
v(x) |

.memenuhlzy(xo) = Vo

'2.3.2 Persamaan Di

Bentuk umum
‘Edengan syarat awal
Akan dicari solusi
‘;intégral.

v+ P(x) vy = alx)

dy # (P(x)y - @(x))

 Jadi§M P(x}y - Q¢
-

f P(x)ax
e

a § PGoydx |
e
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.:‘g.
pers.(19 )

1
i

i .
&ferensial'Liniér‘Orde Satu Non Homogen

pers,(20)

v+ Pix) ¥ =§Q(x) ........
v(X,) = V- |  _

pers.(20) dengan menggunakan faktor
dx = 0
x) , N =1

, 2o
d x
sehingga
J Px)dx L J P(x)dx
P{x) v = d(x) e
[ P(x)dx

] = @(x) e ]




Jika kedua ruas diin

I

L fecod

!

4 [ p(x)dx
[r o T5

dx

1

1

C e

Contéh 3
: Tentukan soly

Jawab

p{x) =
X
= e 0

Jadi'solusi

L
g

y(0)
C

C 0 Jadi y(x) = (1/3) e

%
f p(x) dx
e 0

N
r

(1/3) et -

"

tegralkan dipérdleh

] = J Q<x)ef

J P(x)dx
- J Q(x) e dx + C

P(x)dx
o dx + C

P (x)dx
{x)dx Ij
J Q{x) é 5 dx

J P(x)ydx

P TR S I Y

X
2

si dari v’ + 2y§j' memenuhi y(0)

2
®

- 1?3 ]

2x

(1/3) e

1/3) - (1/3) # C

1t
o

- 2x;+ memenuhi y(0)

(1/3) e X4 %%
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pers.(ZO*)

= 1.

= 1.






