BAB IIX
PERMODELAN PERSAMAAN KESETIMBANGAN DAN ANALTSIS

FREKUENSI GETARAN ALAMI

3.1 KESETIMBANGAN LANGSUNG DEMNGAN PRINSIP D* ALEMBERT

Hukum Néwton kedua tentang gerak vang menyatakan
bahwa laju perubshan momentum dari suatu benda bermassa m
sama dengén gava yang bekerjias kepadanys dapat dinyatskan

secara matematis sebagsl berikut

 E“Em;:T%1[.mf%%‘_)““. “._..?mm _.. ._ : f:(3¢1)?m_;

dengan
T F = Resultan gava gava vang bekerjsa pada benda
u = perpindahan .

Untuk sebagsaisn besar masalah dinamika struktur massa

tidak bergantung (berubah) _ menurut  waktu,  sehingga

persamaan 3.1 dapat ditulis menjadi

2

vF=m 3B - oact) " (3.2)

at’?

Persamaan ini memperlihatksn bahwa gaya sama dengan
bérkalién anﬁaré”ﬁﬁésa daﬁnnﬁéfcépétéﬁ. -Peréﬁﬁaéﬁ 'diatas"
dapat ditulis sebagai-

CELF -mu(t) =0 . o o (3.3)
Henurut d Alembert massa akan- wmenghasilkan - gayva

jnersia vang sebanding dengan percepatan dan vyang
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melawannyz. Sustu kesdsan setimbang akan diperoleh bila

persamasn 3.3 dipenuhi.

3.2 KOMPONEN - KOMPONEN UTAMA SISTEM DINAMIK
Komponen - komponen utams sistem dinamik adslah unsur
- uznsur yang menvusun permodelan dari suatu struktﬁr yﬁng
elastik yang dikenakan beban dinamik, meliputi

- Massa

Elastisitas (kekakuan)

Redaman

t

_Sumber gays dari luar (pembebznan)

3.2.1 MASSA
Hassa dari struktur menurut d "Alembert akan

menghasilkan gaya inersia yang sebanding dengan dengan

gava - gays vang melawannysa
F_=mn ﬁ‘
I
3.2.2 ELASTISITAS (KEKAKUAN)
Jika pada suatu stroktur yang elastis diberikan gaya

maka struktur tersebut kemungkinan akan melendut(membelok)

' sehingga ada titik - titik pada struktur vsng mengalami

perpindahan.Akan tetapi karens keelastisitasannya maka

struktur akan bereaksi untuk tetap kembali ke bentuk
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semula. Resksi ini skan berbanding 1lurus dengan Jarak
perpindahan titik struktur dan disebut dengan gaysa
elastisitas,di tulis -

FS =k u

dengan k adalah 'suatu tetapan (konstants) dan disebut

sebagail modulus kekakuan.

3.2.3 REDAMAN
Pada struktur yang bergersk aksn selalu terdapat gava

- gayz vang menshsan kecepstan Vgerak struktur. Gaya ini

" disebut dengsan gaya redaman. Gayas ini dapat terjadi dengan’

bermacam - macam cara misalnya karena redaman udara, air,
magnet, atzn karena gesekan dengan benda yang lainnya
bisa jugs karena gays redaman vang dimiliki oleh struktur

itu sendiri. Gaya redaman berbanding lurus dengan

~-keeepatan-geraknya —-dan-—-mempunyai--arah -yang--berlawanan— -

dengan arah gersk struktur.Ditulis

FD = e u

dengan ¢ sustu tetapan disebut sebagai koefeisien redaman
- du

sedangkan ﬁ = adalah kecepatan gefak struktur.

dt
Apabila gaya redaman terlalu kecil atau kurang berpengaruh

“terhadaap sisten gérak tersebut maks gaya rédamsn sering

dianggaﬁ berﬁilai nol{(tidak ada)
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3.2.4 GAYA LUAR (PEMBEBANAN)

Perbedaan ntama antara dinamika dengan statika ‘adalah
pada pembebanan yﬁng dikenakan untuk strukinr. Pada
dinamik struktur dikenakan pembebanan yang bergantung
kepada waktu (fungsi dafi'waktu t), sedangkan pads statika
pembebanan tidak bergantung kepada waktu. Dalam prakteknya
bgban dinamik dapat ditimbulkan oleh gempa, angin yang
tidak tetap, ledakan, mesin torak atan kejut (impact)

akibat beban bergersk. Gaya luar (pembebanan) akan

mengakibatkan suatu struktur atau bagian dari  struktur

bergerak arah gaya ini adalah searah dengan gerak yang
dihasilkan. Pembebanan dinamis dituliskan sebagai

r = St

3.3 DERAJAD KEBEBASAN SISTEM

Derajad kebebasan sistem didefinisikan sebagsi Jjumlah
komponen perpindahan vyang harus dipertimbangkan agar
mewakili pengaruh semus gaya inersis vyang penting dari

suatu strﬁktur.

3.3.1 SISTEM DENGAN DERAJAD KEBEBASAN TUNGGAL

. Apabila suatu perpindahan struktur dapat digambarkan

dengan perpindahan. koordinat tunggal untuk seluruvh bagian

struktur maka éistem ini di sebut dengan derajgd kebebﬁsan—f~_




a7

tunggsl stau Single Degree Of Freedom (SDOF). Pandang

gambar beriknt ' /-
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Sisten berderajad kebebasan tunggal vang ditdealisasti

{a} komponen — konponen utama

{(b) gaﬁa gava devt am kesel imbangan

Perumusan persamaan gerak untuk sistem dalam gambar

{3.1) =sdslsh

SF = F,
:_:_Esf F .+ ..
F +F+F +r
dapat ditulis

m o +'c'ﬁ + ku=r o ' (3.4y
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3.3.2 PENGARUH GAYA GRAFITASI

Pandang gambar beriknt (Gb.3.2) gayas - gavya“ yvang
dipengsaruhi oleh gaya grafitasi yang wmengakibatkan Dbends
bergerak ke bawah struktur bergerak kesrah vertikal, oleh
karena itu gaya grafitssi bekerjs dalam arah perpindahan.
Hisa;kan gaya Yang diakibatkan oleh grafitasi di sebut

dengan W = m g, dengan m massa struktur (benda) dan g

vy FD FS 7 F
k c I I b s
- T R S R
W W FI ]
[T :: 591.
r u
‘ i " V J’ r N u
(a) (b) (o)
Gb. 3.2 .

' Pengaruh gava grafitast

koﬁ§tanta grafitasi bumi. Maka ﬁersamaan kesetimbangan
_ﬁapﬁt dituliskan dengan |
i tedtkuzr+d
Héskipun deﬁikian,jik&;peﬁpindahan total ﬁ dinyafakan
sebagai jumlsh perpindahan'tetapém--yang-disebabkan -oleh
gava W ditamhsh dengan perpindahan dinamik tambahan u,

seperti gambar (3.2Lc)




fs = ku=ké + kau
Sehinggs persamaan kesetimbangannya menjadi
mun +cu+ kS +kun =or+¥

"Kesetimbangsn awal skan tefcapai (pads saat t = 0) dengan

w=0 dan u = 0 serta belum diberi beban dinamis,
sehingga didapatkan

k”éﬂ =¥

oleh karens itu persamaan kesetimbangan dapat ‘dituliskan

sebagai

mu +cu+ku = r

dengan mengingat 6] tidak Berubah menuraf wakfu (t) dan

st

w = & + u maka akan diperoleh

u=udan u = 1

Jadi persamasan kesetimzbangannva adalah

mu +¢cu+ kuyu =7

persamaan inl analog dengan persamaan'(3l4)'
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3.3.3 SISTEM DENGAN BANYAK DERAJAD KEBEBASAN
Perpindahan struktur yang meliputi lebih dari satu

arah perpindahan dari keseluruhan struktur disebut dengan

A AR A A B 4

N
c |

: 1 1) 2 '\‘

m I"i N

AT €112 S

B S S S A A S 4

Gb.3.3
. ..eistem struhtur:dengaﬁ.duankoordinat.perpindahan
siétem déngan_banyak déiajad kebébasan ataur Multi Degree
0f Freedom (MDOF).
'+ Pandang gambarlS.S, mempunyai dua arah perpindahan.

Perumusan persamsan geraknva adalah

 ¥¥F =ma, a adalah percepatan o N
mu, = - (°1+ c,lu, - (k1+ kz)u1+ r,
mu, = - (ca+ c4}u2— (k3+ k4)u2+ r,

persamaan ini dapat ditulis dalam bentuk matriks
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Bentuk diatas dapat ditulis menjadi

MU+ CU+EKEU =R (3.5
_dengan
= matriks masssa
= matriks redaman
matriks kekakuan

= matriks gaya gava luar.

. g W 0 o=
’ 1

R @ dan Y masing - masing sadalah percepatan,
kecepatan dan perpindahan
Perhatikan bahwa elemen elemen matriks tersebut adalah
simetris yakni
mij'= B C5 T OOy dan kij = kjt

dengan

m.Lj = eglemen matriks massa

womesgrezreTemen matriks - redaman oo s

vl

kijz elemen matriks kekskuan

i = 4,2, dan j = 1,2

Suatu struktur dapat terbagi bagi meniadi beberapa

bagian, pembagian ini diistilahkan sebagai diskretisasi

struktur. Paridang suatu benda H vang kemudian

- didiskretisasi menjadi tiga bagian
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(&)

lﬂi mz ma

(b3
Gb.3.4

Deskretisasi suatu balok secarc unun

rﬁﬂr fir
m ———> "1 i) —3 "2 mn
4 o 3
;4 k
2 )
I i} I 2
' 1 z
Gb.3.5
elemen - elemen batang vang mengalami pembebanan Luar
Apsbila elemen - elemen batang ini mengalami

pembebanan luar secara dinamis dan mengalami perpindahan
dalam arah yang sams (Gb.3.5) maka perumusan persamaan
gerak untuk sistem ini adalah

F=na

=]
o -
3]

1 - Ciui_ cz(ui_ uz}- kiui.— kz(uz_ u2}+ ri

=]
oo
H

2 - cz(uz; n;)— ca(uzﬂ u9>_ k2<u2_ uz)_ ka(uz

ua) + "rz
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= - - - - - - +
mou, cs(u3 uz) c u, ka(u3 uz} k4u9 r,

persamaan ini dapst ditulis dalam bentuk matriks sebagai

berikut
m O O [uil [01+ e, -c, g } [ui
0 m 0 a, i+i- ¢, c,t ¢, - e 1in,
0 0O m u, 0 - c+ 0 u,
k + kz - kz 0 u, r,
+ - kz kz+ ka - ka u, = r,
0 - ks ka+ k‘ U l r,
KU +CU + XU =R (3.5)
Perhatiksn bahwa .
m..=m,, ¢ . = ¢c.. dan k.. = k.. ,i = 123 dan

L} v vl pR7 LA | Jv

i = 4,23, CGleh karena itu mstriks massa, matriks redaman

dan matriks kekakwnan adslah simetri. Apabila elemen -

elemen batang tadi Jjuga bergerak kearah vertikal makz
setiap titik massa akan  mempunyai dua koordinat

perpindahan sehingga untuk keseluruvhan struktur akan

- mempunyai enam dersjad kebebasan.

Diskretisasi struktur seperti yang digambarkan di atas

sering digunakan dalam snalisis struktunr.dinamis. Matriks

- massa yang dihasilkan oleh diskretisasi struktur  seperti -

diatas disebut dengan matriks masss tergumpsal dan
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mempunyail ciri khusus sebagal matriks diagonal. Secars
phisik diasumsikan bahaws seluruh massa pads tiap potongan

adalah terpusat pada titik dimana perpindahan ditetapkan.

3.4 ANALISIS FREKUENSI GETARAN ALAMI ¢ BEBAS )

Persamaaan gerak untuk suatn sistem vang bergetar
bebas dapatl diperoleh dengan memandang persamaan
geraktanpa diikutsertakannya matriks redaman dan Jjuga

vektor beban (gaya ~ gava luar),vakni

MU +EU =0 (3.7)
di mens O adalah vektor nol. Masalah analisis getaran
adalah penentuan snatzu kondisi égar dari perssmaan (3.7)
dimungkinkan terjadinya gerak.
hntuk mencari solusi dsri persamaan (3.7) s&akan

dipandang suatu sistem dengan dersdjat kebebasan tunggal,

misalkan disasjikan dengan persamsan

mu +ku =0 (3.8)

dengan

ot dzu
n = rel fungsi—dari t

at®

Penyelesaian persamasn diferensial ini akan berbentuk

u{t) = G'ekt,'G konstanta sembarang

substitusikan penyelesaisn ini ke persamaan {(3.8)

2 +x])ee™ =0 o (3.9)
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bagi persamaasn 3.9 dengs G e)‘t kemudian masuksan notasi

w? :-%% sehinggs diperoleh

z 2 .
AT+ =0 gtsp Az ot oiw

sehingga solusi persamaan (3.7) menjadi

: a(t) = ¢ "4 g e’ (3.10)

dimana kedua suku yang diskibatkan oleh nilsi - nilai X

.dan konstanta G1 dan Gz menyatakan amplitude gerak yang

sembarang. Karena

e — = cos wt + ¥ gin o

_mska persamaan . 3.10 daﬁéijditﬁiié.menjadi

u(t? Gi(cos'wt - ¢ sin ot) + ¢, (cos wt -

i gin ot

(Gi_ Gz}cos wt + <iG1- iGZ}sin wt

1l

A ¢cos ot + B sin wt | (3.11)

derigan A ddn B konstanta sembarang, karena
sin (wt + 8) = sin ot cos & + cos wt sin &
maka persamaan 3.11 dapat ditulis
u(t) = z sin (ot + ©) (3.12)

dengan

fa g
1l

z sin @
B = 2z cos 8

® adalah sudut fase pada saat t = 0
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Sekarang zkan diursikan untuk HMHelti Degres Of

Freedom (sistem dengan lebih dari satu derajad kebehasan).

Pandang kembali persamaan 3.12, untuk sistem déngan
derajad kebebasan lebih dari satu u(t) skan berbentuk ;

natriks baris sehingga dapat dituliskan menjadi

V()

= Z sin (wt + &) (3.13)
U(t) = u (L) dan Z = z,
i=1.2,...,n _dengan n = banvaknys derajad kebebasan

dalam pe:nyataan ini Z menggambarkan bentuk sistem vang
tidak'béfédﬁfﬁﬁé képé&ﬁ t.. o o e

Bila diambil turvnan kedua dari persamaan  3.13,
percepatan getaran bebas diperoleh

2

ﬂ-J(Et) = —c-.'-.z Z s3in (ot 4+ &)z -w” U (3.14)

[k-Fuju=o
sekarang melalui aturan Cramer akan diperlihatkan bahwa

penyelesaian dari_persamaan simultan ini adalah berbentuk

. 0.
U =

R -E M

solusi non trivial dimungkinkan bila penyebut berharga 0O

"(déterminan = 0).Di taliskan
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Fersamaan 3.13 disebuf dengan persamaan frekuensi sistem.
Dengan memperluas determinan akan diperoleh persamaan
aljabar berderajad kebebasan n dengan parameter'wz, untuk
sistem yang mempunyai n derajad kebebasan. Ke n akar =

3

. . . . 1 2 n . -
akar persamaan ini ( o ,0 o , . - - s} menunjukan

frekuensi modus dari ke n getaran vyang mungkin terijiadi

- pada sistem. Meodus vyang mempunyai frekuensi terendah

disebut modus pertama, Vfrekuensi berikutnya yang lebih
tinggi adalah modus kedua dan seterusnvya.

Pari sini juga. dapat ditentukan  periode. getarannva.
Karena o merupakan frekuensi getaran sudut atau kecepatan
sudut dari getaran, ini diukur menurut satuan radi;n_

persatuan waktu. Frekuensi gerak diberikan oleh

f= -2
z 7
Karena
_ 1
T—'f_
maka
T = 27
w

Sehingga akan didapatkan periode getaran untuk = sebanyak

n periocde. Dan selanjutnya periode getaran juga diurutkan

mulai dari yang terendah sampai dengan = vyang

tertinggi. Feriode yang terendah disebut dengan Ta.






