BAB II

MATERT DASAR

2.1 PERSAMAAN DIFERENSTAL

Suatu Persamaan Diferensial adalzh persamaan vyang
didalamnys terdapat turunan -turunan
confoh "

1). —g‘g =24 1 | \

2). vt + 2 (v *%+ y '= cos x

Persamaan Diferensial Biasa adalah persamazsn diferensial

 yang hanys mengandung satu variabel bebas. contoh 1) dan = -
2). - | - |
Order(tingkat) persamsaan diferensial adalsah tingkat
tertinggi turunan yang timbnl, persamasn 1) adalah

order pertama; 2) adalsh orde tigsa.

PERS&HAAN DIFEREﬁSIAL CRDER n

Persamaan diferensial order n berbentuk

h n—41
P, d-z + P d ﬁ_f .0+ Pﬁ_1-gz- + P y=aQ
dx dx dx
di mana
P_O# 0, Pi’ P.z. 3oy Pn RN - ,' &dalah fung51 X - -atau
konstanta.

Jika Q = 0 maks persamaan ini disebut persamaan Homogen
Jika @ # 0 maka persamaan ini disebut persamaan tak

'Hdmégen"




contoh :

2

8. d Z - 4y 2y = 0, pers. homogen order dua
dx

dx

-

3
8). 2L _ex 4 12y = 12 1n x - 4, pers
- dx dx

tak homogen order tiga.
Jika koefesien PO, Pi; 5 . . . ;Pn merupakan suatu

konstanta maka persamaan tersebut dinamakan persamaan

diferensial dengan koefesien konstan.

PERCAMAAN DIFERENSIAL SIMULTAN

-Pandang persamsan -persamsan berikut

i dx dy .
2 + - 4x -y = e
dt dt
A <
dx _
— + B3x -y =0
L dt
" du dn
—1 2 4 u, = 1
dt dt
du dn
B{ — - 2 4 2u, +u, =1
dt dt '
au, |
— + — 4+, + 20, =0
" Persamaan - persamaaﬁ tersebut dinamakan persamaan

siﬁﬁltén(serentak} 'dengmrbéhQaknya vériabel'ﬁbebas -samé

_dengan,banyaknya persamaan.




Teorema 2.1 (teorema Taylor)

Misalksn fFf : R > R mempunyai turunan

(Nn+1}

dengan

orde n+l, f (x) di selang {(a-r,a+r) dan misalkaﬁ

ada konstanta M > 0 sedemikian sehingga berlakn

|.j.(n+:£)
Maka untuk setlap x di selzng itu, F(x)
diunraikan ménjadi bentuk

(x a) +

f(x) = f(a) + " (a)y(x-a ) + f7" (a)
+ f (a)(x—a? +

{n+1)

¥4 (x)]s M ditulis sebagai

(h-l-i)

(x)|= ¥ untuk semua x di selang  tersebut.

dapat

cgrf < ¥ R
Jika s=semnaa ruas diintegrasikan dari ¢ hingga x,
diperoleh

M (x-a)S F(x) - fT(a) £ H (x-a)

Ha511 1n1 dlntegra51kan pula darl a sampai x

dldapatkan

M Ga) o om0y L S0y - SV ay(xma) <

akan

maka




proses integrasi ini diulangi sampai (n-1) kali 1lagi

dan hasilnya adalah sebagai berikut

’ n+d
_H(xg-}!:a}!!) —= f(x)- Fla) - F'(a)(x-a) - Jru(a}(x—a)
(X ) H (x—a)n+1
- . e f (a) < CETeE

Jjiksa ruas tengah

FCX) - f(a) - Fr(ay(x-a) - f"(a)(x “’ -

- f‘h’(a}£§%$l~,-dimisalkan sebagai Rn maka akan

diperoleh

F(x) = fla) + 5@y (xma) + 700ty ),

+ f<n>(aj£§i%l_ + R

[4
R < H ' x- | n+1’
n (n+1)!

hasil ini dlsebut sebagal uraian Taylor untuk 7F{x)

disekitar x = a. Rn dinamaksan sebagai sukuy sisa

Teorema 2.1 terbukti

~ Dengan mengambil a = x, dan x = x, + h  maka akan

..diperoleh ... ... . 7 7
FCxo+ B) = FCx ) 4+ b FU(x) + BT F () +
Tzt
+ 07 F(x) + R
=




bila diambil x = X, - h akan diperoleh

Flxy- BY = F(x,) - h f7(x ) + h° frr(x) +
2!
+ (-DT R F(x) + R

n!

Contoh
1.Diberikan fungsi ekponensial v = ex, dengan menggunakan
deret Taylor buktikan untuk x = (0 deret teréebut

mencakup semua suku dari y ( tidak ada yang tersisa)

Bukti
v = f(x) = &F ——> (0 = 1
e ﬁ-f-§5§?; =
R f"<¥) = ¥ > FUU(0) = 1
Y= F(x) = eF > Frr(o)y = 1

BRVHETIF 3 €5 TS e O = T

sehingga dapat disusun suatu persamasn dalam bentnk

deret sebsagai berikut

_ xZ x> : x"
BRI 1 B 1 B S ¥

akan * ditunjuksn bahwa suku sisarya asdalah sama dengan
. nol. -

Anbil M harga maksimum dari fungsi eksponential.bada

‘interval I - yang merghubungkan 0 ke x, - Jika x>0 maka

H =_¢% tetapi jika %<0 maka ¥ = e = 1. Karena
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ﬁﬁu(t} = o' untuk semua n

didapatkan
n+ 4

e 17 s w

tel

dan _karena %0 maka .

n+ :._‘ !
Q-C\"l"——"“ =0 - .
(E+1y] N
sehingga didapatkan
an 0, dengan kata lain nntuk x = C deret ¢ adalah

berlaku untuk seluruh suku,

2.2.1 BEBERAPA JENIS® MATRIKS
Ma—tr,i ks
Matriks adalah himpunan skalar <(bilangan riil atan

komplek) yang disusun/dijajarkan secara empat persegi

panjang (menurut baris - baris atau kolom - kolom).
Skalar - skalar ini disebut elemen matriks. Matriks diberi
nama dengan huruf - huruf besar A,B,M dan lain -~ lain.
Sécara lengkap métriks A = (aﬁ) artinya suatun matriks A
‘vang elemen -'élemennya“'as'”déngan,'ihdéké'"i menyatakan
. b.aris.:..ke.;ﬁ....da.n .indeks.r.j.. menyatakan .7..ko.1om. ke=j - dari...elemen
elemen tersebut.

Pandang  matriks A = (aﬁ} ;v = 4238, ..,m dan
i= 423,...n, ini berarti ‘banyaknya baris = m dan

 banyaknya kolom = n ditulis-kan dengan
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~ -
a11 aiz ) a1n
az: azz N azn
A =
- a'mi a'mz * amn 7
Matriks ini dapat ditulis Ammmz(au), m x n disebut

dengan vkuran(ordo) dari matriks

Matriks Bujur Sangkar
Matriks bujur sangkar adalsh suatu matriks vang
mempunysaijumlah baris sama dengan jumlah kolom.

Barisan elemen mifm s . .,mnndari suatu matriks. bujur.

zz 2. "

sangkar Hﬁmdiagonal ntama dari matriks.

Matriks Diagonal
Matriks diagonal ialah wmatriks bujur sangksr vang

senus elemen dilunar diasgonsl utama adalah nol. Dengan

perkataan lain € = (cu) adalah matriks disgonsal bila

cij =0 untuk i = j

Matriks Identitas‘
~Matriks identitas (satuan)-ialah~matrikswdiagonalfyang~
elemen elemen _d_i_aéqnﬁ._l_._q.t.am_awa_ semua sama dengan 1. =
Dengan: pe;katéan iaiﬁ mafriks f édalah Vmatfiké
identitas bila iu-:-l-untuk i=1 d&n-iu = 0. untuk -i.

# 3.
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Matriks Simetri
Matriks D dikatakan matriks simetri bila pada elemen -
elemennya berlaku duz dﬁuntuk semua i dan j.0leh
karena itun matriks simetri pasti matriks bujur

sangkar.

Matriks Invers
Jika A dan B matriks - matriks bujur sangkar berordo n .
dan berlsku AB = BA = I dengan I matriks identitas
maka dikatakan matriks B invers dari matriks A dan
ditulis B = A™, sebaliknya matriks A adalah invers
dari matriks B dan ditulis & = 8% c

2. 2.3 OPERAST - OPERASI PADA MATRIKS

Penjumiahan

Jiks A = (au} dan B = (bﬁ) matriks berukuran sama

meakawAwthmadalahwmatniksWCmwdimanaﬁwcﬁzmmamﬁnmbﬁwwwwuntukwgvmmwmwm~

ij
setisp i dan j

Perkalian'
Perkalian skalsr terhadap matriks Jjika A suatu skalar

<biiaagaa>'aan'A'="tags“makg”matriks'xg'g xtaﬁ)} " Dengan

setiap elemen matriks A dengan M.

Perkalian'éntar matfiks.'Pandang métfiks A = (éﬁ} 

berukuran (p x a) dan matriks B = (bu)mberukuran - {g- X




13

r), maks matriks perkalian AB adalah suatu matriks C =
(cw) berukuran (p x r} dimans

¢y = aigsz + a.tzsz + .. .+ z:z.wlb:q‘i
untuk setiap i = 1,2, ..., p dan j = 1,2, ...,
Oleh sebab itu dalam perkalian dua buah matriks
disyaraﬁkan jumlah banyaknya kolom matriks pertama Ssma

dengan jumlazh banyaknya baris matriks kedus.Dan dalam

perkalisn matriks umumnya tidask dipenuvhi hukum komutatif

Tranpose dari suatu matriks

- Pandang sustu matriks A = (au) berukuran (m X n) )

‘maka tranpose dari matriks A adalah matriks A'bérukuran (n
x my vang didapatkan dari A dengan menuliskan baris ke-i
dari A, ¢ = 12 . . . ,m gebagal kolom ke-t dari AT atau
T .

A -(aﬁ}.

Sehinggs suatu matriks skan simetri bila A = AT

TransformasiCOperasi) elementer bada baris dan kolom dari
suatu matriks

Yang dimaksud dengan transforﬁasir(OPeraSi) elementear

.pada baris.atsu. . kolom .suatu.. matriks. A ..adalsh . .sebagai . . .

berikut: o
V—Pénﬁkaran tempaf béris keFi dan barié rké?j( baris
~ke-i dijadikan baris. ke-j dan. baris ke-j dijsdikan
baris ke-i), ditulis : H (&)

..=Penukaran tempat kolom ke-i dan kolom ke-i (kolom ke-i




14

dijadikan kolom ke-j dan kolom ke-j dijadikan kolom
ke-i) di : ij(A)
-Memperkalikan baris ke-i dengan skalar X = 0 di " tulis
RO
1
-Hemperkalikan kolom ke-i dengan skalar » = 0 di tulis
Ay
j
-Henambah baris ke-i dengan A kali baris ke-j ditulis
g PMa
'LJ )
-Menambah kolom ke-i dengan *» kali kolom ke-j - ditulis

KQ<K)A

Determinan suatu matriks
Determinan suatau matriks berorde n didefinisikan sebagai

suaty skalar yang dihubungkan dengan matriks bujursangkar

A =<ai.j}’ i = 1,2,. . . dan § = 1,2, . . vang
dituliskan
8‘1::., 842 en
a21 8.22 azn
D = det A =
ahi ahz a‘hh

dan didefinisikan untuk

b= PP

dan untuk n = 2 oleh

n = 1.

D. - ai.i.ci.i +_ ai.zc:i.z .+

(i_ = 1,2, ._.

.. atau n)

inTin
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atau

di mansa

= (- 4}
C’.'j = (- 1) Hﬁ

dan M.tj merupakan determinan berorde n-1 yaitu determinan
submatriks A yvang diperoleh dari mastriks A dengan cara
menghilangkan baris dan kolom unsur au(baris ke-idan

kolom ke-i).

2.3 INTERPOLAST .

Jika diberikan y = f(x},'xo < x = X maka untuk
setiap nilasi x =skan berkorespondensi dengan satun zatan
lebik nilai y. Dengan anggapan bahwa Fix) bernilai

tunggal, kontiniu dan diketahui daslam bentuk eksplisit,

maks nilai -~ nilai Ff(x) berkorespondensi tepat dengan

nnilal - nilai x vang dibérikan. Dengan'dewmikian hubungan
x dengan f{(x} dapat ditabulasikan dengzn mudah. Tetapi
seringkali diketahui daftar nilai - nilai (x_,v ).(x .V ),
| ,(xh,yn).yang nemenuhi reiési y = f(x) dengan bentuk
eksplisit tidak'diketahui"

. Dleh sebab itu perlu dieari cara untuk mendapatkan
nilai £A(x) antuk suatu- hafga x yéng diberikan, tanpa
-diketahui bentuk eksplisit dari F{x).:

Salah satu cara untuk untuk mendapatkan nilai f(x)

disebut dengzn  interpolssi. Interpolasi. adalah. -suatu.
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metode untuk mencari nilsi Ff(x) didalam intervsl (xo,xh)
vang nilsinvs diestimasi dari nilsi sF{(x) vang hilainya

diketahui disekitar titik yang akan dicari nilai f{(x)nya

2.3.1 INTERPOLASI SELISIH MUNDUR
Didefinisikan
v f = f - f__. sebagal operator selisih

mundur pertama

vy Zan -—an_.i

L [ foa™ fwa], sebagai

- operator selisih mundur ke dus. - -

dan seterusnya hinggs |
n n—41 n—-1
7 f = ¥ F - v F oo sebagai operator

n n n-1i

selisih mundur ke-n

Untuk n tertentu maks dapat disusun suatu tabel selisih

—mrhdur, “misalkan-—n-—= 4 -maka—tabelnya-—sadzlah--sebagat—— -
berikut
2 3 <+
b4 fn v v v v
b 4 f
X, f, V7, 3 '
o A4 PN S S N A PR I 4
X, P T ' v i,
v f 2 v f
3 <
Xa fa . v fd.
v £ _ )
4
xc& f4
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Teorema 2.2

Jika didefinisikan operator

D = /" (a)
maka aksn berlaku
2 3 4 -
D:l[v + T
o h 3 4 “
2 3 4 s -
. B = lz[ V + s AL g2 9
h 12 J
3y 4 -
D = —3( V + v +
h o
4 4
¥ :14[ v o+ ]
— h . R
xo_ Xn '
dengan h = — S, L= 1,02, ., . . . .1
Bukti

Diberikan sejumlah (n+1) buah nilzi-nilai dari x dan ¥

yakni (xu,fo),(xi,fi),, .. .,(xn,fn). Aksn dicari
fn(x) berupa polinom berderajad n sedemikian sehingga

fn dan fn(x} memenuhi daftsar tit?k tersebut

X, = x4 h
x: = x1 f.hm: xo”+”2h_...m
Xy =X, + h=x, + 3h
X=X +_h,:rx + nh
n n—4

sehingga f (x) dapat dltullskan sebagal
Yy o+

fn(x) = at a (x - X )t e (W - X )(x e




18

+a (x - x2) . . .(x- X,
sgar fn dan fﬁ(x) memenuhi himpunan titik tersebut
dipercleh
czf.‘) = fn
j;—z = fn + ai(xn—z - %)
f‘h - ‘fr.r—d. v fl"f
ai = =
X - X _, h
fn—zz fn + a1<xn 2 - xn) + az(xn 2 - xn)(x -2
- xn—1)
g | |
=f, 4 '——EB (x, . = %) + adlx , - x)
(x -z xn—x)

2

,ﬁ.n,v.mfg. - . o

2

[+ =
2

2t h

dan seterusnya sehinggs untuk ke—an didapatksn

_ Dengan kata lain persamasn itu dapat ditulis sebagai
suatin persamaan.selisih
v ¥

1! n
= -+ —_— > - + . . S
fn(x) fn h (1{ xn) . nt h
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(x - xn) N & S

ambil x = x_+ ph, maks

F(x+ph) = f+pV f + —— VS
21
p(p+li(p+2) 3 p(p+13(p+2)(p+3) ¢
+ 7 f o+ v F
' 31 m 4! n

p(p+1)(p+2){(p+3)(p+4) <+
v f

5!

p{p+1) . . . {p+n-1)  =»
+ : - i
R

jika persamaan ini diturunkan ke-p satu kali didapat

2p+1 =z 3p°+ 6p + 2
W h f;(xn+Ph) =V fn + ”» v fn + 5
a 293+ sz+ iip + 3
S ~wvﬁfn + " - mmﬂwfgwhmﬁwpq

diturunkan ke-p dus kali didapatkan

, 2 a 6p +218p + 11
h® F''(x_+ph) = 9 £+ (p + 1) V£ +

12
4
Vint
diturunkan ke-p tiga kali didapatkan
g ... .3 12p + 18 . 4«
h fh (xn-}-ph) = an + T v Jrn +

diturunkan ke-p empat ksli skan diperoleh
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4
4 IV _
W' S ix 4ph) = V74

Untuk x = x maka didapatkan p = 0, jadi

1 2 1 a 1 4 -
.h f;(xn) =V fn + — ¥ fn + — V.fh + — v fn
2 3 4
+ .
2 2 3 .11 4
h™ fir(x ) =¥ f ot Vi — Y o+
: 12
3 3 '3
h f;"(xn) =¥ fn + — v fn +
-4
h? 7V = V4f +
.”__“n.mxn).f.m.”n'; N

Jadi dengan x, =« akan didapatkan

1 1 =2 1 =a
fn(a):Dfn(a):;[th-l--—z—an r s,
1 4
P .
1 1 = 1 = I 4
D f (a)y = — [ V+ — 9 4+ e ¢ — 9+ ., .] r
" h 2 3 4 m

Karena f_(a) sembarang fungsi maks

I SR L I |
R D2 3 4

Dengan cara yang sams akan diperoleh.

1. 2 s 11 4 o
_}{_v + ¥V o+ — T+, ..]
h 12
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3 1 3 3 4
D:~—3[V+—V+ }
h 2
4 1 4
D" = — [ vy o+ . . . ]
4
: h

Sehingga teorema 2.2 terbukti.

Cbntoh
1.Diberikan fungsi F(x)} = 2x° + x, untuk x dari 0 sampail

dangan 4 disusun  tabel selisih  mundur sebagai

berikut
z 3 ) 4
o 0
2
1 2 2
4 G
v 2 5 2 8]
’ 5 g
3 12 2
8
N N S ?0, e
Carilsh nilsi fF?(4} !
Jawab
Dengan menggunakan rumus
L Y oL 12 I U T N
D= -—'[v'+ —V =V s — T . .']
h 2 3 4

'dimanaj§= X + h jadi h = 1, maka untuk 7’(4) akan

diperoleh
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1 1 = 1 = 1 4
Df4 = ug [ Vj4+ -; v4f + —g V4f + —; V4f ]
1 1 1 .
f’(4}31[8+—(2)+-—-(0)+—-(0)]=9 '
2 3 4

Jika dihitung secara langsung akan diperoleh

F7(4y = 2(4) + 1= 9
ternyata hsasil ini samé dengan peﬁghitungan dengan
menggunakan interpolasi selisih mundur, uantuk
perhitungan dengan ﬁelibatkén suku - suku vang lebih
banyak maka hasil perhitungan dengan interpolasi selisih
mundur akam berupa suatu pendekatan dari nilai yaﬁg.

sebensrnysa.






