BAB II
TEORT PENUNJANG

IXI.1 GRAPH

Di bawah ini akan dik e mukakan beberapa
pengertian dalam teori graph, serts sifat-sifat vang

diperlukan.

Definisi 2.1 3

‘.. Suatu graph o[V(s),E(a)] disingkat graph a,
terdiri dari
- V(o) (Himpunan simpul dari o) yaitu - berupa

himpunan tak kosong dan berhingga dari

unsur-unsur yang disebut __simpul/titik/vertex—

dengan notasi v, v =1,2, ... N,
- E(6) (Himpunan sisi dari o) vaitu himpunan
kosqng atau himpunan berhingga pasangan tak
terurut dari elemen-elemen V(a) yang disebut.

dimana

sisi/edge dengan ndtasi'(V;;vR atau e

-L.Jgk-bi}angan'asii'danfvs;vjs"V(a)f

" Garis (vt,vs) terhubung diantara simpul v, dan
v, maka garis (vt;vi)_dikatakan-insiden dengan simpul -
v. dan v..
i j

Sebaliknya simpuiuv? dan v dikatakan insiden dengan




garis (vi,vj)‘
Suatu pasangan simpul mungkin terhubung -melalui
beberapa garis yang berbeda, dan garis~géris tersebut
disebut Garis paralel.
Bilé terdapat garis-garis dari -pasangan siﬁpul vang
sama (vt,vi) maka garisnya disebut Ioop.

Suatu simpul yang tidak insiden dengan suatu

garis disebut simpul terasing (Isolated point).

-

Contoh :
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Garis e, pada v, merupakan  loop, demikian jugs garis
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e, dan ¢, merupakan dua loop pada titik v, Garis e,
dan e, merupakan dua garis yang paralel, demikian

juga dengan garis €, o dan e,

Titik v merupakan isolated point, karena tidak ada

. garis yang insiden dengannya}

Definisi 2.2

Dua simpul dikatakan bertetangga (adjacent) jika
kedua simpul tersebut dihubungkan paling sedikit

oleh 1 garis.

finisi 2.3.3
Subgraph a” didefinisikan éebagai paéahgan
[V(a”),E(a’)] dimana V(e*) € V(a) dan E(a*) =
E(e). Jika V(a’) dan E(a®) masing-masing subset

sejati.__dari. V(o). .dan-E(a)maka——subgraph-—— @™

disebut subgraph sejati dari o.

Jika V(e’) = V(o) dan E(e') subset sejati

dari E(o) maka ¢ disebut sparning subgragh dari

H




Gambar 2.2

a, adalah spanning subgraph dari a, karena :

V(e,) = V(o) dan E(s,) < E(a,).

o, adalah subgraph sejati dari e, karena

V(a,) « V(a,) dan E(o,) < E(a ).

Definisi 2.4 3

Derajat suatu simpul v. dalam graph @, notasi.. ... ...

davt> ialah banyakn&a sisi’ yang insiden ke

simpul tv

‘Perjanjian : Loop disuatu simpul memberikan nilai dua

‘untuk derajat simpul tersebut.

Jadi devos = 2.lv + n, dimana L, banyaknya loop
i i i

di simpﬁllét dan n_ : banyaknya sisi yang insiden ke
1 R

v,. Pada gambar 2.2 kita lihat ;.d(§1; = 4 = dev_y o di

a, dan d‘V;"5 2, devy> = 3 di o,. Simpul berderajat

satu seperti Ve disebut juga titik uvjung.




Selanju: sa, dalam suatu graph dapat kita

bentuk suatu barisan sisi hingga, dengan notasi v,V

¥

v v . . v v V —=> V > v > ., ¥ -V
127 ° * V-1V, atau o 1 2 S m-1 m
dengan sifat bahwa titik ujung suatu sisi merupakan

titik awal dari sisi berikutnya, kecuali simpul

pemula (v.) dan simpul akhir (v_).

Berdasarkan barisan sisi, kita definisikan

trail dan path.

.Definisi.2.5.:. . _

Treail adalah barisan sisi vang semua
sigsi~sisinya berbeda ( tiap sisi hanya muncul
satu kali). Jika simpul awal sama dengan simpul

akhirnys (vO = vm) maka disebut trail tertutup.

Definisi 2.6 :

" Path adalah trail dengan simpul-simpul yang
berbeda, kecuali mungkin titik awal dan titik
ujungnya. Suatu path disebut path tertutup jika
simpdl'éwal sama'déngaﬁ'éimpﬁl ﬁkﬁifnyarﬁégiv%};..w

- -dan-path -tertutup disebut sirkuit,
Perhatikan kembali 9, pada gambar 2.2.

Suatu contoh dari trail di o, adalah ;v¥;$ vgéouﬁ{»

Vg V,—> Va©? Vg . dan suatu-path dimu;adalgh. v,—

Vv v‘"',’ kemudian Sirkuit di .aii: v, - kf;_:, _v;;-&

v V > v > v
1 dan 2 Y 2




Definisi 2.7 :

| Dua graph o dan o dikétakan isomorf saturdengan
yvang lain, Jika ada kLorespondensi satu~satu'
antara simpul-simpulnya dan. antars sisi-sisinya
sedemikian sehingga hubungan . insidensinya
dipertah&hkan. Dengan kata . lain Jika
sisi e insiden pada simpul v dan v, di e, maka
sisl yang bersesuaian di ¢° misslkan e’ haruslah
insiden dengan éimpul v * dan v * vang

1 2

bersesuaian dengan simpul v, dan v,

Contoh

Gambar 2.3

Simpul-simpul v .v .v_.v_.v_,v_ bersesuaian dengan _ .
r » » - '_'_ 3 2
,V4,f5,v6 dgn 51s51-51s81 91.02.98.34(§5md,07,

e’ %y sesUairdengan o;,q;,e;,e:.e;,e;,o;.e;fe;

--mllil‘l Operasi Dalam Graph.

i) Penégabungan dua graph Pe, U e = a




vaitu berups graph dua komponen dimana V«g» =

ta y U Vea ta > = Eca » U Eca
Vea, v o’ dan E a E . Eca,

vy o ) V. v
s Vs
T e T T e ’ J"'l 'V-s.J Y A J{
6, g, &S,
Gambar 2.4
ii) Penjumlahan dua graph : a, 4+ a, = a,

vaitu graph yang dipercleh dengan menarik sisi

antara setiap simpul di o dengan setiap simpul.

ia_,
di e,

v \*

z ) v, vy
v,
s
Vs_
‘/
" . "
’/ A / o P
M Vo Y, J \ ’:,5 .
Gy L 6+ G,

Gambar 2.5
iii) Irisan dua graph o, Na, = o_ yaitu draph dengan
himpunan simpul V(a,) .n V(o) = V(e ) dan

himpunan garis E(G;) ek E(Gé) = E(Gs)

4
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II.1.2 Beberapa Jenis Graph
Berikut ini diberikan tiga macam graph vang akan
diperlukan dalam pembahasan selanjutnya.
1) Graph null CNj) yaitu graph vang himpunan sisinya
kosong, atau graph vyang hanya terdiri atas

simpul-simpul yang terisolasi.

Misalnya “5 H

V: 'vz
.
v
5
v? ' .y
4 =5
Gambar 2.7
2) Graph bintang‘(B1 N_t) yaitu- graph vang salah

satu simpulnya adjacent dengan semus simpul yang
lain.

Misalkan Bi,d
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3) Graph lengkap (LN) vaitu graph sederhana vang
setiap pasangan dari simpul-simpul yang berbeda
adalah adjacent.

Contoh L5

Gambar 2.9

Akibatnya graph lengksp Vmerupakan graph sederhana
vang banyak sisinya maksimum, yaitu : [ g ] = -é—.N
(N-1) sisi, dengan N adalah banyaknyva simpul.r
Bukti :

Dengan induksi matematika

¥) Untuk N = 1

Haka ada 1/2.1(1-1) = 1/2.0 = 0 sisi.
terbukti benar.

- *%)-Hisalkan benar untuk x simpul (R = x)
Banyak sisinya adalah : 1/2.x(x - 1).

_*).Untukmﬁwzmx.+ 1
Dari graph lengkap dengan X simpul,
ditambahkan 1 simpul. Karena merupakan graph
lengksp  maka 1 . simpul. tersebut - harus
'adjacentidengah'x simpul ﬁahg iain; Sehingga

terjadi penambahan x buah sisi.
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Didapat jumizh sisi
T = 1/2.0%(% - 1)+ 0x
= 172 ¥* - 1/2x + x
= 1/2 x° 4+ 1/2 x

= 1/2.x (x + 1)

= 1/2 (x + 1)x

Terbukti benar untuk N = x + 1.

IT.1.2 Beberapa Teorema dan Lemma Tentang Graph
Definisi 2.8
~Suatu graph o dikatakan terhubung Jika .- paling - -
’sedikit_tgrdapéf satu path yang méngﬁubungkan
setiap dua simpul dalanm o.

Contoh :

Y3

Gambar 2.10

_ Teorema 2.1 : R

Suatﬁ graph o dikatakan tidak terhubung jika dan

hanya Jika himpunan simpul vi» ‘dapat dipartisi
ke_dg}am_d@g himpunan tak_ kosong vang saling
lepas.yaitﬁ V;{G} dan"vz (G Sehingga tidak ada

sisi dalam o yang satu ujungnya berada di v (a)
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yang lain di VZ(G).
Bukti
Hisalkan ada partisi : v¢oy = v ear U v ocas
dan V9 N v <3y = @. Ambil dqa simpul sebarang -
a dan b di o, sedemikian hingga_a € v, e dan b
€ v_(ay, Haka tidak ada path yang menghubunghkan
a dan b. Sebab jika ada, maka terdapat paling
sédikit satu sisi yang satu usjungnys di vl(o)
dan yaﬁg lain di vz(a). Karena itu jika saty
partisi ada, o tidak terhubung.

. Sebaliknya misalkan o graph takm"terhubuné.-m
Ambil simpul a dalam a. Misalnya Q;(d)' himpunan
dari.semua simpul dimana teraapat suatu path
vang mehéhubungkan masing-masing simpul-tersebut
dengan a. Karena o tidak terhubung, maksa vi(c)

“-tidak memudt semua simpul dari g, DSisa-sisa

simpul membentuk himpunan tak kosong, disebut,
vz(a). Ini menunjukkap bahwa :tidak ade simpul
dalam vi(o) yang.dihubungkan ke sembarang simpul
dalam v;(o) oleh satu sisi.j Sehingga . terjadi
partisi. -Dari sini- disimpulkan ~ bahwa " Jika a

Pidﬂk_t?rhpbunaumaka ada_Partisi.padaiv«»._"_m._“”

Dengan - pembuktian- diatas dapat"'juga
dipertegas bahwa jika Eraph ¢ tak té#hubung,_lmaka d
dapat diekspresikan sebagai wunion ~dari'“gfapﬁ—graph

' terhubung yang terbatas dan _masinngﬁsing disebut
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komponen terhubung atau komponen saja.

Pandang suatugraph a dengan N simpul dan

banyak sisinya n, dan dev derajat simpul V..

Lemma 2.1 (Lemma Jabat tangan)

Jumlah_derajat semua simpul di e adalah 'sama

dengan dua kali jumlah sisi-sisinya.

Dengan kata lain

Bukti

Z divy = 2.n
t (-]
v, via)
i .

2
Ambil sembarang sisi e di a, e
menghubungkan dua simpul sebarang v, dan vj di a

(Simpul vangd insiden ke e). Hakamwﬁsisi o

memberikan nilai satu untuk derajat v. dan Juga
satu untuk derajat yj. J:E.ka_v.L sama dengsan vj,
sisi e berupa loop di simpul vizvj dan sesusai

dengan-perjanjian (halaman 6) memberikan nilai

derajat-~dua--untuk'm'vizvj. Karena e sisi

”ﬁepbaraﬂgzmﬂﬁkﬁmhﬂl_diataswmjugaj”bexlaku —untuk

semua sisi-sisi lain, beserta simpul-simpul yang

-insiden padanya di o. Jadi jumlah derajat dari

éehﬁa simpul—simpul_di 6 adalah dua kali banyak

".sisi dalam graph a.
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Teorema 2.2 :

Bukti

Andaikan a adalah graph sederhana dengan N
simpul. Jika o mempunyai k komponen maka banyak
sisi ¢n 3 dari o memenuhi : N-k < n, < %— {(N-k)

(N - k+1)

¢4> Semuls akan ditunjukan : ¢ A

(N-k)(N-k+1), Untuk membuktikan batas atas int,

kita misalkan graph o diatas mempunyai dua

komponen L; dan L, yang masing-masing merupakan

graph lengkap dengan banyak simpdl masihgfmasing

Ni dan Nj dimana Nt > Nj > 1, serta banyak sisi
masing-masing n_. dan ng; » maka jumlah sisi

kedua komponen tersebut adalsah:

3
n
3
+
J
H]

1 7 |
7 NN -1+ N (N1

1

2 z
(N, + N7 % N - N.)

Sekarang-rubah-Lt-dan~L1;"denganr graph lengkap

» e
lain L, dan L, dengan simpulnya masing-masing.

(Ni+1) dan (Nj—l) yéitu dengan ménambahkan satu

simpul milik. Lj ke L. - Jika sisi baru
masing-masing n>. dan n;j maka Jjumlah sisi

_kedﬁa graph lengkap baru tersebut:
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T DO+ S8 -1 -2)

n

1 2 2
- (N + Nj + N - 3Nj+2)

Perubahan graph ini memberikan perubahan sisi
sebesar nei'z ng - n, =N, - Nj + 1 yvang positif
{ karena N.L > Nj > 1 ) Pindahkan lagi satu titik
dari L} ke L;, terbentuk graph lengkap baru L:'

dan L’* dengan N'° = N’ + 1 = N. + 2 dan N."” =
j i i i, i

N; -1 =N - 2 simnpul, serta jumlah éisinya: )

1 7 1
—Z—(N.L+2-)<Ni+1) + —Z-—(Nj—z)(Nj—:a)

i 2 2
o Nt Nt 3N 5N +8)

Penambahan sisi ini, jika dibandingkan dengan
graph sebélumnya:

Mgz T R,7- Nt =N - N, +3>n_
('L'.L dan Lj) ialah
n _0_: n.i__l_ n = 2N —2N+4

ez o o« . } .

R I T

terlihat_adanya_kéngikan.jumlah.sisigyang makin

besar. Kenaikan Jjumlah sisi itu. tentu lebih

~Sedangkan penambahan sisi terhadap graph awal
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besar lagi kalau  pemindahan simpul itu
.diteruskan sampai komponen Lj hanya berupa satu
simpul yang terisolasi.
Proses pemindahan simpul demikian {untuk
membentuk graph lengkap baru) diperluas terhadap
graph sederhana dengan k komponen berupa graph’
lengkap juga dimana:
N1 2, Nz 2 .02 Nt 2 Nj > Nk > 1
Maka graph sederhana ini akan mempunyai jumlah
sisi yang maksimum ( pada akhir dari proses
~ pemindahan simpul) apabila. komponennya- berupa
graph lehgkap'dengan (NV— k + i) simpul . dan
(k-1) simpul yang terisolasi. Dan kondisi ini

memberikan jumlah sisi

(M1 = (N -k + 1N - k)

(ii) Kemudian dibuktikan N - k g n,
Untuk membuktikan bat&s bawah ini,

digunakan induksi terhadap jumlah sisi dari a, .

- Jika o berupa graph null hasilnya trivial

T Jika_qr;mgraph.sederhana N@simpul;"né“sisigf'“k,

"komponen berups graph dengan kondisi minimum

sisi yang  mungkin,  sehingga  'péngha§ﬁSan
sebarang sisinya menambah _.kohponen, maka
-penghapusan salah satu sisi di o ,  ‘menambah

jumlah komporien dari a.
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* Tinjawan untuk : n, T %

viagy © = v > -, U 1, 2, ... ,n

E(G) | = (v ,Vv), v v € Vin , i = i
1 i ]

Gambar 2.9
Maka_ : mn > N -k

e <

I >N - (N-1)

Jadi benar untuk n_ =1

Andaikan benar untuk n= 8 ; maka berlaku S >
N - k.

Dari sini kita hapus satu sisi sebarang dari 8§

sisl tersebut, maka sekarang mempunyaiW_S' =

(5-1) sisi dan k" = (k + 1) komponen sehingga
S5 =5+ 1dan k = k* - 1.

Dari : S > N - k
S* + 13N - (k - 1)
S + 1 > N — Kk +-1

8" >N - k'

Kesimpulan pada o berlaku : n,o2 N - k

LLemma 2.2 :

Jdika dua sirkuit yang berbeda dari ‘suatu graph

a;

masing-masing melibatkan =sisi e secara




Bukti
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bersama-sama > maka terdapat sirkuit ke tiga

dalam graph o vang tidak melibatkan e.

Misalkan sisi yang dilibatkan bersama-sama cleh
kedua sirkuit tersebut : (v;,vz) = e, sehingga
v, dan v_ adalah simpul-simpul vang insiden ke
e¢. Kedua simpul tersebut tentu saja dihubungkan
oleh kedua path vang berbeda, vaita path
Pl(:ci—e) sebagai bagian dari sirkuit pertama

ninus e dan path Pz(zcz—e) vyaitu bagian dari

4keti§a_(cs) vang merupakan gabungan dari kedus
path tersebut di simpul-simpul v, dan v, vang
tidak melewati e.

Ilustrasi

“msirkuitmkeduamminusue.fHaka kipa pé:dléh”ﬁithit'”

4 . o
— 3
QZ
<y
V1 \.Fz
3
eE! €5
v v
=
< ¢,
Gambar 2.10
= e -
.Ci ei ez e
Cé-z'g > e, > e, > e,
c = e > e T e T e > e

3 1 2 T3 DT S




Definisi 2.9 :

Isthmus atau Jembatan dalam suatu graph adalsah
suatu sisi e dalam graph terhubung yang dengan
menghilangkan sisi tersebut mengakibatkan graph

terpisah menjadi dua komponen.

Contoh @

Gambar 2.11

II.2 DERET PANGKAT

Definisi 2.10

Deret pangkat adalah sebuah deret vang mempunysai

. bentuk :

2 E n
a +8ax+ax + ...z= 2 a x
(=] 1 2 ™
. n=o

dimana a_ , a adalah konstanta.

1 »
L S L .
Pandang deret a + a x + a x + ... = E a x
[ i . 2 S n

Misalkan wurutan jumlah parsial deret tersebut SD, 51’

'S ,... dimana S = a
4 - =] o

S

i

. + .
ag aix
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Definisi 2.11

o0

Deret z anxn konvergen jika terdapat bilangan S
n=g9o

sedemikian sehingga 1lim S, =58

a >

II.2.1 FUNGSI PEMBANGKIT

Hisalkan ao,ai,az, ...adalah barisan

bilangan deﬁgan indeks n.

Definisi 2.12

Fungsi pémbangkit atau Generating Function dari

‘barisan tersebut adalah suatu deret. pangkat

- - : : 2

£(x) = a, + ax +ax + ... = E a x"  ..(2.1)

vang konve rgen ooenin Wimein T U e o TR

. 1 2 .. .
Penulisan tanda x° = I, x°, x5, ... diinterpretasikan

sebagal penulisan tanda aljabar atau simbol yang

mewakili bermacam-macam suku dari barisan a_ ,&, ,

Contoh*contoh Fungsi Pembangkit
II.2.1.a Diberikaﬁ koefisien : <a,> =1,1,1,
t=0,1,2,
Fungsi pembangkitnya adalah.

F(x) = 1 + x + %% +

H

:--iféf:r untuk |[x| <'1.

‘II.2.1.b Suatu barisan.koefisieh:<at> dengan éi' =

- C(N,i) untuk suatu N yang ditetapkan, dengan
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nilai

1 untuk ¢ = Q
N
C(N,i) = [L ] untuk i < N
U oo untuk i > N
maka fungsi pembangkit dari a, (sesuai
dengan teorema binomial) adalah
E(x) = C(N,0) + CN,1)x + C(N,2)x%+ .. +
CN,)x" + ... + CN, W)™
= 1”+ Nx + “é ' N(N41) x2'4“[1..ﬂiT"”-

I

(1 + x)"  untuk x| <1

II.2.1.¢c Pada contoh ini diberikan fungsi pembangkit:

£Cx) = (1 + x + x% + e )N

akan“dicariﬂmkoefisienmkoefisien dari f(x)

T tersebut. Berdasarkan contoh IT.2.1.a, kita

ketahui bahwa

Z 1
1+ x+x"+ ... = =% untuk [x|<i
sehingga : (1 + x + x° + .,,)N-: L S
o o . "(i;xf .
Dengan perluasan teorema binomial,

'dipérdleh.:

s 8}

: -N Y- :
(1-%"N = Z [ ].--<~x>r‘
’ r

r=o




~Lemma 2.3

(1-x)7N=

23"

r

o o]
; Z (-N)(-N-1) e CHorel)
ETe)

r

( l) (N)(N+1) (N+r-—1) (_1)rxr

N+ r - 1

@
2:
r=o
0
=0

Jadi koefisien dari fungsi pembangkit

(l-x)-N adalah

[ N+r -1 J

-
-

Banyak cara menyeleksi k obyek dari N obyek
vang berbeda, dengan repetisi vang tak

terbatas, adalah

Bukti

4

bilangan asli : a_, a

[N+k—l"

ko

Ada N obyek bertanda : 1,2, ... N dan
misalkan seleksi ' tertentu membeérikan k

g ey ak., .$usun....a.1.,. S

a » & dalam urutan tak menurun,

2’ k

ai:tak perlu berbeda. Dari urutan tersebut,

berikan 1abel_berikut E

1..,_ az + 1 ,

aj+ 2,_a‘ + 3, .., ag+(k-1)

dengan - penambahan : 0 ke ad ., 1 ke a, - dan
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seterusnya. Masing-masing suku tersebut
dengan label yang baru adslsih berbeda. Jadi
setiap seleksi dengan repetisi vang
terbatas dapat diidentifikasikan secara

unik sebagai suatu seleksi cari k bilangan

- asli yang berbeda dari bilangan asli 1,
2, 3, ..., k, ..., (N+k-1).
N + k - 1
k
Berdasarkan Lemma 2.3 diatas, maka

koefisien Fungsi pembangkit f(X)' pada contoh

IT.2.1.¢ vyaitu

[ N+ r -1 ]
. r )

merupakan banyak cara menyeleksi r obyek dari N obyek
yang berbeda, tanpa adanya batasan pengdulangan

(repetisi) untuk munculnya suatu obyek.
Beberapa Sifat Yang Dimiliki Fungsi Pembangkit

Jika *) E(x) =

N

e 7 R .
ax dan S = a + ax + a x° +
n Con (=] i 2

gbv1§

+ anxn sehingga linm § = s
L n. .+ e

._ C® B R .
kY f(x) = 2 bnxn dan Sn = bo + bix + bzx2 +
. n=o : ) o . . ’
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+ bnxn sehingga lim § = g**
n = X n

'Uﬁﬁigadipenuhi sifat-sifat berikut

a. Penggeseran

k '
X Hm:fa x" .. (2.3)
n-k
' a3 ~]
Bukti :
k k
x f(x) = x (ao + a.X + ... )
k k+1 k+2
T ax + ax + a.x +
[ 1 2
o 1 ¥ k+1
= a_ x + 8, _ X +... + & x + ax +...

... ..dengan ai=-0-untuk-t <0

.00
- n
= 2 an_k X
=0

b. Perkalian dengan konstanta

Jika o adalah konstanta, maksa

a f(x) adalah fungsi pembangkit - _untuk

og a
aoa a_,

1
Bukti :

o
™ 2
= = +
fF(x) z anx a_ ax + ax +
Nn=9o

'] X = a .+ + ...
f( ) (ao aix . azx -+ }

2
B+ ¥ T . ¥ Y4 ~+~Ga-x S
. (=1 1 2

af (x) :.§ aanxn : 1..._(2.4)
Akan dibuktikan bahwa of(x) konvergen. -
Bukti : | N | .
= ""Diketahui sn 5.35-4 aix +.a2xg S pan

LY

. . F3
. =-a  + + +
sehinggs limOU Sn a, t a x a,X
n
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0
af (x) = a 5 anxn = a§®
n=o

Terbukti af(x) konvergen ke aS’.

Penjumiahan Antar Fungsi Pembangkit

1B
18

dengan c¢.. = a. + b,
Dt Rk ST - 1Y P
Bukti :
N ¢ 1) " w ) .
! n
+ = + + ... ).
a_x z b _x (a a x + ax - )
n=-o n=go

2
(bo + b‘x + bzx + L)

= (a, +b) + (a, +b)x + (a, +b_)x* 4

2
= + + +
°, C,X + e x

o)
n
= Z c X dengan ¢, = a, + b.
n L 1 13
n=ao )

' n
¢ X konvergen.

Ing

akan dibuktikan bahws
. n

Bukti ¢
Diketahui :
& n
z a x = 3*
n
n=o
o - -
E b x" = s**
n
n-_ :
@ @ n
n -
maka ax + b x =8 + g°*
. n:Eo n ’ nZO n .
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o0
. . n _ » » e
jadi : z c x" =8 +5
"n=o

Terbukti bahwa chxn konvergen ke §* + §*°

~N~18

d. Perkalian Antar Fungsi Pembangkit

QO n [ra] n 0
- Lal

z a X . Z bnx = E c X Y (2.8)
n=ao n=o nzoQ

dimana ¢ = a b . ,» v+ =0,1,2, ... ,n

n L n—1

Bukti :

e n o n 2

E & X . E bnx = (ao + ax + a,x + ...).
n=9o n=o 2

(b°_+ bix +nb£x_ o0

' ' ) 2
.= +
(aobo)_+ (a°b1+a1bo)x +_(aob2 aib1+a2bo)x
+ (a°b3+a1b2+azb1+asb°)x +
' 2
= ¢, *t e x + c,X +

dengan c, = ai'bn_‘.L s .= 0,1,...,n

o o)
Akan dibuktikan bahwa 2 c_x" konvergen

n=Q

_ e "o _
CMaka ) ax™ . ) bx" = stse
=0




Jadi cnx“ = §* . g5
n-—-Q0

Terbukti bahwa

18

cnxn konvefﬁen ke 5" .8

Pada enumerator /fungsi pembangkit tree tidak perlu
dicari batas-batas konvergensinya.
aNxN menyatakan bahwa dari graph nnll dengan N

simpul bisa dibentuk menjadi a, bentuk tree yang

berlainan.

~IT.3 PARTISI ‘SUATU BILANGAN ASLI
‘Partisi suatu bilangan asli (H) diartikén
sebagai penguraian N atas m bagian bilandan asli
lainnya, yang lebih kecil atau sdma dengan N demikian

hingga jumlah m bilangan tersebut sama dengan N.

Misal

k, k. ky, ko ok
[ N, 3.8 2 1 ] adalah partisi tersebut.

dendan j bilangan asli tertentu antara 1 dan ~N
(1 <3 < N ) yang dapat muncul sebanyak M kali

dengan 0 < k < N, maksa

'k' % E + .00 4+ Ko+ L0+ k=
i 2 3

“lokgr 2.ké'+";f;'+ j[ki'+ R N.RN = N ..., (2.8)

Sebag&i'bohtdﬁ.ﬁ = 5 dipartisi atas

no: 1z 3 4 s

ialah @ [5]  [413 [31*1 [21°] (1]
o S 32y (2%
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terlihat bahwa pada salah satu partisi N = 5 atas m=4

bagian yaitu (21"] sebagai notasi dari [2111]

memenuhi kedua persamaan (2.7) dan (..8) diatas,

dengan j=2 dan 1, kemudian kzrl dan kj;S. Begitu pulé

_h‘pQQngartisi~partisi vang lain.

Dengan menganggap m bagian dari partisi sebagi m

kolom vang sakan diisi, maka proses pembentukan

partisi bilangan N tersebqt secara umum dilakukan

sebagai berikut

1.

Sebagai partisi yang pertama, isikan .angka satu

_pgqa_(m—l);kolomn_terakhir,~-kemudian sisa -angka

dari N sebut N1 diletakkan pads kolom pertama’,
Pindahkan satu angka dari kolom pertama ke kolom
berikutnya (kolom 2 dan seterusnya). Pada langkah

ini mungkin terjadi pemindahan yang bervariasi (ke

beberapa kolom), tetapi tidak boleh. _terjadi

duplikasi (susunan tidak berpengaruh). Misalkan
partisi [5421] = [5412].

Dengan angka yang sama di kolom pertama nungkin
dépat dipindahkan satu demi sstu angka-angka dari

kolom ke dua, ketiga dan seterusnys ke kolom lain B

. 'y.ang_ lebih .j&Uh..... .H.j_.sa.rl.kan....pad&. eon tOh di 1angkah3 RO

partisi selanjutnya -adalah [5331] dan [5322].

»

. Pemindahan angksa-angka tersebut dilanjutkan sampai

tidak mungkin lagi terbentuk partisi baru. Sebagi

contoh jika partiSi di langkah 3 diteruskan, maka

[3333] dinotasikan [3°] adalah partisi terakhir




dari N = 12 atas m = 4 bagian.
Dengan pola diatas, kita dapatkap tabel

sebagaimana terlihat pada lampirar 1.
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partisi






