BAB II
MATRIKS DAN SISTEM PERSAMAAN LINIER

2.1 Matriks

2.1.1 Definisi Dan Jenis Matriks

Definisi 2.1
Suatu matriks adalah rangkaian berbentuk persegi

panjang dari bilangan-bilangan yang tersusun dalam

baris dan kolom, himpunan elemen mendatar disebut

baris dan elemen yang tegak disebut kolom. Matriks
diberi- nama dengan huruf besﬁr dan diberi notasi

[ 1. Secara lengkap ditulis matriks A = {a. .}

mxn L]

artinya suatu matriks A vang elemen-elemenya a.Lj

dimana indeks i menyatakan baris ke-i dan indeks j

menyatakan kolom ke-j dari elemen. . (mxn) disebut

ukuran atau ordo dari matriks, sehingga 1i =

1,2,...;mdan-J = 1,2,...,n
aii 312 et ain
A = 24 22 Zn

a a e a
mi m2 mn

. Definisi 2.2
Matrks bujur sangkar berordc n adalah suatu

matriks-dengan banyak~“bar15'-sama--dengan"banyak




kolom = n. Barisan elemen s , a

14 a

22° T2 nn

disebut diagdnal untama dari matriks bujur sangkar

A ftersebut.
Contoh 2.1
A= 3 1 2z adalah matriks bujur
1 -1

sanghkar berordo 3

Definisi 2.3
sangkar yang semua elemen di atas diagonal utams

sama dengan nol.

Contoh 2.2

“] adalah matriks segitiga bawah.

1 U
b3 2
1

L

o o

o Definisi 2.4
Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar
vyang semua elemen di bawah - diagonal utama sama

dengan nol.

. Conteh 2.3




Contoh 2.3
z 3 1
4 5 adalah matriks segitiga atas.
1] 0 7 4

Definisi 2.5
Hatriks diagonal =adalah matriks bujur sangkar
dengan elemen-elemen kecuali elemen-elemen

diagonal utama adalah nol.

Contoh 2.4
0 0 o
0 adalah matriks diagonal.
0 1

Definisi 2.8
Hatriks identitas adalah matriks diagonal dengan

elemen-elemen pada diagonal utama sama . dengan 1,

dan dinotasikan dengan I atau-In dimana n adalah

- ordo matriks tersebut.
Contoh 2.5
I. = 0 1 C adalah matriks identitas
..berorde 3

Definisi 2.7

.Matriks invers adalah matriks bujur. sangkar ..yang.. ..




dinotasikan dengan Adyang dibaca invers dari

matriks A, dimana berlaku hubungan AA *= A™%A = 1

2.1.2 Operasi-Operasi Pada Matriks

Definisi 2.8

Jika A

= a” daﬁ B = bu- matriks--berukuran sama,’”
maka A + B adalah suatu matriks ¢ = cu dimana CU~
= a,. + b . untuk setisp i dan j atanu A + B = a. .
3 I & ij
+ b
,L‘I
Cohtoh 2.6
3 1 z2 2]
A = 5 | dan B = 1 3
5] 1 3 2
maka
I 3 1 2 ] [ 0 B ]
e A B i
- 8 1. 7 4 L 5 3 2 4
[ 340 1+2 2+6
4+1 2+3 5+4
L 5+5 1+3 7+2
. 5 -
J 11 4 -
2.9

Definisi

Jika A = a.. dan B ":'btj matriks berukuran sama,

R




maka A - B adalah suatu matriks C = cu dimana Cu
= a .- b, untuk setiap i dan j atau A - B = 4. . -
ij ij i
b...
ij
Contoh 2.7
4 I 2 T D S j
A = 5. 1 7 dan B = 2_ 5
B 5 .1 7 5 A
maka
4 ) 4 ]
A - B = 5 1 7 - 2
5 7 -
= 5- 1-2 -
=~ 8- 3-7 ~§
[ 3 -2 1 ]
= 2 -1 2
g 5 =4 =
. Definisi 10 ..
Kalau X suatu skalar (bilangan) dan A=z a, maka

matriks X A = A au.

Contoh 2.8

4
3 g -1 maka
5

L




10.

3A = 3 3.0 3.-1
3.2 3.1
1z g 21
= g 0 -3
15 3 3
Definisi 2.11
Bila'A(mmf:aﬁ dan Buww = b.Lj maka perkalian A
B adalah suatu matriks € = ¢.. .dimana c.. =
] {PXI} 1} ]
i=1,2, ..., p dan 3 =-1, 2, ..., . . Syarat

perkalian matriks adalah banyaknya kolom matriks

pertama samadengan banyaknya baris matriks kedua.

Contoh 2.8
[ 3 1 4 ]
A, = | 2 1 0 | dan
L 1 1
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[ 3.342.240.1 3.1+42.140.0 3.442 040, 1

1.3+3.2+1.1 1,1+3.1+1.0 1.4+3.0+1.1

2.1.3 Determinan

Setiap matriks bujur sangkar A selalu dikaitkan
dengan suatu skalar yang dlsebut determlnan_ matriks
' terbcbuL dan dltulls éebagal det CA) atan | A }.
Definisi - 2.12

Barisan bilangan-bilangan (j;, jz, e, J_2

dimana berlakn dy # Jyentuk 1 % kK (i dan Kk =

1,2,...,m) S&rt&lji salah satu dari bilangan asli

(1, 2, -+« » n) disebut permutasi.

Centoh 2,10
Sebagai contoh (2,3,1,4,5) adalah permntasi.

Definsi 2.153
Yang dimaksud dengan  sebuah invers pada suaty

permutasi (j., -j#, ~++» J.)  lalah adanya 3

mendahului § 07 padahal 3. o« (i dan k =

L k

r, 2, ., on).
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Contoh 2. 11

Misal =ada parmﬁtasi (2,1,4,3) terdapat 2 inversi

vaitu
1. 3, = 2 mendahului j, = 1, padahal 1 < 2.
2.3, =4 mendéﬁulu§7j4_;,S,NQadahalWS < 4.

Contoh 2.12

Permotasi (4,3,1,2) banyaknya inversi ada lina

'yaitu_:

1. ‘j.t = 4 mendahului jz = 3 » badahal 3 < N S
2 j1 = 4 mendahuolni ,j3 = 1, padahal 1 < 4,

3.-,j1 = 4 méndahului j4-: 2, padahal 2 < 4

4 jz = 3 mendahnlni j3 = 1, padahal 1 < 3.

e
[V

%

5. jz = 3 mendahului J. = 2, padahal 2

Definisi 2.14

'Jika_Bah?aknya inversi suaty permutasi adalsh

bilangan ganJll makd dluebut permuta31 ganjil .. . .

dau dalam hal lain dleebut permuta51 genap .

Contoh 2.13

Pada contoh 2.11 adalah Dermutasi genap,

sedangkan contoh 2.12 adalah Permutasil ganjil

Definisi 2.15

Misalkan (3, jz,. 3, ) suatu permutasi, maka

‘tanda darl permut351 ter5¢but dlthllb 6 (J i jz,"
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> J,) adalah & (3, J j)=+1, bila

2)“',

(3,, dy» +-.» J,.) genap, dan = -1 bila (3,:3,,.

.,jn) ganjil.

Sekarang pada.matriks bujur sangkar A berordo n : _

O a

aii aiz in

A = z1 22 Z2n
a a a

ni nz. ~U° nn -

_terdapat hasil kali antara n elemen-elemen dari A vang .
- masing-masing terletak pada baris yansg Berbeda dan
kolomrfahg befﬁeda (:sﬁatu hasil kali yang wmengandung
hanya satu‘elemen dari_sgtiap baris dan setiap kolom J}.
Untuk memudahkan diambil suatu hasil kali dari n
elemen-elemen yang barisﬁya telah diurutkan (boleh pula

_kolomnya vang dinrutkan), maka_setiap hasil kali-antara_.

n elemen matriks A tersebut selalu berbentuk :

(k). a, ., &a_. , 8. , ..., & . dimana subecript
1] 2] aj nj
1 = i 3 . [a 8

J, menunjukan kolomnya. Karena masing-
masing faktor haruslah elemeﬂ—elemen vang
datang dari kolom Yahg be:beda maka barisan
.”(jl,”mjégng,jﬁ>(”adalathéuatu_ wﬁermutasi,mﬂ_;m.‘wM‘q
Apabila hasil kali (%) dilengkapi dengan
memberikan tanda dari permutasi (ji, i,

., jn) tersebut maka hasil kali
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CRR) & (3, 3, -, .o a5 8y veel B
. 1 2 n

disebut hasil kali bertanda dari n elemen-

J zj N

elemen a ., &, , ..., a
. 1 z ™

Definisi 2.16
Determinan dari matriks bujur sangkar A . berordo
n adalah jumlah dari semus n ! hasil kali bertanda

dari elemen—elemen matriks A tersgbut, ditulis

det (A) .: IAI 3: A é(-jijj_z).- .- ’jn)‘alj az_} )

1 z
a . .
Contoh 2.14
a a a
21 12 A3
A = & :
&, a,, a,. berordo 3
1 3z 3a

& a a
|
1

-ter_giap,ant_ﬁmin;_::;;.78mha-sviwlm—"ka"lﬂ e

(1. a, @, a,, » peruutasi (1, 2, 3) b anyak

inversi D (+).

(2). a,., &, gm_ » Permutasi (2 , 3., 1) banyak

inversi 2‘(+),

(3). a . 8,, &4, » Permutasi (3 > 1, 2) banyvak

inversi 2 (+).

(4, a a__ a_ » Permutasi (3 ,

13 %2z %4y 2, 1) banyak
inversi 3 (-).




.innversil (7.

(8). a_ a_ &, |,

1z “z1 “aa

innversi 1 (-).

permutasi (2 , 1 ,

15

3) banvak

Jadi det¢a) =
Contoh 2.15
a
11
A = .
&
24

maksa terdapat

nt = 2.1

1)

2 buah perkalian

(1). 8,8, pérmutasi (1,2), banyaknya invers)
0 (+).
62??%%%&53 peérmutasi (2,1), banyaknya invers,

1 (-).

Jadi det(A) =

Definisi 2. 17

Yang dimaksud

Suatu matriks

(1), Penukaran eleumen

dengan operasi baris

A zdalah sebagai berikut

baris ke-i dan

baris ke-j ditulis_OH(A).

LQ):,Memperkalikan ----t:.:lvs:.rms:n"=

elementer

elemen

“baris’ "ke-i dengan |




186

skalar A = 0 ditulis 0. ™(a).
(3). Menambah baris ke-i dengan X kali baris

ke-j ditulis 0™ (a).

t
Contoh 2.18
3 -2 1
A = 5 4 maka
2 1
1 & 3 4
0, (&) = 3 -2 1
' 2 .3 .1
3 -2 1
09(2)(A) - 8 4
" 4 2
. @ 7 4 3
13 (A) = 8 5 4
SR e oo

Definisi 2.18 =

Contoh

Apabila dikerjakan satu kali (single) operasi
elementer terhadap suatu matriks identitas I,

maka matriks hasil operasi elementer itu disebut

matriks elementer E.

2.17

'Hatriks—mafriks elementer dari I_ misalnya
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| 0 0
0, (I) = 1 0
o 0
O_cz: 1
s (I) =
= 0 0
1 0
1§ -
0, (1> = 0 1

Thsorema 2.1 - -

Jika matriks - elementer & dihasilkan  dengan

mélakukan sutu kali operasi baris tertentu pada
I dan jika A adalah maﬁriks mxn , maka hasil
kali E A adlah matriks yang dihasilkan bilsa

operasi baris yvang sama ini dilakukan pada A.

—BUKEI

Untuk operasi baris elementer OU’

" -
aii aiz e ain
a21 8'22 e a21-;
A = ai.j. ai.z e ai.n dan
a. a . A -
14 12 n
S a2 ST - S [ SR
B Pz e B
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1 3] 0
0 1 0
I = 0 0 i baris ke-1i
_é 0 baris'ke—j
. 0. 0. s I §
| koibm"koldm
ke-1 ke-3
11 &12 in
21 zz2 zn
"M_Oﬁ_(A)_;w"mn_aj1mmajz_hh,majn
i1 22 in
mi me mrs i
[ 0
1o 0.
0, (1) = 0 0 1 baris ke-i
1 baris ke-j
"L 1] 0
kolom Lkolom
ke-1 ke-3
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a,, B, ... 8
8,, 8,, ... 8,
E A = aji ajz Cee ajn' = O.Lj (A)
vl ai_z e ai.n
i ma @2“"'“ mn |
Untuk operasi baris elementer O?ﬁ dan
Oi?udapat dibuktikan analog dengan = cara
diatas. -
__Conteh 2.18_
3 -2 1 ] 7 1 0
A = 5 4 J dan I, = 1
2 3 1 0 3]
3
0,78y = 8 5 4 sedangkan
' 2 3_ 1
: 3
e 2D I e - - _
Oia (Ia> = 0 1 0 = E
1
didapat
5] -2 i
5




7 4 3
= B 5 4

2 3 1
- 0.7 )

Definisi 2.19
" apabila dikerjakan operasi elementer tunggal

terhadap matriks identitas I sehingga
menghasilkan matriks - elementer E, operasi
elementer tunggal terhadap natriks elémenter -E-
tersebut untvk menghasilkan kembali natriks
igéﬁgitaéuimé;géﬁﬁ£”m;§er;g£"miﬁQQQQM-;iéﬁenter,
dapat ditulis

OUQI}-: E maka OU<E> = I

‘ A x)
Oi (I) = E maksa Ot (E) = 1
78] (-2
vl 1]

_ atan dengan kata lain

. A A
Operasi elementer Ole s O: n OU‘é berpadanan

dengan operasi invers elementer berturut-turnt

0TI =1 1. 0. 0 | = E mnaka




Bukti

21

1 0
0,, (E) = 0 1 0 = I
0 1
1 0
0 anp=1] o 0 = E maka
e
0 0
1.2} _ ' -
0, ""(E) = T = I,
. o o 1
[ 1o B
(&3 -
Oia {Ia) = O 7 1 0 = E maksa
' L0 1
I 1 T
=3 _ _
0,, (E) = 0 = I
- L D .

Theorema 2.2

Setiap matriks elementer memiliki invers dan

inversnya adalah juga matriks elementer.

Jika E adalah matriks elementer hasil operasi

elementer terhadap I, -dan Eo adalan matriks

elementer hasil operasi - invers  elementer yang.

berpadanan terhadap I. Berdasarkan theorema 2.1

dan - berdasarkan bahwa operasi elementer akan

saling meniadakan  dengan operasi invers




Contoh 2.20

elementernya maksa. @

E E, = I dan E,E =1

-
3]

sehinggs E adalah invers matriks elementer.

A @, ; - 'L:_ ' '_
O, (I = 8 1 0 =
- 0 g i
: 1 0 -3
...0.13(“3)(1, ). = 0. 1 0 =
- O g

0 o 1
[ ‘0 -3 7 0
= 1 0 0
' R I B
1 0 g 7
={ 0 ‘1 g
Lo o g |
= I
3

Definisi 2.350

Suaty matriks berordo m x n

" &selon baris Jika memenuhi dua

(1). Setiap baris dari k baris

“unsurctak nel; dinana 1 <

 disebut watriks

sifat berikut

pertans mempunyai

kK € m dap Semua unsar
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pada m - k baris lainnya salah nol.

{(2). Unsui tak nol yang pertama dari setiap
baris tak nol adélah 1 { disebut 1 utama Y,

Jika bilangan 1 utama dari baris ke-i
(1 =1 =k) terletaklpada,kOIOm'ke_tt maka

L. <t <...< t

Contoh 2.21

1 z k°
0 1 b13 b‘*. bi.5 b16
0 0 g 0 1 bad
=0 HE 0 0 3] 0 43

adalah suatu matriks eselon baris. Elemen-elemen

bia’ b14’ bis’ 15’ bzs’ b26’ bac boleh

sembarang bilangan.

sebuah vektor B, = [a,. 2

Defimisi-2v21

Pandang matriksl A berordo m X n 'dengan

élemen—elemennya bilangan riil.

a11 aiz "'aih
A = z1 22 Zn
ami amz amn E

Tiap-tiap baris dari A dapat dipandang sebagai

I TR a%nlun o




[ws]
H
o,
o

™
o

dan disebut vektor-vektor baris dari matriks A.
~Analog dengan vektor baris vektor-vektor kolom =
dari A adalah : A1 = [an} a

-t ami]

Az [alz’ azz’ T mz]

An :“[ain’“azh’ ’“ath
2.2 Sistem Persamsan Linier
Definisi 2.22
Persamaan linier adalah '~ suatu persamaan
berbentuk ax +*oax + ... + aXx = b ....{(2.1)

dengaﬁ ét'dan b.SKAIBI.N&t disebut koefisien dan

b disebut konstanta, X, disebut variabel-_“dengan o

i = 1,2,....,n. Sekumpulan harga variabel

katakanlah x, = ki, x, = kz,..., x = kh ini

disebut -solusi ataw jawab dari persamaan (2.1)

apabila terpenuhi

n n

Definisi 2.23

Sistem persamaan linier simultan adalah susunan
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m buah persamaan linier berbentuk :
+ =
aiixi + aizxz eee t ainxn b1
+ + €« == : ---- -
aZixi azzxz + aZth bZ (2 2)
G Bty TR h A X e=rh
dapat dituliskan sebagai perkalian natriks
241 Bz e '?'i’n Ry bi
3.2.1. 8.'22_ s azn X.Z = R . bz
ratau A X = B L L. (2.3)

Theorema 2.3
Setiap sistem persamaan linier tidak memiliki
Jawab, memiliki satu jawab, atsu memiliki banyak

Jawab.

Bukti
Jika A X = B adalah sistem persamaan linier,
salah satu berikut ini berlaky
(a). Sistem tidak memilik jawab.

(b). Sistem memilik satu jawab.

(c). Sistem memiliki lebih dari satu jawab.
Bukti ini lengkap jika dapat diperlihatkan bahwa
sistem memiliki banyak jawab seperti pada  (c¢).

Diasumsikan bahwa A ¥ = B memiliki 1lebih dari
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satu jawab dan misalkan X1 dan X2 adalah dua
buah jawab. Sehingga berlsku A X1 = B dan A X2=B
pengurangan kedua persamaan memberikan AX1~AX2=O
ataun A (X1 - Xz) = 0. Jika dimisalkan Xo = Xi—X2

dan misalkan k sembarang skalar, make :

AKX +kX)=AX +A (kXD
1 0 i [o]

AX + k(A Xo?

11

B + k.0

B+ 0

1%

Jadi X + k X adalah jawab dari A X = B, karena

terdapat -banyak pilihan untuk k maka A X = B

memilikl banvak Jawab.

Untuk sifat (a) atau sistem persamaan linier A X = B

~tidak-——menitik——Jawabs—bita——rCA)y—r(ATBY T Bila

r(A) = r(A,B)sistem persamaan linier A X = B akan
-ﬁéﬁiiiki.minimal ”séﬁdlujéwéﬁ. éisééﬁ Vakah..héﬁbﬁnyéi
jawab tunggal bila r(A) = n dengan n adalah jumlah
variabel atau jumlah persamsan pada A X = B. Untuk

mengetahui banyaknya rank dapat dilakukan dengan

mengubah matriks n x (n+1) sisten persamaan linier ke -

bentuk matriks eselon dengan melakukan operasi baris

elementer. Banyak baris tidak nol adalah banyaknya
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Contoh 2.22

X+ Y- Z

i
bt

2X + 3Y + aZ 3

X + a¥ + 3Z

2
- Tentukan nilai a agar sistem : =

fa).'Tak-membﬁnVai jawab;

(b). mempunyai lebih dqri satu jawab.

{c). mempunyai jawab tPngga1. |

Sistem persamaan dalam bentuk matriks lengkap

%ALY

[ el
I
[y
F.._L

H
m
W
%]

1 1 -1 1

o

- 0 0 4-(a-1)(a+2) | 1-(a-1)

}=—

- 0 0 ~(a+3)(a-2)

N

-2 -

" Jika koefisien Z pada pérsémaan ketiga tidak |

nol, maka ada satu jawab. Jadi a # 2 dan a #» -3.
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Dalam hal a = 2 persamaan ketiga adalah 0 = 0
dan sistem mempunyai lebih dari satu jawab.
Dalam hal a = -3 persamaan ketiga adalah 0 = 5§

- dan sistem tidak mempunyai jawab. -

© Theorema 2.4 .
Jika A matriks berordo n x n yang memiliki
invers, makg untuk senbarang matriks B berordo
'n x 1 sistem persamaan A X = B memiliki satu

jawab vaitu X = A * B.

_mmsuéti_
| Karena A (A B ) =B maka ¥ = A B  adalah
Jawab dari A X = B. Untuk memperiihatkan bahwa

ini satu-satunya jawab, diasuﬁsikan XO adalah

Jawab yang lain dan Jjika X, Jawab maka akan

...... . ditunjukan.Xc.:.A:?.B. Rarena X_ - adalah . Jjawab,

maka A X = B. Mengalikan kedua sisi dengan A

diperoleh X = AT'R jadi X_ = X.

Berdasarkan theorema 2.4, maka antuk sélanjutnya
pembahasan hanya menyangkut sistem persamaan linier
dengan matriks koefisien bujur sangkar dan memiliki

invers ( D ®# 0 ), '






