Permainan G = (X,Y,4) disebut

2 Y, = Y

Definisi 3.1.4 :

BAB III

STRUKTLJ:R UMUM PERMAINAN STATISTIKA

Pendahul uan;

Definisi 3.1.1 :

Permainan G:délém bentuk normal disajikan

tripel (X,Y,4), dimana X dan Y

ruang stratégi murni bagi P, dan P

fungsi pembayaran yang didefini

pasangan (x;y),fx e X, ve Y.
Definisi 3.1.2 :

jiks X dan ? ke@uanya mempunyai
berhingga.

Definisi 3.1.3 :

dengani
masing—masing- adalah
dan M adalah

z

sikan pada X X Y dari

permainan berhingga§

elemen-elemen yang?
dari:

2,

Permainan G; % (X;,I;,h;) adalah reduksi

permainan Gi = §(X1,Y1,H1), ditulis Gz r Cr’1 jikai

dipenuhi :

1) X, = X  dan terdapat fungsi g Y —s ¥,
sedemikian sghingga Hi(x,y) i Hz(x,g(y)}, untuk’

semua x € Xijdan y € Yx. Atan

2 1 dan

sedemikian sehingga M (x,y) =

semua X € X dan y €Y .

terdapat fungsi f‘

A A

M (£(x),y), untuk’

FPermainan t’}.fdzaLr'léG?‘E adalah ekivalen Jjika terdapatz
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berhingga barisan permainan GO,QH .,G;, dimana -
= & dan G; = G*j dan untuk i = 1,2,...,n berlaku
G r G atau G'r G .
[ A § 1 ' 1.? 11
Pandéng ﬁermainan yvang disajikan dalam:bentukz
tripel G = (X}Y;H). Jika P, memilih x_ € X sebagai
strateginya, maga ia akan mendﬁpat tarnhan paliﬁg?
sedikit A_(x,) = inf M(x,,y). sehingga harga
perolehan térke¢il dari @& adalah
An = sup A(x) = sup inf M(x,¥).
xEX XEX YyEY

Demikian jﬁga %jika Pz memil

24

G

?h ¥, € Y sebagai%

; [ : :
strateginya, maka ia akan mempayar paling banyak:

Y (v,) = sup %(x,yo). sehingga harga

xEX

terbesar dafi Ggadalah

"
v o
a. ;
yEY

Theorema 3.1,1
Jika G = (X;Y;M) permainan, mak

dan y, = Y berléku : A(x ) =Y

Bukti

 Untuk sebarang x,€ X dan y € Y,

t

pembayarani

inf Y _(y) = inf sup M(x,¥).
YEY xEX

a untuk setiap x, X:

*
v
ad

<

E
L (¥, 2 dan A =

berlaku

% inf M(xg,¥) < M(x_,y,) < sup M(x,y))
vey 5 poxex
. 5 |
Jadlino(xo) = YG(YO)
L i
£ 3 sup inf M(x,¥) = sup M(x,Yo), Vye¥
XEX yEY | x EX E ]
sup inf M(x,y) <€ inf sué M(x,v)
xEX yEY x&X

vey

i
E
:
t
¢
:
[
[
f
E
i
}

%




Jadi A =< v
g —i

a

Definisi 3.1.5 :

Pada permainan G = (X,Y,X), jikd A

v disebut harga permainan optin

Definisi 3.1}8 :

Pada permainan G = (X, ¥, H4),

permainan dari ﬁ maka strateéi terbaik bagi P

31%& v,
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*
G

* . .
Vo T Vg maka -

tal dari G.

adalah harga;

1

adalah memilih x e X yang memenﬁhi A(x y=v_ , dan.
5 o | g "o g %

strategi terbaik bagi P, adalzah

memenuhi Yc(yo) = v

%emilih Vo€ Y

yang

Dengan meiandang £ sebag%i suaty distribusi .

kemungkinan (fungsi kemungkinan) yang didefinisikan

atas X, maka?berlaku.definisi be

Definisi 3.1.7

rikut :

Distribusi kemungkinan (diskrit) ¢ atas X adalah’

fungsi numerik nbn—negatif £ yan

X sedemikian sehingga £(x) = @ kecuali untuk
f i E :
sejunlah terbilang dari x € X, dan L £(x) = 1.
‘ E HEX
Definisi | diatas juga berlaku bagi fungsi -
kemungkinan n vang didefinisikan atas Y.
Definisi 3.1.8:
' Pandang permainan & = (X, V,¥). T = (S,H,HK) adalah:
- permainan dimana =,H terdiri dari distribusi;

g didefinisikan padaé'
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kemungkinan ff;n% vang masing—qasing- didefinisikan

‘atas X dan ¥, dan H(£,m) = £ M(x,¥) £(x) n(y). Maka
1 : X,V f ;

I' disebut perluaéan.campuran dari permainan &.

r
f
i
E
E

Penggunaan simbol fungsi re51ko H pada & dan‘

I’ semata- mata hanya untuk menunaukkan bahwa I' adalah :
? _

perluasan campurpn G. t
E
L

Definisi 3.1.9
Jika " = (&, H H) adalah perluasan campuran dari G ‘=§
(X, Y, M), maka xeX, vey dlse?ut strategl strateg1§

murni dari G dan Fex= n H disebut strategl—;

strategi campurgn dari G.

Definisi 3.1.10

= (X,Y,H};adaﬁah permainan dengan r = CE,H,HJE
sebagai per@uaéan campurannya Jika T mempunyai:
harga permaihan ;P’ maka harga  permainan bagi Gf.
adalah v = vb @an strategi terbaik bagi [ Juga .

- merupakan stiategi terbaik bagi 6.

Definisi 3. 1‘ 11

= (X,Y, M) adalah permainan dengan T = CE,H,H)i”
E N

—
=3

sebagail perluasan campurannya. Eika terdapat Eo =
- sehingga AF(EO)% = K; maka £ dikatakan éebagaié
strategi maksim{n bagi P,. Dan jika terdapat w S H%
sehingga YrCno); = v; maka 7 dikataksn sebagai;

strategi midimags bagi Pz.
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Jadi ji@a pada perluasap I' mempunyai harga

L | : o
permainan optimal, maka ¥ dan n masing-masing
: ! o o ‘

disebut sebagaf strategil terbaik bagi P1 dan Pz.

Contoh 3.1.1

Pada Hatchihg Pennies dengan matriks permainan dari

¢ adalah A = [_i‘i]. © = (Z,H,¥) dimana £ = («, l-o)

1 : t
€eZ dann = (B, 1-B) e H, @ 2 a,8 < 1.

H(Z.,n) = L E H(x,¥) £(x) a(y)
xy |
= ofi + (1-a)(1-8) - a(1-8) - B(l-&)
:1:—-20(:—23-!-40‘!?
maka | :
AL(E) = min 4(Z,1), M(Z,2)) = min (2& - 1, 1 - 2a)
* :
KF = Ar(;/Z)%= 5]

Dengan carajyang sama didapat
Y (n) = maks (2% -1, 1 - 28)
or. = Yr(;/z)éé a.
Jadiépadé Matching Pennies mempunvyalil hargaé
permainan ﬁ; deﬁgan_masing—masing pemaiﬁ mempunysai
strategi tefbaiﬁ, vakni memilih sisi muka dan sisié

belakang yaﬁg mésing—masing mempunyai probabilitaéi

1/2.

Harga Permainané
Theorema 3.2.1‘5

Setiap permainan berhingga pasti mempunyai: nilai?




/ harga permainan dan masing-ma

kurangnyvsa m¢mpuﬁyai saty strate

Untuk : ﬁembuktikan th
sebelumnya akanésedikit dibahas
dan himpunan kogveks sebagai be

S adalaﬁ ruang berdimel

dari vektor%vekior s

masing s, adalaq bilangan riil.

(51,52,..

28!

sing pemain sekurang-’

gi campuran terbaik.

gorema ini, maka:

mengensai hyperplaneﬁ
rikut.
nsl vang

n terdiri

.,s_) dimana masing-’

Jika 's dan t adalah gua vektor sebarahg%

e = ; : :
pada S dengan s # t, dan sebarang bilangan X, maka

himpunan titik—titik vang berad
disebnt garis yéng memuat s dan
B =x=1 mﬁka ﬁimpunan bagian
merupakan gérisisegmen vang men
Untuk seﬁarang vektor u

vektor nol‘(g‘ % (8,8,...,8))

kontanta ¢, maka himpunan S|

memenuhi u.x = ¢ disebut hyperp

Jika himpunan S dan T se

c pada S_ sédémfkian sehingda u:x

<

~dan u.Xx c?untﬁk x € T, maka

" dikatakan mémiSéhkan (separate)
Himpqnanébagian 5 dari 8

konveks Jjika seéiap dua titik

dari S maka semna segmen garis

| o
a pada As + (1-A)t

t, dan jika dipenuhi’

dari garis ini akan:

ghubungkan s dan t.

= & dimana e adalah

dan untuk sebarahg;

emua vektor x vyang.
E N
lane.

rta hyperplane u.x

z

2 ¢ untuk x € 8§
%yperplane HeX = cé
S dan T. |
(S < 5) disebut
sebarﬁng s, dan %5 |
yang

menghubungkanﬁ
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s dan s, befada?dalém $, vaitu as, + (1-A)s, € S,

= Contoh dari hi

<

untuk @ b 1;

garis, hyperplahe, lingkaran, b

S konveks
. a :

Untuk sebarang himpunan

dari titikutitik 5* yvang merupakan pusat berat dari
himpunan be#hinéga titik-titik pada R:(Fi,f;,..;,E;)f
sehingga ?*Edapét dinyatakan sebagai :
—e — : —_ —
r = Kir‘ +€Azr? + + hkrk

% i ;

= .E Ki tt , i dimana
i=1 : ;
k ‘ L .
ANz28, & Ri; l,frie R, i =1,2,...,k, k = 1,2...
e =4 :

Jadi R* adalah himpunan konveks yang memuat R. Lagii

pula dengan memperhatikan

mpunan konveks adalah

ola, dll.

= . )
b tidaek konveks

R, R' adalah himpunan

? k _
ket k. iz; AT, _ x
_Ei'\trt i?}t} Tk * Ma T -i.—zs.)\i' = 0
= =L g =
=4 ¢

Kombinsasi linier ini menunj

sebarang himpunan konveks yang

Pkkan bahwa untukf

E ' . . :
memnat R pasti Jjuga:
E ' :

memuat‘R*. JadiiR* adalah himpuﬁan konveks terkecil:

yang memuat R. ER* disebut ko

Sebagai contoh,;konveks hull da

penggal garis .yang menghubu

nveks  hull dari R.E

ri dua titikl adalah;

ngkan: kedna titiki
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tersebut, dan‘ﬁonveks hull dari lingkaran adalaﬁ
* o

lingkaran dan tltlk titik 1nter10rnya
Seka;ang akan dlbuktlkan theorema 3.2.1:

diatas.

Bukti
Pandang & sebaggi permainan beihingga sebarang. Dad
A= | 8 ﬂ'ﬁengén i=1,2,...,mdan j = 1;2,.}.,ﬁ

sebagai matriks;taruhan dari &G.

Akan ditunjukkan bahwa I' = (E,H,M) vyang merupakan
perluasan Camphran dari & ékan mempunyai harga
permainan optlmal dan mésing—masing pémaing

mempunyalil strategl terbaik pada N = terdiri dari &

v

= @@, E(2),.{.,E(m)) pada smEyang memenuhi £(i)’
@ dan zf(n 1. Sedangkan H terdiri dari EE

t=1 i
i

A

=

(n(1), n(Z);-..,én(n)) pada S_ yang memenuhi n(j) =
? t

dan E (i) = 1. Dan ME,m) = £ a, £CINCI).

j=1 . i, 7

P

Ambil s* sebagai konveks hull[ dari n titik ¢,

c .,E; pada Sﬁ vang merupakan koordinat kolom§

P

.,amj).

dari matriks A, 5jadi S, = (a,,
(1) M(E,n) = gz £(1) n(d) &
e

I
|
|
|
_}:.|1>cz_: 2(3) 2,




2 n

= £(1) [n(1) a,,+ 2(2) a,, |+...+ n(n) a, ] +

£(2) [n(1) a, + 0(2) a,, [+...+ n(n) a1 +

......... O
2(ny [n(1) a_+ n(2) a_, +...+ n(n) a_]
= @1 8(2)...8m) [a, a_...- a_71[a
. 21 Zazt % n .7?(2):‘
: Bt amz"". B 'n(n)'
= (€(1) £€(2)...8(mN [ &, ¢, e, 1 [a
o n(2y |
nkﬁ) |
=% -0 ¢ = &5

i=1

hx]

Karena 8'= L a(3j) ¢, < s" dan % e H, maka

i=41

dapat dinyatakgn bahwa I' ekivalen dengan I =§

1
(’3,5*,}!1) dimanaé Hi(Z’",E) = F.s.

- Untuk menqnjuﬁkan' bahwa r

e s

permainan oﬁtimal, maka sebagai@ana definisi 3.1,3f

b
T

 haruslsah dicapai A; = v; =E v sebagai hargsa
i : 3 1 [ 1 :

permainan dptimal. Berdasark%n theorenma | 3.1.1;
* P Lo ] L

didapat kr . = V-, sehingga  tinggal membuktikan
) :

| bahwa

(2) v <AL
i 8
Telah didapat

(3) Y. (5) = maks (§-5) = maks (s_.5,,...,5,)
1 Ee.:.

31.

mempunyai = harga



= min,

*
(4) v
r ==t

Y. (8) = Y. (5
i ) 1

Untuk menunjukkan (2), cukup

suatu f; € = sé@emikian sehingg

berlaku

(5) vﬁ =
1

7

o

s

Dari sini akan didapatkan bukti

*
< <
Ari(fo) = A

1

inf £_.5

s E S

Ambil T yang teidiri dari semus

t

‘ D s *
z,...,tm) = Smﬂ dimana ti < vp

Dan T adalaﬁ himpunan k

berintersek$i dengan S*. Berdas
untuk sebaréng‘ﬁitik S e 5 mem

satu koordiﬁat &ang lebih besar

Sebuah theorema mengenai
kesimpulan bahwé "Jika § dan

konveks yang tidak memiliki tit

akan mempunyai hyperplane pemis

Berdasarkanfkesimpulan tersebut

hyperplane a.x ¢ yvang memnisal

., = = ' - »*
memenuhi a.x = ¢ untuk x € § d

E, dimana Tzadaiah penutup (elo

Ambil & e Sé; dimana koordinat
koordinat lainn?a_@. Untuk semu

>

8.5 .= C

berlakn o

2
E

as (So - 61)
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L — +*
). dimansa 5, € s .

dengan mendapatkan

’ e *
a untuk semua s € &

bahwa

= (t,,

titik-titik A

t
= ,2,...,m.;

untuk i 1

onveks yang- tidaké

arkan (3) dan '(4}:;

E :
punyai paling sedikit:

'

Edari v;
R
hyperplane memberi;
T keduanya himpunan
ik persekutuan, maka
ah" . '

, maka akan terdapat§

hkan S* “dan % dang'

=3

an z-%X < ¢ untuk X
sure) dari T.

ke-i adalah 1 dané
Ea So’ so - é'i. < T




@2_343

i

Jadi 3.3 2 ¥, sehingga a_ > B u
_ g™

Ambil_ Eoz /Z 8, dan » =
k 1=41

Karena a,= Q méka £,(1y =z 8

sehingga E;é E,gdan

(6) £,.5 = v, untuk 5 « S dan Z
Dipilih titik T = *

(D F T s
) 4 H

Jadi berdasarkan (8) dan (7
bahwa, untuk v ; € § berlaku

® .
Eo.s > v 2 v sebagaimana (5).

]

Dengan demikiaﬁ didapat Aﬁ:ﬁ
SR .

. *_ow
sehingga hrj_ Vp =
1 £ 4

£, dan s masing-masing sebagai

bagi P2 dan Pz. Bukti selesai.

Ruang Sampel Paéa Permainan Sta
Ruané saﬁpel menggambark
mungkin dari ééatu pecobaan
statistikawén.
Z Seﬁagai ruang hasil d
dengan tidak_seiamanya bermaksu
hasil R éebagaimana uraian

dengan sebuéh rﬁang parameter O

**
(vr * vr 3= ale
1 1
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ntuk 1 = 1,2, ..
m
1= 4
™m -
dan  EZ (i) = 1,
i=a
ot =, untuk T € T

, vh ) €T sehingga,
41 P N

> dapat disimpulkﬁng

v adalzh harga dari permainan G,

strategi (campuran):
tistika
an semua hasil yang;

vang dilakukan oleh,

t

f . H
ari sunatu percobaan;

d sama dengan ruang
2.2.2, dihubungkan

dengan angébta ®,




dan sebuah funggi p vang didefinisikan pada Z X Di
sehingga uﬁtuké w tertentu didapat =2 sebagai
distribusi ?kemﬁngkinan pada 2, yaitu P, adaiaﬁ
fungsi non-negatif yang didefinisikan pada Z dimana

pm(z) =9 kécua;i pada himpunan terbilang (countable

set), dan szb(?) = 1, sebagaimana definisi 3.1.7.
ZEL : |

3

Definisi 3.3.1 :

Pandang Z dan ﬂ; sebagai dua himpunan :yang tidakj
kosong, danjp sébagai fungsi vang didefinisikan pada%
Z X0 sedemikiaﬁ sehingga nuntuk ® € @ tertentu, pbf

adalsah diétribuéi kemungkinan pada 2, maka tripeli

Z = (z,ﬂ,p);disébut ruang sampel.

Definisi diatas 1lebih  jelas  memberi,

pengertian ﬁengenai ruang sampel. Dan  kejadian SZ

sebagai suétu éhimpunan dalami ruang sampel padaf

kenyataannya merupskan himpunan%bagian dari Z.

Untuk sébarang w e da? sebarang S < 3,;

nilai kemungkinﬁn untuk kejadiah S adalah

P(S) =% p (2
Ox zeSh)l

Padalperﬁainan statistiké, w = 0 merupakanf

[
!

ansur penyusun§ strategi murni bagi alan, oleh’

karenanys rdang;n akan berkor%spondensi dengan X!

pada permaiﬁan vang disajikan dalam bentuk normal &

= (X, Y, M)

34
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Untuk sébarang w e Q, harga dari fungsi ;;

dinotasikan dengan p(2) = plz | w), dan P = {pb

w e 2}, | |

Untuk sétiap S c¢ Z dan setiap w € Q, berlaku:

a) @ < Pw(S) =1 |
b) Jika S < T, maka P (5) = Pwéf‘)

¢) P(5) + Pw(C(S)) =1, diman% C(S) komplemen S. |
d) P(SU T s éPm(S) + P(T), jika 5 dan T saliné

; ; _ %
lepas , maka; F (8L T) = P (S + B(T).

VYariabel Rahdom?Pada Permainan Statistika
Dikafena?an pertimbangan biaysa, waktu_ daﬁ

sebab lain? ‘séorang peneliti seringkali tidak}

mengamati elemeﬁwelemen pada Z |secara léngsung, akai

tetapi ia 1¢bihésuka mengamati sebagai suatu fungsi

berhargs vektor?yang didefinis;kan pada Z.

f

. : [ H
Sebagai 'contoh, pada ?ercobaan pelemparang

@ | .

mata uvang, statistikawan mun%kin tidak mengamati
| : i : i

hasil pelemparan yang sebenarnya yang berupa barisan:

“muka"” dan j"beiakang", akan &etapi ia mengamati
fungsi f, dimana f(z) menunjukk%n banyaknya ‘"muka".
_ : ] .

vang muncul; Atau ia mengamati ?ungsi g, dimansg g(z)é

menunjukkanj baéyaknya run p%da barisan | hasilé
percobaan. ; E |

Contdh ‘iain, pada pércobaan pencatatan%
temperatur.:Munékin statistikawén tidak menggunakané

E
;
;
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hasil z(t) yang menunjukkan keadaan temperatur padé

saat t, akan tétapi ia memakai;fungsi h, dimans
‘ | i
: 1 2

h(z) = —4—=—- f z(t}) dt

L~ t
2 1t1

vang menunjukk@n temperatur paqa interval (ti, tz){
: i :
Fungsi-fungsi f, g dan h pada contoh diatas

disebut variabeh randomn.

Definisi 3.4.1 :
Pandang Z = (Z,Q,p) sebagai ruang sampel; Makd
suatu fungsi vyang didefinisikan pada Z disebuﬂ

variabel random.

£ adéiah;variabel random. f membangun suatué
ruang sampel baéu X = (X}D,gi, dimana X adalah
daersh hasil dari £, dan g& adalah distribusf
kemuaninan?daf@ f yang disebab}an oleh p .. (Kelasé

pntukfsetiap © &

distribusi kemu@gkinan dari a,

dinotasikan dengan Q). Maka dspat dilihat bahwa

pemilihan variabel random f adalah ekivalen dengan

pemilihan ruang sampel X, hing%a akhirnya ekivalen,
- untuk pemilihan?dari suatu percebaan yang hasilnya:

merupakan eiemeﬂ-elemen pada X.
Definisi 3.4.2 :
Pandang Efzj(z,ﬁ,p) sebagai ruang sampel. £ adalah:

variabel raﬁdomﬁberharga vektor yang didefinisikan.
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pada Z. Untuk ¥ © € @, jika deret T |f(2)| b (2)

w
A=A

konvergen, ' maka EL(E) = ZTif(a p (2 disebut
: . ze;_‘i: -
ekspektasi (pengharapan) dari f yang diberikan oleh

©, dan |£(2)]| = v/ff(z> + £2(2) 4 L.+ Ei(E)
£,(2). £,(2), ... f (2) adalah komponen dari éektof'
£(2). | :

Theorema 3:4.1%:

Pandang = { (Eéﬂ,p} sebagai ru?ng sampel. T . adalaﬁ

variabel rahdomfyang didefinisikan pada £, dan #-

b

adalah fungsi berharga vektor% dengan daerah aSaf

definisi (domaiﬁ) merupakan daerah hasil (range) E
dari f. Maka.uniuk setiap w = Q berlakn :
E&(P e« £) = E e(b) Qw(b)
: ; beB _ 7
dimana g adalah distribusi kemungkinan dari f yang

diberikan oleh w

Bukti .
BP0 £) = E p(£(2) p(2)
= Teb) T (2
baa _ :z:f<z>=%)z
= T e(b) g, (b)

‘ben |

Theorema ini menunjukkan  bahwa sebarang

: f H

‘ ! . o

fungsi dari harga-harga yang dihasilkan oleh f dapat.
dihitung ekspéktasinva. Jika | » merupakan fungsi

karakteristik déri himpunan S < X, maka dimaksudkané
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p(£(z)) = 1 jika £(2) € S dan #(£2)) = @ jika £(2) &
S- o . B






