2.1.

Konsep Dasar Teori Antrian

Sistem  antrian dapat digambarkan sebagail
kedatangan pendatang - pendatang untuk dilayani,
menunggu ﬁntuk dilayani Jjika pelayanan tidak
dengan segera dilaksanakan dan Jika telah
menuhggu untuk dilayani kemudian meninggalkan
sistem sesudah selesai pelayanan.

6 karakteristik dasar yang menetapkan sistem
antrian. Antara lain :

2.1.1. Sumber Masukan

2.1.2. Pola Kedatangan

2.1.3. Pola Pelayanan

2.1.4. Disiplin Antrian

2.1.5. Kapasitas Sistem

2.1.8. Tingkat Pelayanan

2.1.1. Sumber Masukan

Sumber Masukan adalah kumpulan orang atau
barang dari mana satuan - satuan datang atau
dipanggil untuk pelayanan.

Salah satu karakteristik dari sumber masukan
adalah ukurannya, yaitu total jumlah pelanggan

;Hmpelangganmyangu membutuhkan .- pelayanan dari




2.1.2.

2.1.3.

2.1.4.

Pola Kedatangan

Pola Kedatangan merupakan suatu distribusi
dari suatu rata - rata laju kedatangan yaitu
rata - rata jumiah kedatangan persejumlah unit
waktu atau rata - rata waktu antar kedatangan.
Salah satu faktor penting dari pola kedatangan
yvaitu kemungkinan bahwa pendatang masuk ke
dalam sistem lebih dari satu pada suatu
wéktu.

Didalam hal ini , input atau masukan ini
dikatakan terjadi dalam bulk, yaitu masukan ke
déiam éuétﬁ sistem rdengan kedaténgan lebih

dari satu secara serentak.

Pola Pelayanan
Pola Pelayanan merupakan suatu distribusi dari

suatu rata- rata laju pelayanan, yvaitu rata -

‘rata Jumlah pelanggan vang dilayani per

sejumlah unit waktu, atau sebagai waktu yang

dibutuhkan untuk melayani seorang pelanggan.

Disiplin Antrian

"Disiplin'Ahtfiah madalah éﬁétu 'daré .ﬁémilih
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.1.5.

Served"” atau disebut Juga "First in, First
out” (FIFO) yaitu vyang datang 1lebih dahulu
dilayani lebih dahulu. Bentuk disiplin antrian
vang lain, antara lain : "Last in , First out”
(LIFQ) wyaitu  yang terakhir masuk iebin
dahulu dilayani. "“Service in Random Order”
(SIRO) yaitu seleksi untuk pelayanan
didasarkan —pada peluang secara random dan
tidak bergantung pada waktu Lkedatangan. Dan
"?riority Service"(PS) dimana pelanggan dengan
prioritas vyang lebih +tinggi dipilih untuk
pelayanan terlebih dahulu dibandingkan yang
Bérériéfitas lebih rendah dengaﬁ mengabaikah

waktu kedatangan ke dalam sistem.

Kapasitas Sistem

Kapasitas sistem adalah suatu batasan fisik
terhadap Jjumlah pelanggan di dalam sistem
antrian yaitu pelanggan vang berada di dalam
antrian ditambah dengan pelanggan yang sedang
menerima pelayanan.

Dengan adanya kapasitas sistem antrian maka

disaat antrian mencapal panjang tertentu untuk

selanjutnya tidak ade lagi pendatang diijinkan

b SR, | _———— .
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Tingkat pelayanan merupakan tahapan - tahapan
untuk melaksanakan suatu pelayanan di dalam
suatu sistem antrian.

Tingkat pelayanan dapat merupakan tingkat
pelayanan tunggal (single stage) atau pelayana
bertingkat (multistage).

Berdasarkan tingkat prelayanan dan Jumlah

saluran pelayanan, maka dapat dibentuk
bermacam - macam bentuk sistem antrian di
antaranya :

A. Single channel - Single stage

i
fasilitas

antrian
XX . N ' . XXX
input " Izzgr i X output ~
Sistem antrian
. B. S8ingle channel - Multi stage
antrian fasilitas
pio o g o - — XHK
input —»lxxx{—+|81|—+{SII[—+|SIIL|—— “ontput’

_Sistem antrian =




fasilitas

o o4
antrian

—Tnpat— |7 [xxx] ’ Sutput

X
\_ o

i

output
x
Sistem antrian
D. Multi channel - Multi stage
Fagilitas
XXX |
L 51 = -..x[ 5N output
antrian
HHK : e
—>| XXXI—’I S1 |x—> ...X@—m

input

XXX
[ST Jx— ...x[ SNl

Sistem antrian

2.2. Distribusi dan Notasi Kendall

2.2.1. Distribusi Poisson
Distribusi Poisson adalah ' distribusi
kemungkinan dari variabel random Poisson k,
vang menentukan jumlah kedatangan atau Jumlah
pelayanan yang terjadi pada inferval waktu

tertentu. Dinotasikan sebagai :

* 2F  untuk k=0,1,2,...

B =Px=k) = {  TET



2.2.2.

2.2.3.

Var(X) = A

Distribusi Eksponensial

Misal T adalah suatu variabel random yang
menentukan waktu antar kedatangan atau waktu
pelayanan. Maka T disebut mempunyai éuatu
distribusi eksponensial dengan parameter A

Jika fungsi probabilitas densitasnya adslah
e_Kt untuk t = 0

£(t) = c
untuk t < O

di mana X > 0

Sedangkan nildi ekppektasl dan varians untuk T

- adalah

E(T)

Var(T)

Vlhl?hJ
N

Distribusi Eflang

Misal Tl’TZ"""Tk adalah k variabel-variabel
random independen waktu antar kedatangan atau
waktu pelayanan yang berdistribusikan
eksponensial dengan parameter A. ‘

Maka Jumlah dari T = T + T + ... + k

1 2 ,
disebut mempunyai distribusi Erlang dengan

parameter A,  Jika fungsi - probakilitses

densitasnys berbentuk < T




.2.4.

(=A==

Notasi Kendall

Untuk menggambarkan suatu proses antrian

q1gunakan suatu notasl ydng disebut notasi

Kendall.

Proses antrian digambarkan oleh suatu barisan

éimbol dan garis miring.

Bentuk wmum : (a/b/c);(d/e/f)

di mana a
b
cC
d
e
T

Beberapa

distribusi waktw antar kedatangan
distribusi waktu pelayanan

jumlah paralel saluran pelayanan
batas kapasitasjsistem

bentuk disiplin_antrian

bhesarnya populasi masukan

simbol standart untuk karakteristik -

karakteristik ini dapat dituliskan dalam tabel

1 di bawah ini.

Tabel 1



Fedatangan (a) D Deterministik

Ek Erlang type k (k=1,2,..)
61 General Independent
- Distribusi Waktu ] ) Eksponenéial l
Felayanan {h) D Deterﬁinistik
Ek Erlang type Q
&5 General
— Jumlah Pelayanan (c) 1,2,..,m
- Disiplin Antrian (d) FIFO  First in, First out
. ’ ’ LIFO Last in, First out
SIRO  Service inrRandDm'Drdef
FRIX Friority
G Beneral Discipline
— Batas kapasitas 1,2500,0
Sigteﬁ {e)
— Hesarnya pépulasi 1,222,050

masukan (f)

Contoh 2.2.4 3

Notasi (H/H/2);(FIFD/m/m) menyatakan suatu proses
antrian deﬁgan waktu antar kédatangén dan pelayanan
eksponensial, dua pelayanan parallel, disiplin
antrian FIFO , tiQak ada batas jumlah maks;mum dalam
sistem dan Sesarnya populasi masukan tak berhindga._
Di dalam banyak situasi, hanya tiga simbol pertama

yang digunakan. Dalam prakteknya tiga simbol yang



masukan tak berhingga {( f = w ).

2.3. Fungsi Pembangkit

2.3.1. Fungsi Pembangkit

Definisi 1
Jika {an}:’:6 adalah barilsan bllangan riil
s8]
dan Jika A(Z) = L & Z" ada, maka A(Z)
n=0o

digebut fungsi pembangklt dari barilsan

e}
{an}n=0
Sifat-sifat Fungsi Pembangkit
. [e0]
Diberikan fungsi pembangklt dari {an}n=0 dan

&0 .
{b_1}n=0 adalah A(Z) dan B(Z), maka :

a. Jika ¢ = k a + k. b untuk setiar n, di mana
) n 1 n 2 ™ - )

- dan ké adalah konstante, maka
o
cC(zy=x ¢ 2"

T
n=0

= kﬁ A(Z) + k2 B(Z)

Bukti :
® n
C(z) =% (k &, +k b)Z
n=0
oo 0
n n
-.C(Z) = % ]& a 4 + % ]% bn yA
n=9o . n=0 )
had N : n
C(z)=k L a Z+k T b Z
’ n=o n =0

C (2) = k, A(Z) +k, B(2)

maka B(Z) = Z FA(Z) -~
k-1
T an Zn—k

nEg

b. Jilka b = =a
n n+k




' -kn_%" nk K7t n
B(Z) = 2 [E an+kZ - B anZ]
n=-k k1 n=0
B(Z)=Z“[A(z>—}: a 2"
n—-k

B(Z) =2 *AZ)-% a Z

. Jika .a = n}"T dan b =
™ n
maka :

A(Z) = Z BY(D)

_ d
= Z —az B(Z)
Bukti : '
X0
AZY =% a 2
h=e
® k n
AZ) =% n Z
n=Q
) B kE N
AZY = n Z
n=4,
b k r—3
A(ZYy = 2 % YA
n=41
@0
Karena B(Z2) =¥ b AN
&
B(Z) = n*2
na=)'0 .
dan B'(Z) =% nn 2z
N
Bi(Z) = E k Zn—1
n=1
Sehingga A(Z) = Z B'(2)
A(Z) = 2 = B(2)
12
Jika ¢ = a b, maka
r=0
[a o]
C(Z) =% e Z = A(Z) B(2) .



=0 r=0
o n _
Cz2) =L £ a 2 b_ 2"
n=0 r=Q
o 04} -
Cz) =X L a 7% b__ 2"
r=0 n=r n=r
ool @ -
C(Z) =L a Z L b__ 2"
r=0 n=r T
C(Z) = A(Z) B(2Z)
Catatan :
o) n [« ] [+
¥ £ =X LK
n=0 r=0 r=0 n=r

Fungei pembangkit dapat digunakan untuk menyelesaikan
persamaan differensi , vaitu dengan menyelesaikan
persamaan . korespondensi untuk fungsi prembangkit
dengan menJjabarkan ékspansi deretnya dan kemudian

mendapatkan koefisien - koefisien {'ah_}.

Contoh 2.3.1.

Tentukan fn dimana

[k
e
o]
H|

£, -2f

+
n+2 fn

ned i,2,3,---)
dengan syarat batas fo = f1 = 0

Penvelesaian

Pertama - tama kalikan selurvh suku dengan Z%  dan

kemudian dijumlahkan dari O sampal ® dan diperoleh

hd n x n @ n pd n
z fn+ 2 Z -2L fn-t-: 2 + X fn 2 = an 2
n=0o n=o n=Q n=0

-2 @ n+2 -4 @ ntd . a



2P F@2) - 227 F(2) + F(2Z) =
2

F(z) = —2— (2.3.1)
(2~2)

Kemudian ekspansikan sisi kanan persamaan (2.3.1)
dalam deret pangkat untuk memperoleh koefisien -~
'koefisiennya yaitu {fn}.

Diketahui deret geometri yang diberikan oleh

Q0 n 1
L 2= [iz| <1]
) n=0
Kemudian ambil derivatif kedua dari dua sisinya ,

sehingga diperoleh

© n—-2 2
L n(n-1) 2 = —
n=2 ‘ - (1-2)

Oleh karena itu

- azz n—Z
F(Z2) = ¢ —s— 1 (n - 1) Z
&2 13
- an (n— n
=p S8t g
n=s2
Maka diperoleh koefisien dari Z° yaitu 95—1%211
Oleh karena itu
l _ an (n-1)
fn = S5

2.3.2. Fungsi Pembangkit Probabilitas
Definisi 2.
Jika fn adalah suatu distribusi probabilitas
" dari variabel'fandom"non'“neg&tif““diskrit X



n=g

disebut fungsl pembangkit probabilitas s
karena fungsi pembangkit ini membentuk
probabilitas - probabilitas {fn}.

Selanjutnyva dari
o

F(z) = L £ 2
n=0
maka
© 141
Y Pr{X=n}2

n=0

EL 2]

F(Z)

141

dengan E [ Z° ] adalah ekspektasi dari fungsi

n

Z dari variabel random X.

Kemudian didapatkan bahwa
o o
Ftiy = 1 fn =1

n=i

(o]

dan derevatif pertama dan kedua dari F(Z) yansg

diberikan oleh

2 4]
F(Z) = £ nf 2
. n=g
dan
1 @ -2
F'2) = £ nn-1) £ 2
n=0
maka ekspektasi E [X] disajikan sebagai
o0 " . .
E{X3 = T n fn = F (1)
n=0
Oleh karena
o]
EL X (X-1)1 = E n(n-1) £ = F" (1)
o o . n=o o



Var [X1 =Ef X1 -[ &0 1°
=F(L + F@ - F(1°

Contoh 2.3.2.
Andaikan diketahui fuhgsi pembangkit
probabilitas sebagai :

F(Z) = e~ &2
maka tentukanlah mean, ﬁarians, dan distribusi
rrobabilitasnya.
Pényelesaian.
Mean , e, dalam fungsi pembangkit

probabilitas diperoleh sebagai

F'(1)

7.

Sedangkan untuk menemukan variansnya digunakan

momen faktorial kedua, vaitu

w w0 2
I n(1£f =L (@£ -nt)
n=0 ' n=o
aQ o
= nf -L nf
n=0 ) n=0 B

® 2
= ¥y n. fnww I3

n=0

Sehingga varians o dapat diberikan sebagai



n=suU

I
>
N
+
>0'
I
>
N

= A
Untuk mendapatkan distribusi probabilitas
sepenuhnya disini dapat -dengan - cara

menemukan ekspansi deret pangkat untuk F(Z2),

vaitu
F(Z) = e ™ &2
_ a2 (Aaz)"
=€ ELO n!
_y e om)T
- o n!

O0leh karena itu, koefizsien dari Z" adalah
-A . n
e. A
n! e"k R

maka fn = i

merupakan suatu distribusi Poisson.

- 2.4 Persamaan Differensi

- Andaikan suatu fungsi dari variabel bebas , x , =



(nilai - nilai integer dari x)} dan dinotasikan
sebagai Y#.
Differensi pertama dari Yx didefinisikan
sebagai

AY = ¥¥+£ -,

Differensi keduanya didefinisikan sebagai :

z — - — — —
AY = A(AD = Yﬁ+z Y§+1 (Yﬁ+1 Yﬁ)
= Ve 2 Yo, Yﬁ

Dan differensi ke-nnya didefinisikan sebagai
A"Y =ACATr YD
Didefinisikan suatu operator D menjadi :

X+ 4
Z x5 — _
Y, =DCY) =Y,
n - 1 -
Y, =pa"Y)=7Y,

Sehingga diperoleh hubungan antara A dan D

sebagai

D" CA+ 1)

I

2.4.1. Persamaan Differensi Linier dengan Koefisien -

Koefisien Konstans.

Persamaan differensi Linier derajat n dengan
koefisien konstan adalah suatu persamaan
differénsi'yéhg'mémrﬁhyéiuﬁéntﬁk

r L W . [ xr « - XF —_ - e T S | LS



untuk persamaén homogen g, dengan diganti
dengan nol ) ditambah gsuatu solusi partikular
untuk persamaan (2.4.1.).

Untuk menemukan solusi untuk persamaan
homogen.

VPertama -  tama tulis kembali persamaan
(2.4.1.) dengan menggunakan notasi operator

untuk memperoleh bentuk

n n-—1i -
(D + aiD ...+ an_iD + an) Yx =0 (2.4.2.)
Asumsikan bahwa Yx = r* adalah solusi dari
(2.4.2.) dimana BsBys .. s a adaiah

konstanta. Maka dengan substitusi diperoleh

nex neX-4 : X

r +a r + ... +var" =0
1 n
n n—1 X
atau { » + a r + ... A =0

Karena r* adalah solusi dari (2.4.2.) Jika r
adalah solusi dari
r"+a r 4 ... 4a =0 (2.4.3.)
maka persamaan karakteristik di atas mempunyai
n buah akar dengan kemungkinan - kemungkinan
untuk harga akarnya - akarnya adalah :
1. Akar -akarnya berbentuk bilangan riil yaﬁg
berlainan.
Dalam hal ini rf , rf 3 e s rf adalah
semua solusi persamaan (2.4.2.) . Karena

manfanAdanan Trmvm e de v e Al v o PRV P A s



: X X
= + .
Yx e, r, + o, r; ... +¢c r
2. Beberapa akar - akarnya sama
Jjika dua akar sama, misal r, = r, , maka

solusl umumnya adalsh

—_ X
Yx—gc’_+c:2X)r1
Jika tiga skar sama, misal r =r, = r ’
maka solusi umumnya adalsh
- b4
Yx--(ci+c>2}'{+cs}(§2)r'i

Jika ada lebih dari tiga akar sama, maka

solusi umumnya dapat dinyatakan dengan cara
vang sama. .

3. Beberapa akar - akarnya berbentuk bilangan

'Vkomple}rx. | | |

Misal akar - akar komplek adalah

r, = & +iﬁdanrz=ot—iﬁ
Jdika dibentuk dalam sistem polar r, =r ei'e
dan r, = r e dengan r = '/ & o+ gt dan

8 = arc tan (B/a} maka solusinya akan

berbentuk
x x
Yx =g r, +c,r,
x ixg ¥ —ixg
=c r e +c, r e

r:":[c1 (cos X8 + i sin x9) +

e, (cos %6 - i sin x9) ]

r'[ Acos x6 + B sinx® 1




2.4.2.

Yk+2 +6Y ,+9Y =60

Persamaan homogen dalam notasi operator adalah

(D + 6D+ 9) Yx =0

dengan mengasumsikan Ix = re di dalam
persamaan differensi.
Mska persamaan karakteristiknya :
> +Br+9=0
mempunyai dua-akar vang sama yaitu r,sr,= - 3

Sehingga solusi umumnya adalah

Y, =c (-3 +c, x (-)F
Persamaan Differensial - Differensi
Definisi
Diberikan U; {(t) s n=1,2,... adalah fungsi
dari t yvang mempunvai suatu derivatif :

d ot

ag Un (B =0

Persamaan yang menyelesaikan U: (t) dan Ug(t),

Uwﬂ(t) dan seterusnya dinamakan persamaan

differensial - differensi.

2.5. Theorema Rouche

Jika fungsi'- fungsi f(z) dan g(z) analitik di
dalam dan pada kontur tertutup C dan Jjika
| g(z) | < | £(z) | untuk setiap z pada C, maka
f(z) dan f(z) + g(z) mempunyai harga nol (akar)
yang sama banyak di dalam C. |

Daaled



g(z)

Q(Z)'—'—'l*—'—m"j' =1+ W (2)
g(z)
dan W(z) = Iz

Maka

1 C £(z) + &(z) )

1 £(z) Q(z)

ln { f(z) + g(=z) ) ln f(z) + ln Q(=z)

Sehingga
fi(z) + gz _ _f(= , _&(z)
f(z) + g(z) f(z) Q(z)
dan_
1 fr(z) + g (=) 1 £ ()
w1 | Fo e T mi | Emy 2
4
1 Q (z)
i d A
atau

_ 1
o Ac arg { f(z) + g(=z)} } = 5 AC arg f(z) +

2; Ac arg Q(z)

Tetapi karena
| W(z) | =] @=z) -1 ]| =M< 1

maka setiap titilk Q@ di bidang kompleks terletak
di dalam lingkaran dengan pusat 1 dan Jjari -
Jari M < 1.
Oleh karena itu variasi arg @ di sékeliling C
adalah A_ arg @ = 0 ( C tidak melingkungi O )

Jadi

1
P

A aver _ _ B R S
&o arg { fiz) + g(z) 7= o AC arg f(z)

" Maka tévbukti jumlah akar £(z) + B(Z), sama



bahwa :

g™ 4y r A =0
mempunyali dengan tepat s=atu akar di dalam
interval (0,1).
Penyelesaian
Ambil g(r) = "% dan £(r) = — (\/2 + Dr + A/u
maka diketahui f(r) mempunyal satu akar (Nf = 1)
Karena

| gy | < | £(r) |

maka menurut theorema Rouche , jumlah akar £(r)

+rétry gama dengan Jumlsh akar f£(r) di dalam

~interval (0,1).
Jadi

. Bolusi Steady - State untuk Model M / M /1

Analisis dimulai dengan  mencoba menemukan
probabilitas state { P (t) } untuk model M/M/1
dengan tidak ada batasan padg kapasitas sistem
dan pelanggan dilayani dengan didasarkan pada
disiplin antrian FIFO.

Analisa ini dapat ditinjau melalui 3 lanékah
sebagal berikut ;

Langkah 1 . Persamaan differensi untuk an(ﬁ)

Teawn~Tranla Dawvsarna s AR a s Al AN FFavmmm i



2.6.1. Langkah 1. Persamaan differensi untuk Pn (t)
Pertama - tama ditinjau bagaimana sistem dapat
menéapai state E_ pada saat t + At. Untuk
berada dalam state E_ pada saat t + At, sistem
akan telah berada dalam state E pada =eat t
dan selama At terjadi rj .kedatangan dan J
penyelesaian pelayanan atau telah berada dalam
state E*H pada saat t dan selama At telah
menvelesaikan j+k pelayanan dan k kedatangan.
Sistemrjuga telah berada délam state E%_j pada
saat t dan selama At terjadi Jj+k kedatangan
dan k penyelesaian pelayanan.

Kgféﬁa probabilités lebihrdari satﬁ kedatangan
selama At atau lebih dari satu penyelesaian
pelayanan diberikan oleh 0{At), ‘maka
diahdaikan paling banyak hanya satu kedatangan
dan / atau satu penyelesaian pelayanan terjadi
selama At.

Sistem dapat berada dalam state En pada saat t
dan tidak ada kedatangan ataupun _penyelesaian
pelayanan selama At atau berada dalam state
E _, pada saat ¢ dan sélama At terjadi satu
Eedatangan dan tidak ada penyelesaian

‘pelayanan, atau pada akhirnya sistem dapat

Fonads Aalasm atat+tas B nada aaat £ dan selama
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sehingga dapat dituliskan bahwa

Pr { sistem berada dalam En pada saat t + At }

= Pr { sistem berada dalam En pada saat t dan
tidak ada kedatangan terjadi selama At
dan tidak ada pelayanan diselesaikan
selama At }

+ Pr { sistem berada dalam E_ pada saat ¢
dan satu kedatangan terjadi selama At
dan satu pelayanan diselesaikan

" selama At }

+ Pr { sistem berada dalam E ., pada saat t

+1

..dan satu . penyelesaian pelayanan
terjadi selama At dan tidak ada
kedatangan terjadi selama At }

el

+ Pr { sistem berada dalam E

n—a

pada saat t
dan satu kedatangan terjadi selama At
dan tidak ada penyelesaian pelayanan
terjadi selama At }

+ 0 (At)

Karena kedatangan dan pelayanan keduanya bebas
satu sama lain dengan statenya pada t, maka

(B, [t+at] =P (£) . Pr{ tidak ada kedatangan

_selama At} . Pr 4 _ tidak ada



+ P () . Pr { ada satu
n+4

penvelesaian pelayanan selama At }
. Pr { tidak ada kedatangan selama
At }

+ Pn_i(t}.Pr i ada satu kedatangan
selama At } . Pr { tidak ada
penyelesaian pelayanan selama At }

+ 0 (4t) (nz 1)

Karena waktu antar kedatangan dan waktu

pelayanan didistribusikan secara eksponensial,
maka tidaklah perlu untbtuk mengetahul berapa
léﬁa sejak kedatanéan yéng rterakhir atau
berapa lama arus pelanggan dalam pelayanan
telah berada disana. Maka dapat dituliskan

bahwa

P_(t+At) = P () 1-2At + O(AE)T[ 1-pAt + O(At)]
+ P_(t) [2at + 0(at)] [p At + O(AD)]
+ P (t)[pAt + 0(AB)I [ 1-AAT + 0(at)]
+ P (6)IAAL + O(AE)T[ 1-pat + O(At)]
+ 0 (At)

Gabungkan semua suku 0(At) dan dapatkan suku -

suku‘dengan (At)2 adalah Jjuga 0¢At), maka

dapat'ditﬁlis':

T f41A+y = D r+3FT T_2XA+ _ ifrA+r1 LD t+Y I A+l



sehingga state ini harus dinyatakan secara
terpisah.

Sistem dapat berada dalam state E0 pada saat ©
+ At Jika sistem berada'dalam E, pada saat ¢
“dan tldak adsa kedatangan terjadi selame At (
tidak ada pelayanan. adalah mungkin karena .
sistem kosong ) , atau sistem dapat berada
dalam E, pada saat t dan tidak ada kedatangan
tetapi ada satu penyelesaian pelayanan dalam
Af. Jika sistem berada dalam sembarang state
vang lebih tinggi pada saat t, pelayanan ganda
akan dibutuhkan selama At dan probabilitasnya
| adalah O(At). Sehiﬁgga | o |
P (t+At)y = P (t) [ 1 -2AL + 0(AL) ]

+ P (t) T 128t + O(at)] [mAt + O(AL)] + O(AL)

= P, (%) [ 1-xAt] + P, (%) [nAt] + O(At)(2.6.3.)

Maka persamsan differensli untuk model M/M/1

diberikan sebagai

g
T
>
ot
LT
il

P W1 AAL-—pAt] P Y 1
An(t’nl 'x'—t IJ'!A‘J.I 4 ‘-n+1(‘;)l.1u‘AtJ

n

f +P__, (t) [MAL] + O(AL) (nZ1)

l nE (2.6.4.)
P_(t+At) = P_(t)[ 1-AAE] + P, (t) [#AE] +0(A%)

2.6.2. Langkah 2.  Persamaan Differensial - Differensi. R



.6.3.

+ ALT rn_iﬂ:.) + ULlan ) (=i}

Pa(t+At)—Pb(t)= - MNAG Po(t)+#At Pt(t)+0(At)
Jika dilakukan pembagian oleh At dan diambil

limitnya sebagai At —— 0 maka ditemukan

dP_(t)
—ge = ~OROP_(6)P_ | (E)P (%) (n=1)
dP_(t)
—g5— = M Py(t) + 1 P (t) (2.86.5)

Persamaan ini adalah persamaan differensial -~

differensi ., persamaan differensial dalam t,

7

dan differensi dalam n.

Langkah 3. Solusi steady state untuk'Pﬁ

Untuk memperoleh solusl steady state untuk Pn,
probabilitas n pelanggan berada dalam sistem
pada sembarang titik waktu sesudah steady
state tercapai, diambil limit + — o dari

persamaan (2.6.5) sehingga diperoleh

{E)z——(2~~+.u)P‘n+.uP,_._H+7\P‘h_1L (n = 1)
0 = - ?\.Po-i—pPi
atau
_A 4+ A
e S P; - m P;_i {n21) (2.6.6)
k.




disebut faktor penggunaan, karena merupakan
suatu ukuran dari rata - rata penggunaan
fasilitas pelayanan. Hal ini didasarkan
pada Jjumlah kedatangan yang‘diharapkan tiap
rata - rata waktu pelayanan, sehingga
sering Jjuga disebut intensitas lalu lintas.

Maka dipercleh :

_ 1
Po = W n
L e
n=o0
@ ™
Karena ¥, £ adalah suatu deret = geometri,
n=0o
1+ 4+ p? + pa + ... , dan konvergen Jilka

dan hanya jika lel < 1. Maka untuk adanva
suatu penyelesgalan steady-state, £ = A/ u
harus lebih kecil daripada 1 atau A harus
lebih kecll ' daripada ~. Jika A > up
rata - rata laju kedatangan adalah lebih
besar daripada rata - rata laju pelayanan.
Sehingga ukuran sistem akan terus bertambah
besar tanpa batas. Jika A = ¢ ;, maka solusi
steady-statenya tidak ada . Karena pade
saat A = ¢ pertambshan yang terjadi +tidsk
berhingga yaitu Jjumlah antriannya terus

bertambah. Hal ini menjadikan pelayan lebih

~-sulit  untuk -menurunkan- --jumlah -antrian - - -



Dengan menggunakan lambang untuk Jumlahan
suku - suku suatu deret ukur
[+ o]
n 1

r e = — (e < 1)
n=0 1-r¢

diperoleh P, = l-p (p =X/ < 1) (2.6.10)
Maka solusi steady statenya adalah

P =p" (1-p) (o =A/m < 1) (2.6.11)
Penyelegaian Persamaan Differensi Steady
~-State untuk { Ph } dengan Menggunakan
Fungsi Pembangkit.

o
Fungsi Pembangkit Probabilitas , P(Z) = ¥

n=o

P 7" (Z bilangan kompleks dengan 1z = 1),
dapat digunakan untuk menemukan Pﬁ.
Prosedurnya meliputi cara menemukan suatu
pernyataan tertutup untuk P(Z) dari
persamaan (2.6.6), kemudian menemukan suatu
ekspansi deret pangkat untuk mendapat {Pn}
vang merupakan koefisien - koefisien.

Untuk model M/M/1 , {P_} dapat diselesaikan
dengan menggunakan P(Z) dengan menuliskan
kembali persamsan (2.6.6) ke dalam bentuk

suku - guku dalam o dan diperoleh

{pﬂﬂ = (p+1) P~ p P__ (n2 1)
P. = p.P. S A{2.8.12)

i )

Jika kadua =iai dari npersamasn (2 A 192)



—1 n-Fi b

— n ™
pA Pn_HZ = (p+1) PnZ e Z Ph__iz

Jika kedua sisi dari persamaan di atas

dijumlahkan dari n = 1 sampal @ ,

didapatkan bahwa
o w 00

—1 ndd n n-—1i
Z % Pn-{-:Z =(e+1) I PnZ AN Pn_iz
n=1 n=1i n=4
atau
-4, @ 4
7* [z p. 2" -22-58, |
ns-1
[e¢) (4] 4
= (p+1) [z P 2" - P ] -pPZL P _ 2
n=o n=4
Perlu diketahui bahwa :
@ neL © n © n—4i
T PHHZ =3, PnZ =L P _ % = P(Z)

ne=—y n=0 n=1
Sehingga diperoleh “

z*' 1 P(Z) - PRZ - P, ]

= (po+l) [P(Z) - P]]1 -~ pZP(Z) (2.6.13)
Dari persamaan (2.6.12) didapatkan bahwa
P =, P, , oleh karena itu diperoleh
bentuk
ZLP(Z)-(pZ+1) P] = (e+1)[ P(Z)-B ] -pZP(2)

Sehingga penyelesaian untuk P(Z) adalah

PO
P(2) = ———5 (2.6.14)
Untuk menemukan P0 digunakan syarat batas
x
bahwa % Pn = 1 dengan cara sebagal

Lperikubt oo



Maka dari persamaan (2.86.14) diperoleh :

P
o
P(1) = 1 = 1T—5
atau
P =1 -p 7 (2.6.15)
Karcona {Ph} merupakan bentuk - bentuk

probabilitas , maka P(Z) > O untuk|Z|> o |,

oleh karena itu P(1) > O. Darl persamaan
P
(2.6.15) diketahui bahwa P(1) = I—:SE— > 0,

oleh karena 1tu g h&rusrlebih kecilrdari i

rkarena‘ ?0 adalah suatu probébilitae dan

Po > 0. |
Maka P(Z) = —= —£_ (P<1) (2.6.16)
1 - Zp U
‘Karena _I_%_EE = 1+ Zo + (Z20)Y+(20)°+ ...
merupakan Jumlahan suatu deret geometri.
Maka fungsi pembanglkit probabllitasnya
‘adalah
ol ™ ix}
P{(Z) = L (1 - p) e Z _ (2.6.17)
nNn=g

Dan koefisien dari 2" yaitu P diberikan
oleh

P = (1-p)e

. Penyelesaian Persamaan Differensi Steady -

State untuk {Pn} dengan Menggunakan



e, 84, ... } sedemikian sehingga
D a =a .. ( untuk semua n )
Maka persamaan umum differensi linier

dengan koefisien konstan

n+tk
Gr\a‘n + C:'w-l-.‘.aﬂ+-.|.'4-""'-i-cﬁ-l-ke’r's+l|c = ):=n ci.ai. =0
(2.6.18)
d&pat dituliskan sebagai :
n 4k i—n
¥ ci D a_ = 0
i=n
" Karena
D° a = é ; (untuk getiap n dah e)
n n+e

Dalam suatu kejadian bahwa persamaan

- {2.8.18) diambil dalam bentuk

4.3.2 ah+z + CE ah+i + cs :5\,ﬁ =0 (2.6.19)
maka
(e, D +c, D+c,da =0 (2.6.20)

dan Jikea bentuk kuadrat dalam D ini
mempunyvai akar - akar real r, dan r, adalah
benar bahwa :

(D -r, Y{D - r, j a = 0

Karensa r, dan r, adaleah akar —-akar
persamaan (2.6.20) maka d 1'r: dan dzrz
adalah penyelesaian untuk persamasn

(2.6.198), dengan -di--dan d2~ konstanta

sembarang. Hal ini dapat dibuktiksn dengan



Sebagai contoh, diberikan a, = cgr:
kemudian disubstitusikan ke dalam persamaan

(2.6.19) sehingga diperoleh
n+4

c, dtr’. + ¢, d‘r1 + c, d1r1 = 0
atau
n 2
<+ =
%a[ e, T, qq-k%] 0

vang merupakan bentuk dari persamaan

(2.8.20).
Dengan menggunakan cara yang sama , dapat
ditunjukkan bahwa dzr: merupakan

penvelesaian dan juga Jjumlazhannysa, tar: +
dzr: Juga merupakan penyelesaian.
?éndekatanr ini dapatlrdiferapkén r_secara
langsung ke dalam penyelesgaian persamasn
differensi steady-state (2.6.6), karena
bentuknys merupakan persamaan differensi
linier seperti bentuk persamaan (2.6.19).
Jika D didefiniesikan sebagail bentuk
pengoperagian D Pn = P dan Jika

nH

persamaan (2.6.8) ditulis kembali sebagai

MP - () P+ AP =0 (n=0,1,2,...)
Maka
[ D - (Aq)D+X 1 P =0 (2.6.21)

' Dan berdasarkan syarat batas bahwa
e S R e




[ M~-DW-21F =0

Sehingga
P, = (1" + d,(—=" (2.6.22)
dimana d dan d ditemukan dengan

i 2

menggunakan syarat - syarat batas.
Dari persamaan (2.6.22) diperoleh

P = r:].1 + dgp

1

dan

. 2
Pé = ci,1 + dyo

- Juga dari persamean (2.6.6) diperoleh

syarat - Syarat batas
A

| P, = B, =~ P,
dan
_a +u A
P, =5t PB -G-8,
_ A .2
—(—;—) P,
:szo

Dengan menyamakan 2 pernyataan untuk E;
dan P2 , secara berturutan menghasilkan 2
persamaan dengan E& dan d, konstanta yang

tidak diketahui yaitu
( ci1 +4d e = P0 e

l . .
d +d, ¢ P, P
Penyelesalan persamaan ini menghasilkan

) ds. = .O_..dan...dz____:__Po..._ e e



vang pertama sehingga didapat

P =1-p (e < 1)

[0

2.7. Ukuran - Ukuran Keefektifan dan Distribusi Waktu

2.7.

1.

Tunggu.

Ukuran - Ukuran Keefektifan

Distribusi probabilitas steady-state untuk
ukuran sistem dapat untuk menghitung ukuran -
ukuran keefektifan diantaranya adalah
ekspektasi Jumlah dalam sistem dan ekspektasi
Jumlah dalam antrian pada ‘aaat steady-state.

Ditentukan N adalah variabel randem Jjumlah

pelanggan dalam sistem pada saat steady—staté

dan L adalah nilai ekspektasinya.

Maka dapat dituliskan bahwa

o o)
L = E[N] =% nbP
o0 Nnz=0 n
=% n(l-pg)e
n=e
® n
= (1l -p) % ne (2.7.1)
o n=0
Ditinjau & n o
n=0
® Lg] 4 3
L npe o+ 20 4+ 32 + ...
n=0

o (1+2 + 3%+ ...)

1l

oy n—1i
PL ne

n=4



=4}
§=°'°n = 1£p
Oleh karena itu
o . a1 Y1 -er1
S - %
S S
(1 -p)°

Malka nilai ekspekitasi Jjumlah dalam sistem pada

saat steady-state adalah :

L = (1 - P)g
(1 - p)
- 2
=T -5 (2.7.2)
atau
- A
L = (2.7.3)
Jika suatu variabel random “ Jumlah dalam

antrian pada saat steady-state " di notasikan

dengan Nq dan nilai ekspektasi dengan Ih 5

maka
Lh = E\[ Nq 1

=% (n-1) Pﬁ
& @

=Y n Pn -5 E;
n=41 : =41

=L - (1 - Po)

- _ e

~T-s T °

Maka rata - rata panjang antrian adalah
2

L, =15 (2.7.4)

atau




Untuk mendapatkan keterangan mengenai suatu
kedatangan yang harus menunggu untuk dilayani,
‘maka digunakan suatu distribusi probabilitas
waktu tunggu. Variabel random waktu tunggu
sebagian besar merupakan variabel kontinu
kecuali jika ada suatﬁ probabilitas yang fidak
nol yang penundsannya akan sams dengan nol,
vaitu seorang pelanggan memasuki pelayanan

dengan segera selama kedatangan.

ditentukan Tq adalah variabel random " waktu
tunggu dalam antrian " dan Wq adalah
distribusi komulatifnya.
-Oleh kaféna itu diperoleh :
W =P { = Yy = { = }
"q(O} r Tq 0 Pr Tq 0
= Pr { sistem kosong pada saat kedatangan }
= Po
=1-p (2.7.8)

Ditentukan Wq(t) adalah probabilitas waktu
tunggu seorang pelanggan untuk pelayanan
kurang atau sama dengﬁn t.

Jiké terdapat n unit dalam sistem selama
kedatangan , maka saat pelanggan memasuki
pelayanan pada suatu waktu antara ¢ dan ¢,
semua n unit harus telah dilayani dengan waktu

L



konvolusi dari n variabel random eksponensial,
vaitu suatu distribusi Erlang tipe n.

Oleh karena itu dapat ditulis bahwa :

= =
Wq;t) Pr { Tq t}
= I:'[Pr { n penvelesaian dalam waktu = <t
n=4

| ditemukan n kedatangan dalam sistem }Pn]

+ Wq(O)

® oo™ —ux

b ax D el
(L-p)p [ u e L 50y, dx + (1-0)
o . n=d ! : :

If

¢ ,
p(t -p) f H eHXUP) ax 4 (1-p)
[ 8]

Maka distribusi waktu tunggu dalam antrian

adalah
1 - P (t = 0)

Wq(t) = (2.7.7)

1 1 -p ORI (45 0y
Dengan menggunakan distribusi probabilitas Tq,
dapat dihitung ekspektasi waktu tunggu yang

dinotasikan dengan Wq

o
- -— T T omon ___" 1 LAl (Y
Wq = E LTq} =] t awq(t)
0
8]

o]

L8

e ]

Bl B S I T



2.7.3.

dengan W(t) adalah fungsi distribusi kumulatif
dan w(t) adalah fungsi densitasnya dan W
adalah nilai ekspektasinya.

Maka dapat ditunjukkan

Wit) = (u - 2y e H T M a0y (2.7.9)
dan
(s o]
W =EITI =f t dw(e)
[a]
o
=T & - e Mgy

fel

_ 1 |
E[T] = W (2.7.10)

Hubuﬁgan antara ekspektasi panjang antrian dan
ekspektasi waktu tungsgu.

Untuk mendapatkan hubungan antara Wé dan W,
bandingkan persamaan (2.7.8) dan (2.7.10)

didapatkan bahwa

i} 1 |
W = Wq + m (2.7.11)
. Sedangkan hubungan antara L dan W

q q’
bandingkan persamaan (2.7.5) dan (2.7.8)

kemudian dapatkan hubungan bahwa

didapatkan bahwa
L =AW



menurut proses birth-death. Di dalam  teori
antrian  birth (kelahiran) menunjuk pada
kedatangan seorang pelanggan baru d4i dalam
sistem antrian dan death (kematian) menunjuk
pada keberangkatan pelaﬁggan vang telah selesai
dilayani.
Keadaan suatu sistem pada saat t (t20), E
merupakan jumlah pelanggan - pelanggan di dalam
sistem antrian pada ssat t. Proses birth-death
ini—menggambarkanrsécara probabilitik bagaimana
E  berubah bersamaan dengan kenaikan 't dan
kelahiran dan kematian individu terjadi secara
fandom. - -
Perhatikan probabilitas state Pn(t) = I; {State
proses yaitu E pada saat t} untuk sembarang
proses birth-death. Proses ini merupakan suatu
rroses dimana perubahan seketika di dalam sistem
state hanya disebabkan adanya 2atu kelahiran
(birth) dan satu kematian (death).
Probabilitas terjadinya satu kelahiran dalam
interval kecil sepanjang At yang berawal dengan
sistem di dalam state E_ diassumsikan sebagai A
At + Q0(At), sedangkan satu kematian &iassumsikan
sebagal u At + 0(At) (n=1).

Tlmdesnle wrnmualea mimdicale ommen ;s s men S T o e n o - L cavvndeaale T3 £ 4= )



Ada n satuan dalam sistem pada saat t (E%),
antara selang waktu t dan At tidak ada vang

datang dan tidak ada yvang selesai dilayani.

2. Ada (n+1) satuan dalam sistem pada saat ©
(E%+1}, antara selang walktu t dan At tidsek
ada vyang datang sedangkan satu pelayanén

~selesal.

3. ada (n—1) satuan dalam sistem pada saat t
(E__,), antara selang waktu t dan At datang
satu satuan dan tidak ada vang selesail
dilayani. -

4. ada n satuan dalam sistem pada saat t (En)
antara'selang waktu' t dan At daténg réatﬁ
satuan dan satu pelayanan selesai.

‘Kemungkinan -~ kemungkinan di atas dapat

digambarkan dalam tabel 2 berikut ini :

Tabel 2,

Kasus|Peluang ada Masukan Unit yang dilayani)Banyaknya unit
n unit di dalam selang |dalam selang dalam antrian
dalam sistem| t s8/d £t + At |t s8/d t + At antara

- . t 8/da t + At
banyzakiPeluang| Banyak| Peluang
1 P, 0 |1 At 0 |1- e At n
2 Pn +1 0 1ﬁ)\n+%t 1 Pn +41 A% n
3 P i A At 0 i-p _, &t n
n 12 n




Pn(t+At) = Pn(t)(l - KnAt)(l - ynAt) + P;(t}
(KnAt)(unAt) + £;+1(t)(un+{At)
(1 - kn_!_i Ay + Pn_i(t)(Kn_iﬁt)
(1 - B, At) + 0O(At)

Untuk n = 0

Po(t+t) = Po(t)(1~?\oAt) + P’_(t)(ﬂiﬁt)(l—l_‘tAt}

+ 0(at)
Selanjutnya jika limit At— O maka (At)® dapat
diabaikan dan ‘turunan rersamaan differensi
didapat dengan cara membagi dengan At sehingga
diperoleh : |

Persamaan differensial - differensinya adalah :

CdP_ (%) |
o ='(MWHKWHWH&HWHMﬁ&AW)
n=1 (2.8.1)
dPo(t)
T = - Kopo(t) + 'us.Pi(t)
Jika diassumsikan sistem dalam keadaan

steady-state didapat bentuk M/M/1 dan karena
Pn(t) tidak bergantung pada waktu maka

dP_ (%)

3 = 0 dan prersaman (2£.8.1) diatas berubah

menjadi :



E‘!n +1 Hn-!- 1
XO
Pi u Po

Dengan menggunakan iterasi pada persamaan di

atas, diperoleh suatu solusi yaitu ;
Ao+ p A

p - 1 1 P - _

2 u 2 u o

v
f

AN A @A A IR
- z10 ,, 210 4 2 10 o
HopH, TO popp To popu o

SRS
= ——P , ...

HatlaHy  °

_Maka diperoleh bentuk umumnya yang dapat ditulis








