MATERI DASAR

2.1. Proses Stasionér

Definisi 2.1, :

Proses x(t)i disebut stasiﬁner dalam arti tegas

' bila sifat-sifat statistiknya invarian terhadap

pergeseran titik awal. |

Ini bgrarti bahwa proses x(t) dan x(t+c) mempunyai

statistik yang sama untuk sebarang c.
Dari defiﬂisi -terlihat bahwa képadatan tingkat ke-n
pProses stagioner dalam arti tegas harus sedemikian
sehingga :
Af(xl,..;.xn; tq, ..ftn).= £(xq, .;. xns tite, ... tpde)

Dari bentuk di atas, maka f(x;t) = f(x;t+c) untuk
sebarang c¢. Karena itu kepadatan tingkat pertama x(t)
tidék tergaﬁtung pada t atau independen dengan t.

fixst) = f(xs ....... S (2-1)
Sehingga mean dari prbses x(t) adalah konstan.
Sebagai bukti :

Misal : x(t4) dan x(tp) akan mempunyai mean sama

E(x(t)} = [ x £(xity) dx
E(x(tp)} = [ x £(x3tp) dx
Misal : tp = &1 + érmaka

. E{x(52)} = E{ x(ty4+€)} = fx Expshgbe) dx



E{x(t{+€)} = l'x £(xs8y) dx = El(x;ty) =7/
terbukti. -
Dengan pemikiran yang sama :

f(xg. Xo; t1,t0) = £(x;3, Xg; t1 +'c,ty + ¢) .(2-2)
Ini membawa keaimpu}an bahwa fungsi kepadatan tingkat
kedua hanya tergantqhg pada selisih waktu :

ti -~ te =7
Demikian

Diambil ¢ = ~tp dari (2-2) diperoleh :

f(xy, x93 ty1,tp) = f(xy, X935 t1 - t9 ) =

:2.2. Fungsi Earakteristik

Fungel karakteristik &.(w) atau &(w) dari variabel
random x adalah transformasi faurier dari fungsi kepada-
tahnya f{x} {déngan.pembalikan.di dalam tandanya) dan
digunakan untuk mgnyederhanakan operasi tertentu yang
menyangkut x,misaln}a untuk evaluassi moment dari x, untuk
evaluasi kepadatanl g(x),untuk menyederhanakan operasi
konvolusi diantara dua kepadatan menjadi operasi penggan-
daan dari transformasinya.

Defintel 2.2. :

Fungsi karakteristik dari variabel random x diber-

dkan dengan



Ini adaldh harga harapan dari‘fungsi.kompleks dari =x.

e?¥X = cos wx + J sin wx
Dengan demikian harga harapan di atas misal x continus
adalah

LI

Bw) = | eI £(x) ax ........... (2-4)
dan jika x bertipe diskret dengan harga Xy, maka

B(w) =% eIWRE Prx = x ) LL..LL...... (2-5)

k

Jika x bertipe lattice dengan harga Ck, maka :

o(w) = I eI¥Ck P{x = ¢y}
) 'k +

adalah periodik dengan periode 2n o .
7 - Fungéi karakteristik kedua dari variabel random x
5d1berikah : | | | | |
Y(w) = 1n &wW) coveennniaao... (2-6)
Catatan bahwa :
20 = [ £(x) dx = 1 ,oleh kavena itu Y(0) = 0(2-T)
dan jika f(;s Z 0 diperoleh : .
| 8w | = | f“f(x) ed%X gx| < ff(x) dx = 1
Dengan demikian | &(w)| S 1 ..ooo...... . (2-8)
- menarik untuk diperhatikan, bahwa jika w %+ 0,maka
| ®w) | < 1 | |
kecuali Jjika x adalah tipe lattice yaitu Jjika untuk'éuatu

wWj,diperoleh | #(w) | = 1, maka x nilai-nilainya memben-—

_tuk suatu progres aritmatik.



ailperoiren o -

E{ed¥V} = E{eIW(axtb)) _ iwb E{elWaxy
Tetapi nilai harapannya sama seperti (2-3) dengan w
diperluas menjadi aw yaitu sama dengan o, (aw). |
Oleh karena itu &,(w) = Wb Pelaw) ......... (2-9)
2.2.1. Momen | |
Definisi 2.3

Momen variabel variabel randum x didefinisikan sebagai

mk = Ex5} = | xEf(x)dx =0,1...

unt;; k=0 maka m,= 1

.k =*i maka m;= E{x} =02 '

; k= 2 maka mo= E{x°}
Sedang momen sentral disekitar m didefiniaikan sebagai :
uk=E{ (x-m)E } = J“}xrm)kf(x)dx
Jika diberikan d;; fériabel random x dan y maka momen ga-
bungan tingkat k+r = n didefinisikan sebagai
wkr = E {x5yT} = kay’-‘ £(x,y)dxdy
Jadi mjo=7x, mgy =7y adalah momen tingkat pertama
dan moo=E{x2} ,myy = E{xy}
Mmoo = E{fz } adalah momen tingkat kedua.

i

2.3. Titik Poisson

Untyuk menunjukkan titik-titik t;  yang merupaken - - -

-~titik—titik”“Poisson;”dapat“difentukan““dafi “8ifat-sifat” 7



1. Jumlah n(ty, tp) titik-titik +©; dalam interval

(t1.tn) dengan panjang t = tp — t1, adalah variabel

random Poisson dengan parameter A t.

e'At'( At)k

k!

Pin(ty,tg) = K} = —————— ... (2-10)

2. Bila interval (tl,tz) dan'(ta,t4) saling asing maka
variabel random n(tq,t9) dan n(tgz,ty) independen.
2.4, Distribusi Ppisson

Misal x variabel random bertipe diskret adalah

berdistribusi Poisson dengan parameter a, bilamana x

bernilai bulat dan memiliki sifat :

e @ _ K
5 - P{x = B} = — e, kK = 0,1,2. .. ciicanan {2-11)
: k! .

Fungsi karakteristik dari variabel random x adalah diber-

ikan dengan :

&(w) = E{ed¥¥}

Untuk variabel random x bertipe diskret yang nilai-

nilainya dinyatakan dengan x, fungsi karakteristiknya
B(w) = £ eIWXE prx = xy)
k .
maka :

B(w) = eate”- 1)

dan mean, variansi ‘diberikan dengan

CE() T8 0% =a....iiieeeee.s (2718



Jika variabel random x dan y adalah independent

dan berdistribusi Poisson dengan parameter a; dan ag,

maka Jjumlahannya :

Poisson dengan parameter -
a=a1+8.2-~

Dengan demikian fungsi karakteristik dari varia-

bel random ¢, diberikan cleh :
E{edWCX; - 5 & akedckw:exp a(edWe_1)
Skl

-------------------------

Pandang bahwa jika v

satu dengan :
P{x; = 0} = q; = i=1,.., n

]
ot
|
N

|

P{xi = 1)y = pi
dan jika untuk setiap i

maka jumlahannya :

X:x]_'-i' ...-I-x.n

variabel random berdistribusi Poisson

adalah sebuah

dengan parameter T
a = pj_-!- ....”+pn

Kesimpulan di atas bérlaku dengan syarat



[T S Y I

Dabi rernyataan di atas dapat disederhanakan dengan
memakai fungsi karakteristik. Fungsi karakteristik dari
x; adalah :
Q{‘;’?) = Py gdw a4
untuk p; < 1 diﬁéroieh :
py(ed¥ - 1)
e = 1+pi(ejw—.1)=

Pj_e‘jw + g3 = &(w)

- Dengan demikian variabel random nol-satu x; adalah mende-
kati distf;busi Poisson dengan parameter pj;. Ini tak
:mengherankan, ‘karena dalam (2-11) peluang x melebihi 1
Jadalah diberikan oleh :
P{x>1} =1 -e 2@ - ae™®

dan‘ini adalah order/tingkat dari a®

Jika wvariabel random x; adalah independent, fungsi

karakteristik dari Eumlahnva adalsh hasil kalinya.

B(w) = 3(wW) ..... & [(w) =

(py + ... + Pp)(ed¥ — 1)
e

2.5. Proses Poisson

- Proses Poisson didefinisiken suatu proses keadaan =

Ai aktrat Tanog 'l',n'hr‘"'h.‘i Aanrni Falnarnas Frinocai +anocaa noil
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dalam interval dengan pandang't sama dengan :

e” At (2 g)k
k!

dan titik itu dalam’ interval terbuka adalah independent.

-Sekarang akan didefinisikan x(t) sebagai berikut
: Diasumsikan bahwa x(0) = 0 dan 3(t1} = Xx(tg) sama
dengan penjumlahan dari titik-titik dalam interval (to,
5. .
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Gambar. (2-1) :
Dengan Jjelas, x(t) adalah suatu proses Poisson dengan

memperhatikan gabungan fungsi di atas.

 Keterangan gambar -



berbentuk suatu tangga (Gb 2-1) dengan  tiap
langkah bertambah satu untuk tiap titik random ty.
Untuk tiap t, x(t) sama dengan Jjumlahan titik-
titik dalam interval (0, ). Dengan demikian x(%)
adalah varieba; random berdistribusi Poizgon
dengan ﬁarameter.xt-

2.5.1. Statistik dari x(t) untuk keadaan seragam

Diberikan ty dan ty variabel random
x(ta) - x(ty) ty > by

adalah berdistribuel Poisson dengan parameter M(t, — ty):

P{x(ty) — X(tp) =k} = & f‘)(ta S A(ta;f.tﬁjk‘
:Oleh karena itu : | e
E { x(tg) - x(tp) ¥ = Altg — tplecnn.... (2-15)
E{L x(ty5) -~ f(tb)]‘} = A‘{ta—tb)=+-A(ta—tb}(ZﬂIS)
Jika t5 > t > t; > tg» maka wvariabel random
x(ty) - x(tb)‘dan xftc)—x(td) adalah independent {(Jumla-

han titik-titik dalam interval berimpit) karena itu :

E{Tx(ty)-x(tp) JIx(ty)-x(tg) II=Nt o) (Bg—tg)- - - - - (2-17)



td b Yo va
' Gambar 2-2 |
Jika t5 > t; > tp > tg maka interval (ty ; t3)
dan (tq ; tg) berimpit (Gb. 2-2), karena itu dengan
subtitusi :

-

X(bg) - x(tg) = |x(be) - xby)] + [x(tp) - xtg)]

Dari persamaan (2-16) dan (2-17) diperoleh :
[x(ta) - x(tb)] [x(tc) - x(td)] =‘;.z.(1;‘i - tb)“c"td“)-(tc‘tbl (27-18)"

Perlu diperhatikan bahwa t, - t adalah panjang dari

bagian interval berimpit (ty,t,) dan (tg,t.)-

2.5.1.1. Mean dan Autokorelasi x(t)
Apabila notasi mean dan autokorelasi dari =x(t)

adalah E(x(t)} dan R(tp,tg), maka skan ditentukan :

E{x(£)Y = X bo....o-oia- (2-19)
R(b1.btp) = BLX(b1IX(B2) = Aty + X3tgty,  t5 2 t,
Aty + 2%tgty by sty

2-20) -
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t, = b, Yy = 0, maka akan diperoleh :

1

(2-15) E[ x(tg) - x(tb)]-

Aty ~ ty)

il

Ell: x(t) - x({))]- 1k - O

E[x(t)]- Z A eeeeciiaun- . (2-19)

Untuk membuktikan persamaan (2-20) adalah dengan

memnandang persamaan "(2—18) dengan subtitusi ty, = t1. by =
tp, tp = tq = O untuk t1 2 tp dan subtitusi t, = ta, b =

tg = O untuk ty < tg.

; [x(taa - xttb)][x{tc} - x(t;}] S, - bl - ) F AL - gy

-

E[xttg-xm][x(tz)-ﬂn;] =% (-0} (t-0l At o)

m

!

["‘ta’ - “th’] x(t) - "“d’]}’)"fa - tyl(te - byl A E - )
!
L .

m

B [x‘t'fz'l'#x{d\][ﬂtlr—'x‘{nl] =3 (o itbaaty=ol




E{x[tz) x(tz)l = Mgty + Aty hit

LY

fadi R(ty,ty) = E ix{tllx(tz)} E(x) =fx fx) dx

= Aty ¢ Aty bty
Ati + Altlt.z TINEENa tl $ tz

(2-20})
2.5.1.2. Keadaan Tqy Seragam x(t)

Jika titik-titik random t; tak seragam mempunjai

fungsi kepadatan A(%), maka proses x(t) mempunyai me

-5

Nt dalam interval (ti; t9) sama dengan :

. ' ,t'z
B x)l = (J\(t) dt
L J )
'tl
Karena = proses Poisson x(t) berlaku dalam interval (0,%)

maka mean x(t) keadéan tak seragam menjadi :

E[x(t)]- = AT AT e (2-21)
0 s

Untuk tl > t9 bisa ditentukan autokorelasi

to ' 1
Rit{.tg) _=J Xt) dt [ 1+ f)«(t) dt)]... (2-22)
0" 0



K(T1,Tg) :J ALG) Qv LJ. +J ALT} O.'C)J -ee L&—4T)
0 0
2.5.2. Increment Poi.sson
Dengan memandang x(t) sebuah proses Poisson dan
diberikan kqnstanta ez 0 kita definisikan proses
baru |
x(t + € ) - x(%)

yvg) = —mM e e e ea (2-24)
e :

Andai k adalah jumlahan dari titik-titik dalam interval
{t, t + €) maka dengan Jelas y(t) sama dengan k/€.
Perhatikanlah gambar di bawah ini :

y(t) !

|
L Il

Sehingga :
e_)e{ ) ek
k/e ]— B — e neaeaaaas (2-25)

: 1= 1
- - B

P

«
~
<t
—

|

- 1. 1 3
E y(t)} — x(t+€)]— - x(t)]— = A (2-26) _




Jika ty > to + € , maka interval (ty+e »t1) dan

(tz+ €,%y) saling lepas, karena itu persamaan (2~17)

menjadi :

B[ eyt y(tg)} = Az

—

Jika tp < t3 < ty +€,maka interval berimpit
dengen - A (ty-tp), lihat gambar di bawah ini :

tz ‘ ‘ El tote tq+e

Karena itu persamaan (2-18) menjadi :

Elerycoy) yoep} = deer + Af¢ -ty - tp)]
e ~ - |
Untuk ty < $p didapat hasil vang sema. Dengan demikian'

R F 53 |
R(tl,tz) = ‘l 3 }' tl"tzl Itl—-tzl >E
Ag + L I, . .
L € e | 61-ta] <€ .(2-27)
JLR(tlytZ)

i)z

> tl—tz

m e =

Gb. 2-4

Dari gambar 2-4 didapatkan grafik R(ty, t5) sebagai

~ fungsi dari |[t)-tp|.Fungsi ini adalah jumlahan dari



segitiga itu menunjukkan impulse &(tq - t5).

2.5.3. Impulse Poissonl

Dengan ty titik-titik random dalam satuan waktu,
kita bentuk proses stochastic :

zZ(t) = T 8(t-ty4)
' i

d x(t)

P z6) = — " = lim v (B)
dat c— 0
T3 .

Eroses ini'kongisten‘barisan dari impulse seperti pada
" gambar di atas pada titik-titik t; |
d x(t)
Z(t) = ———— = 1lim y (%)
dt € 0

dimana x(t) dan y(t) fungsi-fungsi yang didefinisikan di
sub bab sebelumnya.

Akan ditunjukkan bila z(t) stasioner,jika mean
kita lambangkan 4?2 dan autokortelasi_depgan Rz% maké

mearn

/7z = A ««« (1) dan autokorelasi

R,,(T) =A% %+ 8(T ) ..... (2)



f)%(t) = %x‘(t) = L [x{(t)]
karena z(t) = x"(t) dan /'Zx“?) = A t, maka

113(#) f A

Untuk membuktikan persamaan (2) lihat persamaan (2-20)
sama dengan : -
Atz + Aztltz ‘...--.“-A.. 'bl > t.z
Atl + Aztltz -------- tl < tz
Sekarang persamaan (2-20) disederhanakan
R(ty, tp) = Aty + XTtqty
=ty + ATty® + Aty A (bptp)
R (t1,t0) = AZtqtp + A min (b4.t)
karena z(t) = x"(t) maka :
' B8R (t1.t5)
Ryz(tq.tg) = _ = ¥ty + dulty-tg)
to
SRyx(t1,t2)
R,,(t1,0) = = A% + AB(ty-tgy)
Ty

Sedemikian hingga R, (T) = A2 + A8( T )



ORyx(ty,t2)

Rex-(tq1,tg) =
Bto

SRyex-t15t2)

Ry x-(B1,02) =
Bto





