BAB III
GRUP

3.1. GRUP
Definisi - 3.1.1.
Suatu_himpunan G ‘yang-.tidak kosong beserta suatu
operasli biner ¥ pada G membentuk suatu grup Bila dan
hanya bila memenuhi sifat-sifat berikut :
(1) Operasi biner ¥ pada G bersifat assosiatif ,
vaitu untuk setiap a,b,c € G maka (a ¥ b) ¥ ¢ =
a* (b ¥ c). €
(2) G terhadap operasi biner * mempunyai elemen’ .
identitas, yaitu ada e € G sedemikian hingga
a*¥e=egX*ax=a untuk setiap a = G.
{3) SBSetiap eclemen G mempunyai invers terhadap operasi
biner * dalam G, yaitu untuk setiap a = G ada
a™ = @ sedemikian sehingga a * a = a ¥ a = e.

e adalah elemen identitas dari G.

Jika himpunan G terhadap operési biner * membentuk suatu
grup, maka grup ini dinyatakén dengan notasi (G;*¥). Jika
grup (G:;¥) memenuhi sifat bahwa :

{4) Operasi biner % pada G bersifat komutatif vaitu untuk

setiap a,b = G maka a * P = b ¥ a. Maka grup

(G;%) disebut grup abelian (grup komutatif).
Contoh : |

Hiﬂpunan bilangan bulat 2 = { ... ,-2,-1,0,1,2, ... }

terhadap operasi penjumiahan +.
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(a) Sifat tertutup dipenuhi yvaitu hasil penjumlahan
bilangan bulat bersifat tertutup.

(b) Sifat assosiatif‘ldipenuhi yaitﬁ penjumlahan
bilangan-bilangan bﬁlat bersifat assosiatif.

(c) 2 terhadap operasi + mempunyai elemen identitas
vaitu 0, sebab untuk setiap a € 2 maka a + O =
0+ a = a.

(ad) Setiap elemen Z mempunyai iﬂ§ers terhadap operasi
+ yvaitu setiap a € 4 ada al=-aez sehingga
a+ (-a) = f—a) + d = 0.

(e} Sifat komutatif diﬁenuhi pula, yaitu untuk setiap
a,b € Z maka a + b=b+ a.

Jadi =Z terhadap operasi + merupakan  suatu

grup dan ditulis (Z;+) suatu grup abelian.

Banyaknya elemen suatu grup G ditulis dengan notasi "n(G)
' dan disebut order dari grup'G, Suatu grup yang. banyak
elemennya tak berhingga (infinite) disebut grup tak j
‘berhingga (grup infinite}, sedang suatu grup vang

banyaknya elemen berhingga disebut grup berhingga (grup

finite).

Theorema : 3.1.1. Sifat Kanselasi

M
G

(G:;*%) suatu grup,-maka' untuk setiap a,b,c

berlaku » ; j

t

a ¥ ¢ maka b

H
e

i. Jika a ¥ b

c * a maka b

1
G

ii. Jika b * a
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Bukti =
Jika a « G dan G suatu grup maka ada a’ & G
sedemikian hingga a * a & = dd* a = e dengan e adalah
elemen identitas dari (G;*).
Menurut ketentuan i. jika a * b = a * c¢ kedua
ruasnya dioperasikan a—i_dari kiri maka

a'%*(axb)=a’ % (a*c)

i

—> (a ' %X a) *b (éfl X a) ¥ ¢ karena sifat

H

assosiatif ,
s e ¥b = e *c karena a = % a = e,
= b = ¢
Jadi jika a ¥ b= ax* ¢ maka b = ¢

Menurut ketentuan ii. jika b ¥ a = ¢ ¥ a kedua ruas-

. - —1 -
nya dioperasikan a = dari kanan maka

1 1

(b * &) x a = = (g ¥ a) * a
— bX(aXa')=c*(a*xa ) karena sifat
assosiatif ,
— b*e = c*xe karenaa*a @ =e,
== b = c.

Jadi terbukti jika b ¥ a = ¢ ¥ a maka b = c.

Theorema : 3.1.2.
{G:;%) suatu grup, maka berlaku
i. elemen netral e dari G adalah tungsgal.

" 4ii. invers dari suatu elemen G adalah tunggal.

Bukti :

(i) Misal e dan £ keduafduanya elemen netral dari G
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sedemikian sehingga

e ¥ az-a*e=a untuk setiap a € G
dan |

f ¥ a = a *If = a untuk setiap a € G
Maka e ¥ £ = £ (karena e elemen netral dari G) dan

e ¥ f ej (karena f elemen netral dari G).

Jadi £

e ¥ £ = ¢ , sehingga e = f.

Jadi terbukti bahwa elemen netral dari G adalah
tunggal terhadap operasi biner *.'

(ii) Misalkan selain a™ ada invers lainnya dari a,

a e G misalkan b. Ini berarti bahwa b * a = e

- -4 —1
Karena Jjuga a ¥ a = € maka b a=a % a.

Dari sifat kanselasi didapat b = a '.
Jadi terbukti bahwa invers dari suatu elemen G adalsh

tunggal terhadap operasi biner *¥.

Theorema : 3.1.3.
Jika S adalah sembarahg_himpunan_ yang tidak kosong
maka himpunan dari semﬁa pemetaaﬁ—pemetaan invertible
dalam M(S) adalah suatu grup terhadap  operasil

komposisi pemetaan.

Bukti:
Misalkan S himpu@an vang tidak kosong, &, € M(S5) dan
a,3 keduanya iﬁvertible. Pertama akan dibuktikan
bahwa‘terhadap éperasi komposisi pemetaan—-penetaan
invertible dalam'M(S} tertutup. Karena « dan 3

invertible maka « dan {3 satu~satu dan onto. dJika &
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dan # satu-satu dan onto ( dari theorema 2.1.1 (a)

dan (c) ) maka [ex satu-satu dan onto. Oleh karena

= satu—satu dan onto maka TELY- adalah
ipvertible. Jadi terbukti bahwa Jika :a, 3
pemetaanwpemetaan‘ invertible dalam M(S) {terhadap
operasi komposisi) maka e pemelaan invertible
dalam M(S). Jadi terhadap operasi komposisi

,pemetaan-pemetaan invertible dalam M(S) tertutup.

Kedua terhadap operasi komposisi, pemetaan-pemetaan

invertible dalam M(S) bersifat assosiatif.
Akan dibuktikan bahwa 7<(# &) = @ ° 2)esa untuk
Sef.iap e, B, ¥ pemet.a_an—~pemetaan invertible dalam
M(S). MMenurut définisi persamaan—persamaan pada
pemetaan : | |

[re(3 o o)(x) = [ »° RYyead(x)
untuk setiap x € 5. Hal ini ditunjukkan ‘sebagai

berikut:

Fre( & a)1(x) = 7 ((Beo) (X))

y (B(a(x)))

(rel2Y (e (X))
= [y o B)eaxx J(3)

:Jadi- terbukti bahwa ‘untuk setiap «,f3,r pemetaan—

pemetaan invertible dalam M(S) maka we{(f = «} =
(r = 3)ect. Selanjutnya ketiga ditunjukkan bahwa
pemetaan—pemetaan invertible dalam M(5) terhadap
operasgi = mempunyal elemen identitas. Yaitu elemen
identitasnya adalah b karena Lo @ = A L&

untuk setiap « elemen pemetaan invertible dalam M(3).
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Dan terakhir akan dibuktikan bahwa setiap pemetaan
invértible dalam MM(S) mempunyail invers terhadap

operasi o pada M(S). Yaitu misal o« adalah pemetaan

invertible dalam M(5) yaitu a : S-—5 onto dan
satu-satu maka ada invers o yaitu a™ 1 S-—85 onto
dan satu—satu sedemikian sehingga P tg
dimana L : S?—+S satu-satu dan onto. Karena

=

diketahui bahwa hasil dua komposisi merupakan
-pemetaan—pemetaan‘invertible dalam M(S)..

Jadi terbukti ﬁahwa himﬁunan semua pemetaan-pemetaan
invertible dalam H(S) adalah sgrup terhadap éperasi

komposisi pemetaan.

Definisi : 3.1.2.
Jika (G;*) suatu grup, a € G dan m bilangan bulat

positif, maka

a' —a*xa*a* ... ¥ a sebanyak m faktor dan
a ™z (a Tz atxat katw L.ox & sebanyak
m faktor.

Definisi : 3.1.2.
Grup (G;*) disebut grup ¢yclic bila dan hanva bila ada
celemen a & G sedemikian hingga setiap elemen y € G,
v = a" dengan m bilangan bulat, elemen a « G disebut.

penghasil (generator) dari G.
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Definisi : 3.1.3.
Jika G suatu grup dan a e G, - periode dari a
adalah bilangan bulat positif terkecil m sedemikian
hingsa a = e, e adalah elemen identitas. Jika
tak ada bilangan bulat positif demikian, maka
dikatakan bahwa a ﬁerperiode tak terhingga. Periode a

ditulis p(a}-

Contoh :
Misalkan R(O,QOQ) adalah rota-
éi dengan pusat 0 dan sudut pu-
[ taran 90° searah dengan arah
I _pﬁtafan Jjarum Jjam. .
0 ki Jika  R(0,90°) = R  maka
R(0,180°) = R°, R(0,270") = K
- ‘dan R(0,360°) =.R* = I vyaitu
suat rotasi identitas.
'R adalah operasi R = R, R =
R?.R dan R = RK°-R.
Dipandang himpunan T - {I, R, R, R3. Maka T

terhadap operasi komposisi merupakan suatu grup.
Grup T adalah grup cyclic dengan gencerator R.
Periode setiap elemennyva adalah p(I) =1 , p(R) = 4,

p(R%)= 2 dan p(R) = 4.
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3.2 GRUP PERMUTASI
Definisi : 3.2.1.
Permutasi dari himpunan yang tidak Xkosong S adalah
suatu pemetaan Sétu—satu'dari 5 onto S.
Contoh : |
Ditentukan suatu permutasi o dari himpunan {1,2,3,4}
“dengan ketentuan |
a(ly = 2, «(2) = 3, «(8) = 1 dan «(4) = 4

maka permutasi o yéitu

Karena suatu pemetaan dari S ke S adalah satu-satu
dan onto Jjika dan hanya Jika invertible maka
permutasi-permutasi dari O adalah sama dengan
elemen—elemen invertible dalam M(S). Dan karena
himpunan elemen-—elemen invertible dalam M(S): telah
dibuktikan dalam theorema 3.1.3 adalah swatu grup
- terhadap operasi komposisi maka himpunan
permutasi-permutasi dari'8 adalah Jjuga suatu grup

terhadap operasi komposisi.

Definisi : 3.2.Z.
JIka S adalah suatu himﬁunan terbatas { 1, 2, ... , n
malka himpuﬁén semia - permutasi-permutasi dari S
disebut grup symmetric pada 8, dan dinotasikan dengan.

Sym(5).
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-Group Sym(S) biasanya dinotasikan dengan Sn -,  dan

elemen—elemennya disajikan dengan

1 2 - - - n
a(l) a(2)Y . . . alin)
baris pertama terdiri bilangan bulat positip 1,2,...,n,

dan baris dibawahnya merupakan image (bayangan) dari
himpunan bilangan positip oleh suatu pemetaan &« .
Elemen identitas dari‘S adalah
...
.- n -
Invers dari suatu elemen didapat dengan menuvkar

baris-barisnya, sebagai contoh :

Invers dari

1 2 3 T 2
ialah atau
2 3 i 3 i
Terlihat bahwa:
1 2 3 1 2 3
2 3 1 1 2 3

Komposisi dari permutasi sama dengan komposisi dari
pemetaan, sebagai contoh

misal
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Pengoperasian « o 3 dilakukan sebagal berikut:
Pada 3, 1-——3 dan dilanjutkan &, 3-—1 maka hasil «-f pada

kolom pertama 1 —-s1.

—
)

Hasil pada kolom kedua dari oef? adalah , 2 —4
dilanjutkan @, 4 —3 hasilnyva adalah 2 -—3.
Hasil pada kolom ketiga déri a3 adalah 3, 3—1
dilanjutkan «, 1-—2 hasilnya adalah 3 —2.

Hasil pada kolom Ekeempat dari asf3 adalah 3, 4 —2

dilanjutkan o, 2-—4 hasilnya adalah 4 —4.

Theorema : 3.2.1.

Order dari S adalah n !

Bukti :
Permasalahannya adalah menghitung banyaknya _elemen
dari Sn adalah sama dengan menghitung banyaknyé cara
vang dapat ditempati dari bilangan bulat 1,2, ... ,n
pada blank-blank vang ditunjukkan dibawah  ini
(penempatan dari .setiap bilangan bulat dilakukan

hanva sekali)




Jika dimulai dengan memilih blank dari kiri, maka ada
n kemungkinan prenempatan bilangan pada  blank
pertama. ada n - 1 kemﬁﬁgkinan pPenempatan bilangan
pada blank kedua; ada n - 2 kemungkinan 'penémpatan

bilangan pada blank ketiga dan seterusnya

Berdasarkan kaidah penggandaan, Jumlah cara,
penempatan guna. mengisi n blank menjadi
n.(n ~ 1) ... 2.1 = n! | |

Jadi banyaknva elemen Sn adalah n !

Contoh -
-Elemen-elemen dari Sa adalah
1 2 3. 1 2 3 1 2 3
1 2 3 » 2 3 1 5 3 1 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 1 3 ) 3 2 1 . 1 3 2
-81 mempunyail order 1 S2 mempunvai order 2, 83

mempunyail order 3.

Elemen—elemen dari.Sn sering ditulis dengan mengunakan
notasi cycle. Jika 'S adalah suatu himpunan dan
85 8, ... , @ € S, maka (aiab .- ak) menyatakan
rermutasi dari S dengan

a—4a,, 3 =8 , .- g T E . & 8,
dan

vang lainnya x -—» x untuk setiap x = 5.

Permutasi tersebut diatas .disebut dengan cycle ataun
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k-cycle. Jika a adalah elemén dari S, maka 1l-cycle (a)

merupakan permutasi identitas dari S.

Contch :

12345 123465
(1 2 4 ) (3 5 )= 6

243165 12543

123405

) 24513

(1) = (2) = 1Y (2 (3)
(124 (3 {(5)Y = (124
(1234)=(2341)=(3412)=(4123)
( 12 4 ) merupakan elemen dari § untuk n 2 4
(124 (3) merupakan elemen dari 34_, dan
(12 ‘

4 )Y ¢ 3)Y (5 ) merupakan elemen dari SS.

3.3 SUBGRUP
Definisi : 3.3.1.

(G:%) suatu grup. H disebut subgrup dari G bila dan

hanya bila H < ¢ dan (H;*%) merupakan suatu grup.

Contoh :
Terhadap operasi‘penjumlahan himpunan bilangan_ bulat
kelipatan 5 adalah subgrup dari himpunan bilangan

bulat.
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Lemma : 3.3.1.
‘Misal G terhadap operasi biner ¥ adalah Suatg grup
dan misalkan H mérupakan subgrup dari G
(a) Jika f adalah elemen identitas dari H dan e
adalah elemen identitas dari G, maka £ = e.
(b) Jika a € H , maka invers dari a dalam H adalah

sama dengan invers dari a dalam G.

Bukti :
(a) Jika f adalah elemén identitas dari H, maka_-
f % £f = £f. Dan dimisalkén, jika £ ' adalah invers
‘dari f dalam G,maka : |

(£xf)=f

— frx (£ x Ff) = £ix ¢
— (f'™ f)x f= e karena e elemen identitas G,
—_ e ¥ f=e

f=-e

(b) Diasumsikan bahwa a <« H. Dan dimisalkan a t

merupakan invers dari a dalam G dan misalkan ¢
merupakan invers a dalam H. Maka a * ¢ = c ¥ a = f ,
demikian juga a ¥ ¢ = ¢ ¥ a = e (telah dibuktikan
.dalam (a) ). Menurut theorema 3.1.2 (ii) invers dari
suatu elemen dalam G adalah tunggal, oleh karena itu
a”* tunggal. Jadi ¢ = a

Terbukti bahwa Jjika a é H maka invers dari a dalam H

adalah sama dengan invers dari a dalam G.
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Theorema : 3.3.1.
(G;*) suatu grup, H < G;dan H= & .
H adalah subgrup dari G bila dan hanya bila
 (1) untuk setiap a,b € H maka a* beH dan

(ii) untuk setiap a<H maka a < H.

Bukti -
Pertama, dibuktiken jika H subgrup dari G maké
(i) vuntuk setiap a,b e H maka a * b € H dan
(ii) untuk setiap a € H maka a < H.
'H suberup dari G maka (H:¥) suatu grup. Berarti untuk
setiap a,b < Hmaka a X b € H { H tertutup terhadap
operasi biner ¥ }.
Setiap _elemen H +terhadap operasi biner‘ * harus
mempunyai invers didalam H. Berarti jika a e H maka
a' e H. Jadi (i) dan (1i) dipenuhi.
Kedua, dibuktikan jika:untuk setiap a,b € H berlaku
axbeH dan a =€ H maka H subgrup dari G.
Untuk membuktikan H sﬁbgrup. dari G atau H suatu
grup, tinggal menunjukkan bahwa H terhadap operasi
biner ¥ bersifat aésosiatif dan mempunyail elemen
identitas e dalam H.
H< G dan ( G;%) suatu grup maka G terhadap operasi
biner * bersifat assosiatif, demikian pula dalam H
berlaku pula sifat assﬁsiatif itu.

Diambil a € H, menurut (ii)} meaka a = H.

h 3 - -4 -
a = H dan at e H , menurut (i) maka a * a = <« H.

Karena a * dd -~ e maka e < H. Terbuktl.
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‘Diasumsikan bahwa G adalah grup permutasi pada
himpunan S, dan T adalah subset dari S.

Jadi
G, =.{ a3 : a(t) =t untuk setiap t e T }

Dikatakan bahwa elemen-elemen dari G membiarkan T
elemenwise invariant.
Contoh- :

Misal S =4{1, 2, 3, 4%}, G = Sym(S5) = S4 ’ dan

T={1, 2 } maka _

G, = { (1) (2) (3) (4 , () (2 (3 4) 3}

= { (1) , (3 4) 1.

elemen—elemen dari GT
' hanya dipermutasikan kedi-

ri sendiri dalam T

.elemen—elemen dari G hanya
diperbolehkan dipermutasikan

elemen—elemennya {diluar T)

‘diantara diri sendiri.

Jika o« adalah permutasi dari S , dan T adalah : subset
dari S , maka a(T) mefupakan himpunan dari semua
elemen—elemen <«{ t) untuk setiap t = T

Jadi
G = {ae3 :: o(T)y=T1

[ A

Jadi Jika o e an maka & hanya diperbolehkan




30

mempermutasikén ~ elemen-elemen dari T diantara diri
sendiri, tetapi tidak membawa elemen—elemen dari T
keluar dari T. Dikatakan bahwa elemen-elemen dari | G 5

membiarkan T invariant.

Contch :

Misalkan S ={ 1, 2, 3, 4}, G = Sym(P) = 8§, dan

T = {1, 2 }. Maka
{(1) (2) (3) 4 ;_(1 2) (3) (4), (1) (2) (3 4),

ik

G

(T

(12) (34 1.
{(1) , (12),(34 ,(12) (34 1.

2]
H

{TY

Eiemenmelemen dari QT>hanya
diperbolehkan dipermutasikan
elemen—elemennya ( dalam T )
diantara diri sendiri.

Elemen-elemen dari G hanya
diperbolehkan dipermutasikan

- elemen—-elemennya ( diluar T )

diantara diri sendiri.

Theorema : 3.3.2.

Jika G‘adalah grup permutasi pada S, dan T adalab

subset dari S, maka GT'dan ij adalah subgrup dari

G.

Juga GT adalah subgrup dari QT>
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(a) Akan dibuktikan babwa G adalah subgrup dari
G.Pertama, karena G memiliki elemen netral ¢,
juga ada dalam GT , karena jika ¢ € G dan ¢
t —t untuk setiap t € T maka : < G . Jadi G
tidak kosong.

Kedua, akan dibuktikan Jika o3 &= GT maka
cofl & G'r'
Diasumsikan jika o,7 e G , «(t) =t dan (%) =
maka

(o o BY(L) = a(F(E)) = a(t) = &
untuk setiap t & T. Jadi «af & GT.
Dan selanjutﬁya akaﬁ dibuktikan jika & « G maka

ot e GT vaitu Jika a = GT dan t € T maka

a(t)y = ¢
at(a(t)) = a (b)
(e a)(B) = (%)
b= N

karena & T(t) = t untuk setiap t e T maka o e G-

Jadi jika o & G maka at e G_.

Jadi terbukiti bahwa GT adalah subgrup dai G.
(b) Akan dibuktikan bahwa Gﬂw adalah subgrup dari G .
Pertama, karena G memiliki elemen netral ¢, Juga

ada dalam G karena jika ¢« = G dan ¢t : T —T

(r)’
maka ¢ £ Gﬂw. Jadi Gdjtidak kosong.

Kedua, akan dibuktikan jika o, < G(T) maka

Aefi & Gy

Diasumsikan Jika &,f3 = wa , o(TYy = T~ dan

t




(c)
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(T} = T maka |
(@ s £) (T) = a(A(T)) = a(T) = T
Oleh karena ' (« a'ﬁ)(T) = T. Jadi a3 < Gﬂ‘.

Selanjubtnya akan dibuktikan Jika o < G

-1 :
maka o e G
ST

vaitu Jjika a e Gﬂ,} maka

,
a(T) #.T
aHa(TY) = @ TN
(7 o a)(T) = «(T)
L(T) = & (T)
T = & "(T)

-1

Oleh karena o (T) = T maka o« < G _ .
Jadi terbukti bahwa Gﬂw adalah subgrup dari G.
Akan dibuktikan bahwa G, adalsh subgrup dari G_ .

Diasumsikan bahwa « = GT , maka oa(t) = t untuk

setiap t € T. Karena «(T) adalah himpunan dari
semua elemen-elemen a(t) untuk setiap t € T Jadi

a(T)Y = T , sedemikian sehingga Juga a = JE

Jadi jika @ = G  mnaka 2 <« G, sehingga

G, = G, - dJuga G  terhadap operasi  komposisi

pemelaan merupakan grup. Jadi Jika GT < Gw)

dan (GT;ﬁ) merupakan grup maka GT subgrup dari

G, . (menurut definisi 3.3.1).

Jadi terbukti bahwa GT adalah subgrup dari QT-

)






