BAB II

PEMETAAN DAN OPERASI

2.1. PEMETAAN
Definisi:2.1.1
Suatu pemetaan atau fungsi dari himpunan S ke
himpunan T adalah reiasi vang wmenentukan setiap
elemen dari S &engan tepat satu elemen dari T.
Himpunan S disebut domain dan himpunan T disebut
kodomain.
a : § —T atau 8 — 2 T : menyatakan bahwa o adalah
pemetaan dari S ke T. Jika x adalah elemen dari S, maka
a({x) menotasikan elemen dari:T yang menyatakan « membawa X
ke o(x). Elemen a(x) disebut: image (bavangan) dari x oleh

pemetaan oo

" Contoh:
Misal 8§ = {x,v,z} damn T = {1,2,3}. Pemetaan «

ditentukan dengan a(x) = 2, a(y) = 1, dan a(z) = 3

adalah pemetaan dari S ke T adalah:




Pemetaan lain, B8 : 8 — T diberikan dengan

pix)= 1, #(y) = 3, #(z) = 1.

Diagram berikut bukan merupakan pemetaah dari S ke T
karena dua sebab: pertama oleh karena « membawa X
kekedua elemen bérbeda di T, dan kedua tidak ada

pemetaan o yang membawa elemen v ke elemen T.

Bukan pemetaan

Jika S himpunan sembarang, ¢t (iota) digunakan untuk
menotasikan pemetaan identitas dari S ke S ; pemetaannya
didefinigikan dengan t(x) = X wntuk setiap %X € S. ¢ pada

pemetaan ini dapat dinyatakan- dengan notasi t_-

Definisi : 2.1.2.

Suatu pemetaan atau fungsi ¢ dari himpunan S ke




himpunan T disebut satu—satu Jjika ¢(Xi) = ¢(gz) mala
X =X, untuk setiap X, X, € s

atau

Suatu pemetaan ¢ : S ——f4 T dikatakan satu-satu Jika

X, S X, maka ¢(xi) e ¢(xﬁ) untuk setiap X, X, € S.

Contoh:

Bew(x )=e(x,)

¢ adalah 1-1 ¢ bukan 1-1

Pemetaan ¢ pada diagram diatas bukan satu-satu sebab
x # X, ‘betapi p(x&) = e(x,).

Pada pemetaan f(x) = x?, dengan domain bilangan real,
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bukan satu-satu, sebab jika f(x) = x = f(-x), maka

X * —X untuk = = 0_°

Jika &« - § — T dan A himpunan bagian dari S, maka «{A)

yang menyatakan himpunan dari elemen—elemen dari T adalah

bayangan dari elemen-elemen A oleh pemetaan .

Dapat dinyatakan ,
a(A) = { a(x) : x< A}

Himpunan «(A) disebut bayangan dari A oleh pemetaan «.




S > T
Definisi @ 2.1.3.
"Jika o : § — T, maka a(S) disebut bayangan oleh
. pemetaan o« . Dan jika o : § — T dan «(58) = T,

maka o disebut onto. Jadi « onto Jika untuk setiap
y €« T maka ada paling sedikit ada satu x e §

sedemikian sehingga a(x) = y.

S

¢ : S5 — T tidak onto

Contoh :

Ditentukan pemetaan o dan IE] dari himpunan

N

bilangan-bilangan alam, { 1 3, ... }, ke
dirinya sgsendiri, dengan

a{n) = 2n

dan 1Y Jika n gannll
. B{n} {

Jika n genap.




1 2 3 4 5 A
3 \\I\A
1 2 3 4 S) 7 8 ...
1 2 3 4 f///S 7 8 ...
4 /_/‘/
1 2 3%4%s5 6 7 8...

o adalah satu-satu tetapi bukan onto ; dan 3 adalah

onto tetapi bukan satu-satu.

Suatu pemetaan satu-satu disebut injektif, suatu
pemetaan onto disebut surjektif dan suatu pemetaan

keduanya adalah satu-satu dan onto disebut bijektif.

Diasumsikan bahwa &« : S — T dan 3 : T — U. Jika
a(x) € T untuk setiap =x € S maka elemen—elemep dari

U dinvatakan 3(a(x)).

Pemetaan &« dilanjutkan dengan pemetaan 3 menghasilkan

pemetaan dari S ke U. Pemetaan demikian disebut komposisi




dari o dan 3 ; dinyatakan dengan 3 - <.
Dan didefinisikan :
(3 o a)(x) = # (a(x))
untuk setiap % € S. Dalam 3 + « , o yang merupakan
remetaan sébelah kanan dilaksanakan pertama kali, kemudian

dilanjutkan pemetaan‘ﬁ.

Theorema = 2.1.1.
Diassumsikan bahwa o« : S — T dan @ : T — U.
(a) Jika o dan 3 adalah onto, maka f3 - & adalah
onto. -
(b) jika - adalah onto, maka ? adalah onto.
(¢} Jika « dan 3 adalah satu-satu, maka (e« adalah
satu—-satu.
(d) Jika 3. « adalah satu-satu, maka a adalah
" satu-satu. |
Bukti:
(a) Diassumsikan jika « dan f# keduanya onto . Akan
dibuktikan bahwa Bea adalah onto , yaitu Jika
z € U, maka ada satu elemen x € S sedemikian
hingga (Bo0) (%) ?'é- Dimisalkan =z < U._Karena @3
adalah onto, maka ada vy € T sedemikian sehingga
3(y) = z. Karena & juga onto, maka ada x € 85
sedemikian hingga a(x) = y. Sehingga didapat:
Jika =z € ‘U, maka ada suatu elemen x € O

sedemikian sehingga

H

(e} (x) 3(a(x))

By}

Il

= Z.




(b) Diassumsikan bahwa f e a onto , Jadi Jika
dimisalkan-z < U , maka ada suatu elemen X é S
sedemikian sehingga (f-a)(x) = z. Tetapi Kkarena
Bloa(x)) = z dengan a(x) < T. B8Sehingga Jika
z U makaia(x) e T sedemikian sehingga #3(a(x))
= z.

Oleh karenanyva terbukiti bahwa 3 onto.

(¢) Diassumsikan bahwa o dan {3 keduanya satu-satu.

Akan dibuktikan bahwa {?+a adalah sabtu-satu yaitu

Jika x_ ,x € S dan (Bea)(x ) = (Bea)(x)) maka
X = %, Karena e gatu—satu maka Jika
(Bea)(x )= (Bea} (X)) maka a({x ) = oa(x) untuk

a(xi) = G(Xé) e T. 0leh karena o juga satu—-satu
maka X =X, Sehingga didapat Jjika (ﬁoa)(xl} =
(Bea)(x,) maka X = x,. | |

Oleh karenanva terbukti bahwa 3. adalah satu-

satu.

(d) Diassumsikan_bahwa=ﬁod adalah satu—satﬁ. Jdika
X %, € S dan a(xi) = a(xz) maka ﬁ(a(xi)) =
fBa(x,)) maka (fea)(x ) = (Bea)(x,) maka X, = X,

karena o3 adalah satu-satu. Jadi terbukti Jjika

alx ) = a(x ) maka X = X, untuk x = x, € 8.

Oleh karenanva o gatu—-satu.




10

Definisi ¢ 2.1.4.
Suatu pemetaan 3 : T-—S merupakan invers dari

o  S—T jika fBea = ¢t  dan o = ¢+ . Suatu

5 T

pemetaan dikatakan invertible Jjika mempunyai

invers.

Contoh :
Misal 8 = {x, v, z}, T = {1,2, 3}. Ditentukan
pemetaan o : §S—T dengan
a(x) = 2, a(y) = 1, a(z) = 3 dan
pemetaan 3 : T-—S5 dengan
(L) =y, B(2) = x, B(3) = =
Maka
(F = a)(x) = Bla(x)) = B(2) = x = t_(x)
(3 = ) (y) = B(ay)) = (1) =y = ¢ _(¥)
(B = &) (z) = fla(z)) = B(3) = z = ¢ (2)
o 3
b4 1 b
y><2><y
2z » 3 >z
dan
(&« BY(L) = a(B)) = aly) = 1 = ¢ (1)
(6« 3)(2) = a(A(2)) = a(x) = 2 = ¢, (2)
{(a = 3)(3) :.a(ﬁ(B)) = a(z) = 3 = ¢ (3)




K\XJ
QX‘:
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Pemetaan o diatas invertible, inversnya adalah

pemetaan (3.

Suatu pemetaan « : Z-—2 vang  ditentukan

a(x) = x°  tidak invertible.

Theorema : 2.1.2.

Suatu pemetaan disebut invertible jika dan hanya

jika satu-satu dan onto.

Bukti :

Pertama, diassumsikan bahwa o« : §5-—T adalah

invertible, dan inversnya adalah 3. Earena -

merupakan pemetaan identitas pada S adalab

satu-satu maka @ harus Jjuga satu-satu menurut

theorema 2.1.1 (d). Dan karena o3 merupakan

pemetaan identitas pada T dan onto maka o harus

onto menurut theoréma 2.1.1 (b). Jadi terbukti

bahwa jika o invertible maka « gatu-satu dan

onto.

Kedua, dissumsikan bahwa o : S-—T adalah

satu-satu dan onto. Akan dibuktikan bahwa
adalah invertible. Dimisalkan t € T. Karena

onto maka ada paling sedikit satu elemen s <€

o

o
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sedemikian hingga a(s)' = t. Tetapl o Jjuga
satu-satu,'jadi elemen s haruslah tunggal: wvaitu
#{t) = B untuk seﬁiap t é T maka didapat suatu
pemétaan 3 : T—S sedemikian sehingga [B-at = L

dan aef3 = L Jadi 7 adalah dinvers dari a.

T-
Maka o adalah invertible. Jadi terbukti jika o

satu-satu dan onto maka & invertible.

2.2. OPERASI

Definisi = 2.2.1.
Jika S adalah suatu himpunan yang tidak kosong maka
operasi biner ¥ pada S adalah suatu pemetaan (fungsi)
vang mengawankan SBtiap pasangan berurutan
(a,b) € § x S dengan tepat satu elemen (a * b) € 5. .
Operasi biner * dinyatakén :

* : 8X 8§ —— S.

Contoh:
A= {2, 4, 6, B, ... } yvaitu himpunan biiangan asli
genap dan dipandang operasi +, yaitu operasi
penjumlahan. Maka +'meru§akan operasi pada A, sebab
jumlah setiap dua bilangan asli genap selalu mefupakan

bilangan asli genap dalah A.

Misalkan S merupakah himﬁunan sembarang vang tidak
kosong dan misalkan:M(S) adalah himpunan dari  semua
pemetaan—pemetaan déri S ke S. Dan dimisalkan . bahwa
o e M(S) dan @ « M(S). Maka Jjika o : S — 8,

3 5—8 maka [Sea&x = S_—m+ 8 sedemikian hingga
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Bea & M(S). Maka  komposisi remetaan yang

dinotasikan dengan - adalah suatu operasi pada M(S).

Contoh :
Dimisalkan § = {x,y,2} dan o, < M(S) ditentukan

Jika : a  §—8 dengan

"

a(x) = z, a(y) ¥, a(z) = x dan
- 8§8—5 dengan
B(k) = X, 8(y) =z, dan f3(z) = ¥

maka

It

(B = a)(x) = B(a(x)) = B(=)
(3 o a)¥(y) = B(a(y))
(3 = a)(z) = Bla(z)) = B(x) = x ,

Yy

B{yy ==z ,

I

Jadi fiex : §—8 dan flea € M(S). Maka o adalah

suatu operasi pada M(5).

Definisi : 2.2.2.
Suatu operasi biner * pada suatu himpunan S bersifat
assosiatif bila dan hanyva bila untuk setiap X, v, z <

S berlaku (x % y) ¥ 2 = X X (v %X ).

Contoh :
Pada himpunan bilangan asli, baik perkalian maupun

renjumlahan bersifat assosiatif.

Definisi : 2_.2_3.
Suatu himpunan S dikatakan mempunyai elemen
identitas (elemen.netral)_terhadap operasi biner ¥

bila dan hanva bila ada elemen identitas e, e € 8§
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sedemikian sehingga untuk setiap a € S berlaku e X% a

Contoh ;
Z=4{ ... ,-2, -1, 0, 1, 2, ... }
Elemen identitas dari Z terhadap penjuﬁlahan adalah
0, sedangkan elemen identitas dari pA terhadap

perkalian adalah 1.

Definisi : 2.2.4.
Misalkan himpunan S terhadap operasli  biner *
mempunyai elemen identitaé e¢. Suatu elemen a € O
dikatakan invers dari b € S terhadap operasi biner X
bila dan hanva bila a * b= b * a = e.

Definisi = 2.2.5. |
Suatu operasi biner * pada suatu himpunan S dikatakan
komutatif bila dan hanya bila untuk setiap x, ¥ 'e S

maka X ¥ y = vy ¥ x.

Theorema : 2.2.1.
Jika S adalah sembarang himpunan yang tidak kosong,
maka terhadap operasi komposigsi pemetaan M(S5) tertutup.
Bukti:
Misalkan S adalah sembarang himpunan vang +tidak
kosong, dan misalkan M(S) adalah himpunan dari semua
pemetaan—-pemetaan dari S ke S. Dan dimisalkan
a € M(S) dan (3 € M(S§ . Maka Jjika a : § — 5,
# : 5SS dan feax : 8—5 maka a3 € M(S).

Jadi terhadap operasi komposisi pemetaan M(S) tertutup.






