BAB III
TRANSFORMASI

3.1 BASIS

Definisi J.1.1. Suatyu himpunan vektor vektor
ai,az,...,ar dari E disebut membentuk atau menghasilkan E"

jika setiap vektor dalam " dapat ditulis sebagai kombinasi

lini=sr dari a ;8 sar=3a =«
172" r

Definisi 3.1.2. SBuatu basis untuk E" ialah sebuah
himpunan bagian vektor vektor bebas linier dari  vektor

vektor dalam E vang membentuk selurubh ruang .

Suatu himpunan vektor vektor yang merupakan basis harus
mempunyai dua sifat yaitu : vektor vektornya harus membentuk

n - -
£ dan harus bebas linier .

Theorema 3.1.3. n vektor satuan B 2B sau-a@ membentuk

basis untuk E".
Buktis
1. vektor satuan adalah bebas linier sebab -

et e ot e =[N LA oo e Ak I=0

1 1 zZ 2 n n t° 2 n
berarti

A=0, A =0,..., A =0

1 2 - o]

2. Setiap wvektor x  dalam E" dapat dibentuk sebagail

kembinasi linier dari e-
L

= e+ o to..t e .
1 1 2 2 nn

|
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Jadi sifat sifat basis terpenuhi maka vekitor satuan dari E”

membentuk basis untuk E".

Theorema 3.1.4. Pénampilan setiap vektor dalam himpunan
basis vektor vektor adalah unik yaitu setiap vektor dalam E"
dapat ditulis sebagai kombinasi linier dari sekumpulan
vaektor vektor basis dengan satu cara saja .

Bukti =

™

Andaikan b adalah sambarang vektor dalam E dan

2 58 _se--s8 adalah himpunan vektor wvekter basis , dan
m

andaikan dapat ditulis b sebagai kombinasi linier dari a,

dalam dua cara yvang berlainan misal

b= A a *A _a +...FA & {(3.1)
151 T2%2 ror

- .2

b ﬁ1a1+ﬁzaz+...+ﬁrar ¢ )

dengan mengurangkan (F.1) dengan (3.2} didapatkan
(Ki—ﬂi)a1+(K2—62;a2+...+(Kr—ﬁr}ar=G
karena a, bebas linier maka
Ki_ﬁiﬂo’ Rz_ﬁz=a""’kr_ﬁr=o
cleh karena itu
K1=ﬁ1’K2=ﬁz""’Kr=ﬁr

Jadi Ai=ﬁt dan kombinasi limniernya adalah unik .

Theorema 3.1.5. Rila diberikan sebuah himpunan vektor
vektor basis B &, xesnad dari E" dan sebuah vektor lain b0
dari E' . Maka jika dalam pernyataan b sebagal kombinasi

linjier dari a.
L
b=7Yaa. {(Z.3)

satiap vektor %'dimana o, = 0 dipindahkan dari himpunan a




-

kumpulan baru dari vektor vektor r juga sebuah basis untuk
E'I"\
Pukti :

1. Karena ai,az,...,a adalah suatu vektor vektor basis
r

maka L EL SRR LN bebas linier sehingga
r
Z XN a =20 berarti Ki=0 untuk 1= 1.24-a41

Dimisalkan bahwa dalam persamaan (I.3) o =0 dan
r

digantikan a_ dengan b sehingga diperoleh himpupan baru
a1,az,...,ar_1,b.

Untuk menunjukkan bahwa himpunan yang baru adalah bebas

linier maka perlu diperlihatkan bahwa

r-1

T & a +&5b=0Q dan ini berarti

i.=1 N 1

6;%% 1=l 2y .aear—1 dan S=0 (3.4}

Jika himpunan bergantung linier maka & tidak dapat

musnah karena diumpamakan I R R adalah babas
e

i

)

linier. Misalkan &=0 dengan manggunakan pers {3-

disubtitusikan dalam (Z.4) diperoleh :

r-i
Z (S +adra +Sa a =0
[~ v 1 1 r r
[
Tetapi o;é#@ ini herlawanan dengah pemisalan bahwa
ai,.az,...,ar adalah bebas linier sehingga supaya bebas
linier o =0 karena o #0 maka &=0 dan ini berarti bahwa
r r -

a ;& ,---48 b adalah bebas linier .
1 2 r=1i

2. Agar LR L N b membentuk sebuah basis harus
ditunjukkan bahwa setiap vektor x dapat dinyatakan sebagai

kombinasi linier dari himpunan ini
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Karena a8, :@,1---:4a merupakan himpunan vektor verktor
r
basis maka vektor x dapat dinyatakan sebagai kombinasi

linier dari & 28 xen.qd sebagai berikut
r

r
X = X ¥ a, (3.3}
T L
r=1i
Telah diumpamakan o =0, dari pErsamaan (Z.3) dapat
r
ditulis
r-1
aa=b-5% aa
r r 1T L
L=1
atau
1
a = — (Z.&)
r a

substitusi (3I.4&) kedalam (3.53) diperclsh

.

karena x merupakan kombinasi linier dari A 9@ 5eersd 1,b
r—

. . n
maka A s saaasd 1_.I:: membentuk sebuah basis dari E .
r-

Theorema 3.1.46. Setiap dua basis untuk " mempunyai

sejumlah vektor vektor basis yang sama .

Bukti = .
Diambil A 18 5.2-58 satu himpunan vektor vektor basis
u
untuk E” dan b1,bz,...,b suatu himpunan lain dari vektor
v

vektor basis . Dimisalkan bahwa b dapat dinyatakan sebagai
v

kombinasi linier dari B 3@, 4..0,a
u

o
li
uMc
>
[\]

dan bahwa paling s=dikit ada satu AR#O , diambil Kuxﬁ derngan
L

cara pada bukti theorema F.1.2 maka alkan didapat

- N ia]
ai,az,...,a 1_,l:) membentuk sebuah basis untuk E .
r— L'
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Selanjutnya dimisalkan b . dapat ditulis sebagai
v—

kombinasi 1linier dari bhimpunan vektor velktor basis

A S gam=2 «b dimana
172 u=-1" v

u-1

bt = ¥ &a + &b
=1 L i v

w-1

dan paling sedikit terdapat satu AE#O atau se=tidaknya bv_1
hanva merupakan ﬁerkalian skalar dari bv. Hal ini berlawanan
dengan kenyataan bahwa hj adalah bebas linier dan dimisalkan
S =0 maka himpunan a & _ss=«s 3 «b ,bv membentuk basis

u-1 i 2 =2 wv=1i

untuk En -

Aipabila proses ini diteruskan sampai ditemukan sebuah
basis yang harus memiliki salah satu dari bentuk
ai,az,...,au_v,bi,bz,...,bv
atau
bi’bz""’bv
maka paling sedikit banyaknya a, harus sama dengan bj .
ssbab kalau tidak sebuah basis dari bentuk bvﬂﬂi,...,bv
akan dibernleh dan sisanya b, akan bergantung linier pada
J
,...,bv dan hal ini berlawanan dengan kenyataan bahwa

v-u+i

sSemua % adalah bebas linier maka dapat diambil bahwa
U 2w . (Z.7)

Dengan cara yang sama dimulai dengan bj yang disisipi

dengan %.dan cara ini akan didapat
v Zu (.83
dari pertidaksamaan (3.7) dan (3.8) didapat

u =

Maka theoreama ini terbukti .
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Untuk menentukan jumlah sebenarnya dari vektor vektor
dalam suatu basis untuk E° dapat diambil sebuah kumpulan

vaktor vektor satuan ei,ez,...,e membentuk sebuah basis
m

untuk E'. Hal ini berakibat bahwa setiap basis untuk g"

memiliki tepat sejumlah n vektor

3.2 TRANSFORMASI

Definisi 3.2.1. Suatu transformasi linier T pada E

adalah suatu perpasangan yang memetakan setiap vektor x ke
suatu vektor Teo dari E7 sshingga untuk semua vektor SRR
dalam E'dan semua skalar Ki,Kz.

Tz ¥ % ) = A TOud + A Tk (3.9)

Dari persamaan (3.9) djika diambil K1=Kz=l maka
persamaan (3.9} menjadi

T(x1+x2) = T(xi)+ T(xz) (Z.10)

Fersamaan diatas merupakan transformasi terhadap
penjumlahan . Sedang kalau diambil K2=O maka parsamaan (3.%)
menjadi s

T(Kixi)) = th(xi) (Z.11)
dan ini merupakan transformasi terhadap perkalian dengan

sebuah skalar .

Contob =
Transformasi y=ax adalab linier
Untuk membuktikan ini hanya perlu dibuktikan bahwa

persamaan (F.9) berlaku yaitu Ti{xi=ax .



17

Tih 22+ ¥ ) = a (A x +x %)
14 z 2 172 22

A lax YEA {ax )
1 1 2 z

AT 3N T )
1 1 2 2
jadi persamaan (3.9} terpenuhi maka transformasi y=ax

linier -

Definisi 3.2.2. Daerah dari suatu transformasi
didefinisikan sebagai kumpulan dari unsuar unsur yang memakai
transformasi . Sedangkan sasaran dari  suatu  transformasi
adalah kumpulan unsur unsur yang dibentuk pemetaan vang

beraperasi pada unsur unsur dalam daerah .

Sasaran sering Jjuga disebut bavangan dari dasrah

terhadap transformasi .

Theorema 3.2.3 Sasaran dari suatu transformasi linier
dari E'adalah suatu ruang bagian dari E™" . Atau dalam
transformasi matrik vaitu jika A suatu matrik m x @, maka
himpunan titik y=Ax (untuk semua x dalam E") adalah suatu
ruang bagian dari g .

Bukti :

Karena.untuk setiap transformasi linier harus bisa
diperlihatkan bahwa jika T(x) dalam sasaran . begitu Jjuga
AT{x) untuk suatu saklar x . Ini dapat ditunjukkan , sebab
AT(x)=T(Ax) dan T{(Ax) adalah bayangan dari Ax dan ini dalam
sasaran . Dengan cara yang sama ,jika T(xi) . T(xz) dalam
sasaran maka jumlah T(xi)+T(x2) juga dalam sasaran . Karena

T{xn )+ { 1=T{x +u ] b j i A o dalar
:(xi) T(}z} T{ N 2} adalah bayangan dari ® FH, ada alam
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sasaran . Dapat terjadi bahwa ruang bagian dari E™ adalah E"

sendiri .

Contoch =

B
-t

Jdika dipandang A adalah matrik 3 X smalka himpunan
titik y=Ax untuk semua x dalam E? harus salah satu  dari

titik asal , suatu garis melalui titik asal , suatu bidang

. ey . .3
melalui titik asal atau semusa dari E .

Contoh diatas juga membuktikan bahwa suatu transformasi
linier vang mengambil titik titik dalam g juga mengambil
suatu ruang bagian dari E" ke dalam suatu ruang bagian dari

m

ET .

Catatan =

Jika T : ' —> E" suatu transformasi linier belum
tentu semua vektor di E menjadi peta dari vektor di E .
Contoh =

T : E2 —» E® dimana T Exi,le = [xz,O,x 1
maka vektor [1,1,1] = £” bukan merupakan peta dari vektor

manapun di .

Definisi 3.2.4. T : E = —> E™ suatu transfrmasi linier

maka suatu himpunan bagian dari E" disebut ruang peta
{image)} dari transformasi linier dari T .
Im{T) = { w| w=T(v) , veE 3}

Dapat terjadi bahwa dua vektor atau Isbih yéng

mempunyali peta vyang sSama Bila hal ini terjadi maka
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dikatakan bahwa transformasi.tersebut tidak satu satu .

Contoh :
T : E2 —> £2 dimana T(x L2 0 = (% +2x 2% +4x_ ) maka :
1772 1 2 1 z
T(O,0} = {(3,0)
T(-2,1}= (0,0}
T{&,—3)= (0,0)

dan lain wvektor lagi yang mempunyai peta (0,0) .

Definisi 3.2.5. Misalkan T; suatu transformasi linier
yvang mengambil £" ke dalam suatu ruang bagian dari E’ dan Tz
suatu transformasi linier yang mengambil E" ke dalam suatu
ruang bagian dari E" . Hasilkali T3=T'2T1 dari dua
transformasi linier Ti,Té didefinisikan sesbagai berikut

Ta(x) = TZET;(K)J (3.12}

Jika dimisalkan Tg(x)=y tdan dengan menggunakan Tz ke
dalam vy . Hasil kali dua transformasi linier juga meirupakan
transformasi linier , karena :

Tatkix1+hzx2) = TszﬂTi(xl) + KzTigxz)}

= kiTz[Ti(xﬂ)] + RZTZETi{xz)]

AT () + A T (=) (3.13)
£ 3 4 23 "2z

Jika T mengambil titik dalam E" ke dalam E dan T
mengambil suatu dalam E" ke dalam suatu titik dalam E" .

maka T3=T;n_mengambil suatu titik dalam E"  kedalam suatu

titik dalam E" .

Contoh :




T :E—>E° dengan T (x .3 4 % ) = [2x +x 3In +x +u % 1
1 1 787727 3 2 '3 1 "z a2z

X

b
¥
e

2E — 2
Tz'E3 >E> dengan Tz(xi,xz,xal L x1+x2+x3,x1+

maka hasil kali T3=TzTi1 mempunyal persamaan :

T (3 2% % 3= T T {3 o0 4%
a( 172" 3) 2 1( I 2’“3)

= TZETi(Hi,KZ,xa)]

= T [x +x ,3x +x +x_ % ]
272z "3 71 Tz Ta'T2

[3{x +x YH+Ex +u +x_+u_ox +x Fx_ 2{x +x_ 1]
T Tat T Tz Mg T3tz g a2t g

= [3x +3x_+4x 2x_+n_ 2x +32x 1
1 2 a 2 "3’ 2 3

Definisi 3.2.5. Transformasi linier Ti:E —»E" dissbut
transformasi orthogonal Jjika T mentransformasikan setiap
wef menjadi T(x)=x* « tanpa mengubah panjangnya .

|TCxdj = |»] atau ¥ ¥eix

Jadi panjang suatu vektor tidak berubah bila dilakukan

transformasi orthogonal .

Theorema 3.2.6. Jika xi dan Kz adalah dua vektor

sambarang maka dengan transformasi orthagonal

Bukti :
(R 3 ) o Fx_)=x o Fa0 o FH_LH
1 2 1 72z 171 172 "2 "2
Jadi (¢ +x Yok +x )—x oox -k oy =2x .w
1 'z 1 Tz 1771 T2 "2 1772
T wx DT 4x )=T(x )T =T ).T(x_)=2x .x
{ < nz) '( s 'z) (x 1.TOx ) (Az) (nz) PR

2T(xi).T{x2)=2x1.xz

T(xi)-T(x2)=x1.x2



X
atau xi =X =M .

Definisi 3.2.7. Translasi adalah perubahan sistem
koordinat dimana sumbu sumbunya sejajar , sedang vektor

vektor basis mempunyail panjang dan arah positif yang tetap -

Misalkan titik awal vang baru D*(pl,pz,...,pn} 1 jika

titik sembarang & mempunyai koordinat koordinat

(xi,xz,...,xn) terhadap sistem lama dan koordinat Koordinat
b 4 b 4 X .

(xi s¥, meeea ¥ } terhadap sistem vwang baru 5 dengan

hubungan =

¥
no=x + S R A 1
nTHR p{. . <a ®

Contch :

Fada bidang X0Y dengan +titik awal yang b;ru D*
berkoordinat (5,3) terhadap koordinat lama . Suatu titik
Pix.y) terhadap koordinat lama akan mempunyai koordinat
(x*,y*J terhadap sistem yang baru dengan

x=x*+5 atau xz=x—5

y=y*+3 atau y*=y—3

maka titik P¥(x-5,y-3) .





