BAB II
RUANG VEKTOR

2+.1. OPERASI VEKTOR

Definisi 2.1.1. Sebuah vektor a berkomponsn n adalah

suaty wrutan n tuple dari bilangan—bilangan ditulis sebagai

baris [ai,ai,...,a 1 atau sebagai sebuah kolom £
n

a

2

0 sra
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a, si=1,2,, .. ,n diasumsikan bilangan—bilangan r1iil dan

disebut komponen—komponen dari vektor

Definisi Z.1.2. Ssbuah vektor satuan dinyvatakan oleh e,

ialah suatu vektor

dengan satu smbagai nilai dari

komponennya dan dengan semua komponen lainnya nol .

e, =[1,0,0,...,01 , e=[0,1,0,...,0]

L] - am

g =[0,04...,11
™

Definisi 2.1.3. Vektor nol ditulis O adalah sebuah

vektor dengan semua komponen—komponennya adalah nol -

0 = [0,0,....0]

Definisi 2.1.4. Dua n komponen vektor a dan b disebut

sama jika dan hanya jika semua komponen—komponen yang saling

berhubungan adalah sama

a=b & a=b
L 1

(]




Akibat 2.1.4

Dari definisi 2.1.4 mengakibatkan : a=b = b=a

Definisi 2.1.5. Bila diberikan dua n komponen vekitor a
dan b maka a=b berarti a zb sizt,2,...,mn dan a=b berarti
1 .

1

eﬂib, « i51,2,...,n - Demikian juga a*b berarti at}bL untuk
L

semua i dan a<b berarti a <b untuk semua t .
1 1

Definisi 2.1.6. Hasil kali sebuah skalar A dan s=sebuab

vektor a=[ai,a2,...,a 1 ditulis Aa dirumuskan sebagai vektor
™

Aa = [ A8 A3 ysesara ]
. 1 2 n
Akibat 2.1.6
Dari definisi 2.1.& mengakibatkan =
1. azb dan A>0Q maka XxaZAb

2. azb dan A<0 maka Aa=Ab

Definisi 2.1.7. Jumlah dari dua vektor a=[ai,az,...,an]

dan b=[bi,b2,...,b ] ditulis a+b didefinisikan sebagai
™

vektor :

a+th = [ a+b ,a +b ye.na tb 3

1 i 2 2 n n
Akibat 2.1.7
Dari definisi 2.1.7 mengakibatkan :
1. a+b = b+a

2. at{b+c} = {(a+b)+tc = atb+c

Definisi 2.1.8. Pengurangan dua vektor didafinisikan

dengan cpsrasi :

a+{—1}b

i

a—b

£ ai*bi,az—bz,...,an—bn 1




Definisi 2.1.9. EBila diberikan n komponen vektor—-vektor

sebanyak m , al,az,...,a maka n komponen vektor
™

m
as L Aa = Aa+tih at...th a
_ i 1 2 2 m m

disebut kombinasi linier dari ai,a?,...,a wntuk sembarang
4 m

Ktﬂzl,E,...,m

Contoh :
1. a-—-a=90, a+ 0=a

2. a + a = Za

Definisi 2.1.10. Jarak dari vektor {(titik) a ke vekior
(titik) b ditulis | a - b | didefinisikan sebagai :

n 1/
|a-b| = [z (a.—b.}z] #
L L

L=

Definisi 2.1.11. Fanjann atau besar dari sebuah vektor

a dinotasikan [a] dan didefinisikan sebagai :

n 1
Ial _ [ = &2} f2
. i

L =1

Definisi 2.1.12. Sudut 2] antara dua vektor
a=[ai,az,...,an] dan bx[bi,bz,...,bﬁ] dengan a.b = 0O ,

dihitung dari :

? a b
cos & = =
Y R Sl -
t=1 T L =1 L

Definisi 2.1.13. Sabuah matrik didefinisikan sebagail

susunan persegi panjang dari bilangan—bilangan vyang diatur



&

dalam barisan—barisan dan kolom—kolom - Matrik ditulis

sebagai berikut

11 42 in
21 =22 23
A = - -
a a -
mi m2 mm

urutan diatas disebut sebuah m-n @mabtrilk (ditulis m x ni}

karena memiliki m baris dan n kolom . .

Definisi 2.1.14. Dua matrik A dan B dikatakan sama ,
jika identik yaitu jika elem=n elemen bersangkutan adalah
sama . Maka A =B , jika hanva jika aij = btj .

Definisi 2.1.15 Bila diberikan sebuah matrik A dan
sebuah skalar A , hasil parkalian X dan A , ditulis XA di

definisikan sebagai

Aa Al === A&

11 12 ) in
Aa ra -2 AA
_ 2 22z 23

A LA 2

Al Aa .= A&
mi m2 mn
Definisi 2.1.16. Jumlah C dari matrik A memiliki m
baris dan n kolom dan szbuah matrik B memiliki m baris dan n
kolam ialah sebuah matrik yang mempunyai m baris dan n kolom

vang elemen—=lemennya diberikan oleh

c.. = a . +b . {untuk semua 1,3}
L) ) LN
Definisi 2.1.17. Jika diberikan ssbuab m x n matrik A
dan sebuah R x r matrik B , hasil kali AB didefinisikan

sebagai m x r matrik C , vang elemen—elemennya dihitung dari




elemen-elemen A,B menurut :

™
C =k;1ajk By 15 1.2y voram 3 = 1535 cen T

2.2. RUANG VEKTOR

Definisi 2.2.1. Sebuah n dimensi ruang -Euclid (E™}
didefinisikan sebagai kumpulan dari semua vektor—-vektor
(titik—titik) a=[at1.82,...san] untuk vekitor ini penjumlahan
dan perkalian dengan skalar didefinisikan dan berkaitan
dengan setiap dua vektor dalam satu kumpulan ada sebuab

bilangan tidak negatif yang disebut jarak .

Definisi 2.2.2. Sebuah ruang vektor {Vn} adalah
pengumpulan dari vektor vektor yang tertutup oleh operasi

penjumlahan dan perkalian dengan sebuah skalar .

Pernyataan "sebuah kumpulan dari vektor vektor vyang
tertutup ocleh operasi operasi penjumlahan dan perrkalian
dengann sebuah skalar " ialah jika a,b ada dalam kumpulan
tersebut maka jumlah atb juga ada dalam hkumpulan tersebut
‘dan jika X dalam kumpulan tersebut maka Aa Jjuga didalam

kumpulan wuntuk sembarang nilai skalar A .

Ruang ¥n identik dengan ruang euclid g™ yvang berdimensi
n jika panjang didefinisikan dalam Vn seperti didalam E" -

Meskipun jelas E” ialab sebuah ruang vektor , tidak selalu

bahwa Vn adalah suatu E™ .



Definisi 2.2.3. Sekumpulan vektor vektor a 58, 1---53
E m
dalam E” dikatakan bergantung linier jika terdapat skalar Ki

tidak semuanva nol sehingga :
Aa A a t...tA a =0
11 2 =2 m m

jika himpunan KL untuk persamaan diatas memenuhi  hanya

k1=R2=...=km=0 maka vektor vektor dikatakan bebas linier .

Theorema 2.2.4. Vektor vektor A 58, se--ad dari E
adalah bergantung linier jika dan hanya jika salah satu dari
vektor vektornya merupakan kombinasi linier dari lain
lainnya |
Bukti =
Terlebhih dahulu akan dibuktikan bahwa jika vektor
vaktor ai,az,...,am dari E adalah bergantung linier , maka
salah satu dari vektor vektornya merupakan kombinasi 1linier
dari lain lainnya , '
Jika salah satu dari vektor vektornya adalah kombinasi I
linier dari wvektor lainnya . wmaka vektor vektor tersebut
dapat dituliskan sebagai am maka

a =ixa + Aa + ...+
1 4 2 2

a2
™m m=1 m—1i

atau
Aa +xra +t ... t+ A a + (-1ta = 0
11 2 2 m-1i m-1 m
dengan paling sedikit satu koefisien (-1} bukan nol, maka
menurut definisi 2.2.3 vektor wvekitor adalah bergantung
linier.
Akan dibuktikan bahwa dika salah satu dari vektor

vektornya merupakan kombinasi linier dari lain lainnya i

- ial . -
makaai,az,...,a dari £ adalah bergantung linier
m




Misalkan vektor vektor adalah bergantung linier maka

-

menurut definisi 2.2.3% paling sedikit ada satu A = ©Q
1

misalkkan X = 0 maka
m

Aa +xa + .. + A a + AXNa =0
11 22 m-1 m-1 m m

+ + ... = -
?\131 }\232 * 7\'m—:La'm—j. >\r\ﬂam
atau
A A A

2
a = — — a@a—— A& -~ sxs ™ a
1 A 2 A m-1
m m

Jadi ada satu vektor sebagai kombinasi linier dari lain

lainnya .

Theorema 2.2.5. Jika sebuabh himpunan vektor vektor
adalabk bebas linier maka setiap himpunan bagian dari
himpunan vektor vektor ini juga bebas linier.

Bukti:
Andaikan a s @y -us A adalah bebas 1linier sedang

s-..sa adalah bergantung linier {(i<m) . Dalam

misalnya a sa L

2

hal ini terdapat hi,Kz,...,kL tidak semuanya nol sehingga

Aath ate..tra a=0.
11 2 2 R

Jika diambil A=A =...=x =0 maka :
l+1  L+2 m
m
‘ p Ktai.=0
L=1
maka satu atau lebih Ai dalam himpunan xi,xz,...,xt tidak

nol . Ini berlawanan dengan | kenyataan bahwa 8 3d x-cesd

adalah bebas liniér -

Theorema 2.2.6. Jika sembarang himpunan vekitor vektor
adalah bergantung linier setiap himpunan vyang lebih besar

dari vektor vektor yang mencakup himpunan vektor vektor itu




10

adalah juga bergantung linier .

Diberikan suatu himpunan vektor vektor 8 38 a-eaad
dari E" dikatakan bahwa jumlah maksimum dari vektor vektor
bebas linier dalam himpunan ini ialah k jika mencakup paling
sedikit satu himpunan  bagian dari k vektor vekter vyang
bebas linier , maka tidak terdapat sebuah himpunan bagian
yvang bebas lindier dan mengandung k+ vektor vektor jika
himpunan I adalah bebas linier maka jumlah
maksimum dari vektor wvektor bebas linier dalam himpunan
adalah m kecuali kalau bhimpunan vektor wvektor lainnya
mengandung vektor nol maka jumlah maksimum dari  vektor
vaektor bebas linier dalam himpunan paling sedikit adalah

satu .





