“*f;; t dan f adalah varlabel JQ;M_WLM~JF““W”“JM”
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BAB Hl

PROSES STOKASTIK PARAMETER KONTINU

Seperti telah diperkenalkan dalam bab I, bahwa proses
Stokaétik ada1aﬁ sustu kumpulsan ¥ariabel random {X{i),t=7Y}
yang didefinisikan  dalam ruang probsbilitas (©,%,P)
dengan 3’himpunah sembarang dsn F field borel, serta P
fungsi probabilitas. Sebagaimana telah dibashas dalam bab

11, variabel random X secara sederhsna dapat dikataksn

sebagai aturan untuk menentukan fungsi X(Z) pada setisp

_hasil ¥ daril suatu eksperiman atau ruang sampel £2. Proses
‘stokastik dapat .pula \dékatakan ‘sebagai aturan - -untuk

menentukan fungéi X{(t,E3 &ntuk setiap hasil ¥, atsu secara

ekivalen fungsi™t dan &« Domaiﬁ wilayash ¥ adalah semus
. R -

hasil eksgerimen atan ruang sampel . Dan domain wilayah t°

adalah himpunan bilangan real. Proses X(t) vang demikian /.

P

dinamaksn proses stokastik dengan parameter kontinu.
Pembshasan selanjuthya'proées stokastik X{t,f} akan

disajikan dengan X(t) dalsm artian mengabaikan
. : ™ . .
dependensinya terhadsp {, sebagaimansa pembahasgn variabel

random.pada bab II. Jadi X(t) mempunyai intérpretasi
e / e

-

T . . /
~sebagai berikut; s

1. X{t) adalsh kelu&rga_ataq himpunan fungsi X{(t), dengan

2. X(t) adalah fung51 sampel b11a dltentukan ¥ terlebihn
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dahulu dan t variabel.
3. ¥X({ty adalah keadsan proses wakta ke-t, Jjika t tertentu

dan f adalsh variabel.

Ha

. X{t) adalah bilangan, jika t dan I tertentu.
~ Jadi proses stokastik adalah keluarga variabel random
vang baﬁyaknyd tak terhingga. Untuk t tertentu X(t) adalsh
variabel random dengan distribusi ;
F(x,t) = P{X(t)=x}
Fungsi ini tergantung pada t dan hardanya sama dengan
probabilitas peristiwa {X(t)=x} vang ferdiri dari semusa
hasil Z.. Sedemikian hingga X(t,fi)ﬁx uhtuk sétiap hasil
¢, dengan Xx adalah suatu"bilangan'rreal:"Fungsi F(x;ﬁ)
disebut fﬁngsi distribusi tingkat pertama dari proses
stikastik X(t). Derevatifnys terhadap x adalsh;
dECEE) = p(x,t)
disebut kepadatan tingkat pertama proses stokastik X(t).
Distribusi tingkat kedua proses stokastik X(t) adalah
distribusi gabungan va?iabel randon X(t,) dan X(t, ) |
| F(xi’xz5£1’tz3" = P{X(.ti)ﬁxi,)((tz)sxz} '

Dan kepadatan vang bersesuaisn adalah;
. 2
dTF(x, x5t 50

f.( Xi’xz;ti’tz) = dxidxz

Dan kemudian distribusi tingkat ke-n proses X{i} sadslsh

digtribusi gabungan variabel random X(ti),X(tz},...,X(th};

"“F(};;A%;ﬂ'.;x%;t;?ﬁi,f.;tg




.Jadi pada dasarnya statistik vyang berlaku pada
variabel random X(I) jugé berlaku - pada variabel random
X(t,Z) untuk t tertentun, yang didefiniéikam ‘ sebagail
berikut; |
Definisi 3.1 :

Mean (atan harga‘ haraspan) ditulis »{(t) dari wvariabel
random X{(t) didefinisikan ocleh;
n(t)=E{X(t)}= fmx.f(x,t}.dx
-

Definisi 3.2

' Autokorelasi dinotasikan R<t1’tz) proses X(L), reznl atau

komplehks didefinisikan sebagal hargs harspan atau mean

'6éri-pérkali&ﬁ X(t;} déngaﬁmk*{ﬁ }:'Jadi;

- * w® *
RCE L EI=E{X(L DXT(L )1= Imfm xx, B(x,x,3t ,t,) dxdx

Untuk tiztz harga R(ti,tz} adalah daya rata—raté
X(ty wvaitu; R(t,t}:E{X(t)X*(t)}:E{lX(t){z}. 'Agﬁr tidak
terjadi kekeliruasn pads perhitungan selanjutnya perlu

diperhatikan bahwa; n(t)#n (t) dan R(t,t,J=R_(t,.t,).
/ [

. Contoh 3.1 : - _ L~“

a2} Variabel random S sdalsh integral sustu proses

. R .
stokastik X{(t), SZJ'X(t)dt dan . harga S(ﬁi) adalah
’ a

luas kurve X(t,¥f) dalam interval {a,b}. Tentukasn EB{S}

Jawab ,
b b o
_E(S):E{;fX(t)dt}:JfE{X(t)}dt:j’n(t)dt

bl Tentukan sutokorelasi proses . X{(t)=r.cos {(wi+e)

43
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dengan pengandaisn bahwa variabel random r dan ¢
independen. Variabel random ¢ seragam dalam interval

[-%,m] atau bila fungsi £,(p) ditentukan oleh;

;:%jgszéé‘ untuk setiap p_dalam [-7=,m7]
T (¥

g 7 untuk ¢ lainnysa
Jawab : R(t,,t )=Bi{rcos (wt+p).r.cos (ot +e))
=%E{f2[cos(ti—t2}w - cos(wt1+wt2f2p}3}
:i[E{rzcos(t —t }w}—E{rzcos(mt +wt +2p)}]

w0 W

E{ricos(ut tot, 2p)}=f [ ricos(et rwt +20)f (r)f (pidedr

—0—

_I ¥ f (r)2 f [cosw(t, +t, )cosZp - sinw(t +t, )v1n2p]dpdr

-0
w

= r f (r}i—[cosw(t +t )f cosZpd@—vlnw(t +t )f 51n2¢dp]dr

CD

-f i f (r)i—[eosw(t +t } 8 - 31nw(t +t y.83dr = 8

-0

Oleh karena itu diperoieh;

R(ti,tz):%.cos(t1~t2)w.E{Pz}

'3.1} Proses Stasioner

Proses stokastik X(t) disebut stasioner dalam arti

— 5,

tegas bila slfat—51§gt 'statlstlknya 1nvar1an terhadsp
translasi titik awal. ﬁgbat_pulaw'diﬁ¥t1kan bahwa proses
X(t) dan X{(t+c) mempunysal statistik vyang samza untuk
sembarang ¢ real. Dan dus proses X(ti) dan X(tz} disebut
stasioner secara gabungasn bila statistik gabungsn proses
| X(t,) dan X(t,) ssma dengan statistik gabungan X(tre) dan

X(tz+c) untuk sembarang c real.
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Dari pengertian diatas terlihat bahwa untuk kepadatan
tingkat ke-n proses X(t} stasioner dalam arii tegas,
haruslah memenuhi persamasn sebagai berikutb;

f(h&,...,x%;t

1,...,tn)zf(za,...,z%;t1+e,...,th+c)

‘untuk sembarang c. Sedangkan kepadatan tingkst pertamanya;

f(x,t):f(x,t+e)  dengan ¢ sembarang. CGleh .karena itu
kepaﬁatan tiﬁgkﬁt | peifaﬁa -iﬁdeﬁenden terhédap-. t,
ditulisksn;

flx,t) = £(x3

Dengan pemikiran vyang . sama Kepadsatan tingksat kedusa

bergantung terhadap T:tz_ti’ Jadi;

f(z&,s&;t;;té)zf(zi,x%}f) dengan Tité—ti"
Proses stokastik X(t) dikatzksn stasioner dalam arti.
luszs bils meannva konstan, Jjadi;
E{X(t)YI=E{X(t+e)}=7 deﬁgan ¢ sembarang.
Dan autokorelasi proses stasioner dalam arti - luas
bergantung pada thz—téj

EQXCE X (L)) = BIXCE+edX T (t 5e)) dipilih o=t-t,

"

* -
E{X(t1+t—t1)1 §t2+t—t1}}

ELXCEIX (t+7)) = R(T)

Jadi R(t, b )=R(7I=EIX(EIN(L+7)] .

Untuk ==6 maka R(8) merupskan daya rata-rata proses

X{t) stasiocner.

CBukti : R(DSELXCEN CEIZE{IXCEI]®Y L. terbukti.

Dengan = demikian - daysa rata-rata proses - stasioner
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independen terhadap t dan ssams dengsn R(3).

Contoh 3.2

Misgalkan X(t) adalsh proses stasioner dalam arti luas
dengan autokorelasinyé adalah.R(T}=Ae_alTl.
Tentukan momen kedua, variabel random [X(8)-X(5)].
Jawab: ‘

E{{X(8)-X(5)1"} = EL{[X*(8)+X (5)-2X(8)X(5)3}

EOC(8)YI4E{X?(5)1-2BIX(5+3)X(5)}

R(BI+R(B)-2R(3) = 2A-2e

3.2. Proses Markov.

Suatu proses stokastik {X(t),teF} disebut “proses

markov bila untuk setisp n=1,2,3,..... dan sembarsng  ted
dengan tn;l<th, atau dspat dikatsksn masa lalu tidsk
mempunyﬁi pengaruh pada masa vang akan dsatang bila_ mESA
sekarang diketshul, maka;

PEX(E )Sx [X(E),tSt ) = PLXCE DEx [X(E,O=x )
déné&h t  menyatakan masa yang = akan datang, t o
meﬁy&takan'masa sekaraﬁg, dan t<th_;.menyatakanJmasa .yang
lalu.

Dari bentuk diatas terlihat bahwa bila t <t <t <...<t
maka; P{X(t )<x [X(t _ ), ...,X(ED)I=P{X(t )=x Xt _ 0}
Proses markov terbsgi dalam empat keias, vaitu;

iU Wektu diskiit, keadsan diskrit

ii. -Hakitu diskrit, keadaan kontinu
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A

iii. Waktu kontinu, keadaan diskrit; dan
iv;r Waktu kontinu, keadsan kontinu.
Dalam skripsi ini hanys akan dibahas rantal markov dalam
konsentrasi waktu kontinu yang terbagi dalsm dus -keadaan
(st&té}"diékrit'dan'kﬁhtinuf

Kedaan atau state dari variabel random X(t) adalah
harga vang mungkin dari variasbel random tersebut. Jadi
keadaan adalah hargs yang ditentukan cleh fungsi X(t,%)
untuk setiap hasil £, dengan ¥<?, Himpunan harga-hargs
vang mungkin untuk suatu Variabel random X(t) dari proses

stokastik X(t),t=ed} disebut rusng state Jika terdapat

“guatu ted sedemikian hingds P{(x—c)<X(t)¥<{x+ec)} - berhargs

positif untuk setiap o>8.
Jadi pads dasarnyva X{i)} merupsakan suatu pemetasn dari

ruang sampel kedalam himpunan bilangan real R.

X(t,E)
X(£):Q sy R

i

Dari pengertian diatas maks range E& dengan t=1,2,3,....
merupakan ruasng state. Jika ruang state diskrit maks
dizebut proses keadsaan 'diskrit, sebaliknya Jjiks ruasng

‘state kontinu disebut proses keadsan kontinu.

Contoh 3.3
Bila £(X,,....X% ;t,....t > = £(x .t |x .t ).
B(x .t Ix .t . 0..... B(x,,tlx,t 0. £(x,t)

“: baﬁ1ﬁkﬁ untuk ée¢ua n,_tﬁﬁiukan hahwa‘?r§Se$; x(tj _éeﬁgﬁﬁm.._
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fungsi kepadstan distas adaléh markov.

Bukti : Dari teorems 2.1 didapatkan ;

ECx, 000X 5t 000,10 )
=fx Lt Ix _.oaxst L Lt E(x L, xSt L
lzft3;atﬁ}3;_i:--;*iitnﬁi:--;t;);f(3%;43tg_iixk;z'5';3§;thyz’
...... BCx by g, x50, b 0Bt | X, DECx,E)
Terlihat bahws;
B(x .t |x _,...x58 _,.-,8 > = f{x%,thlx;qi,tn_i)
E(x .t _1x __,...x;5t o....t) = f((x .t _1x .t >

.,f<3%ft3}5%?%i;t2’ti) = :(%%’?slfﬁ;tz)‘.
Pandang =sslah satu persamasn diatas yaity;

f(xh’tnlk%-z'"’Ai;tn~1""t1) = f(x%,thlz%_z,tn_i}

e F(x .t {x Sy

coa Xt JB) = F(x .t |x .t

-1 1”0 i

sehindda didapatkan;
PLXCE DSx IXCE " 0, L XCEDI=PIXCE DSx [XCE, _))

............ terbukti.

Catatan

Padas pembahssan selsnjutnya akan dinysatakan bahwa notsasi;

r A N pu— -] !
f{Al,...,Xh,Li,...,Ln} = LX“J<X ,...,x;) dan
—1)"X;f1?.

. f.(xn’.tnt.xn—-i’.t.n—t). :. fx(f.n>{‘_¥n|x(tn

et )y





