BAB 1l

MATERI PENUNJANG

Sebelum membahas mengenal teori probabilitéa dan
teori himpunan, dalam bagian ini akan diberikan
hbeberapa pengertian istilah sampel, sgsr tidak terjadi
salah pengertian dalam penbahagan selsnjutnya.
Istilah-istilalh tersebut antara lain ;

Eksperimen adalah setiap kegiatan  yang ha=ilnya
bermacam-macan kemongkinsn.
Out Come adalah setizp hasil vang wmongkin dari  suatu

eksperimen.

Kuang Sampsl adalah himpunan keseluruhan hasil yang

mingkin {(out come) dari sustu eksperimen diberi simbol O
Peristiwa atau Kejadian adalah suatu himpunan out come
dari ruang sampel tersebut. Peristiwsa merupakan himpuanan
hagian dari rusng ssmpel.

Suatu kelas dari himpunan A adalah setiap peristiwa atau
beberapa peristiwa yang merupakan himpunan bagian dari
himpunan A.

Suatu kelass F dari himpunan A disebut Field jika memenuhi
i. Ruang sampel merupskan anggota F (Q € F)

ii. Jika.&'e ¥ maka komplemen terhadapr ruang sampel

~

Juga berada dalam F (O - ﬂi s F )

iii. Jika n sembarang bilangan slam dan jika LYPT UPRNNN

T 1}
e ¥ makd UAE¥ dan NASF dengan i=1,2,3,....n
1 i



Suatu Field disebut Field Borel jika ditambahkan

(2 ¢] 4]
ALA ,....,Ae¥F maka UAe¥ dan NA<¥ dengan i=1,2,3,...
1 2 iR 1 T i L

Z2.1. Arti Probabilitas
Definisi 2.1 :

Probabilitas suatu peristiwa A dinotasikan oleh FP{A)}

ditentukan apriori tanpa pelaksanaan eksperimen vang
' N

sebenarnya. Probabilitas diberikan oleh rasio: P{A) = —ﬁé

dengan N jumlah hasil yang mangkin dan N Jumlah hasil

A

vang sesunal dengsn peristiwa Al

2.2, Aksipma—éksioma Ptobabilitas

Definigi 2.2 :

Himpunan adalah koleksi objek vang dinamakan elemen -atau
anggota. Himpunan akan dilambangkan dengan huruf besar
A,B,C dan seterusnya elemen suatu himpunan dilambangkan

dengan huruf Yunsni ¥ jadi,

A= L&, 86,8 i £}
mempunyval arti himpunan A dengan elemen-elemen
L S S T LT £ - Himpunan  yang dibicarakan

adalash himpunsn Q, dimens O disebut semesta.
Definisi 2.3 :

Dua partisi # dan & disebut independen bila;
P(#BY = P(HB) = P(&) P(B)

Aksioma-aksioma probabilitas

- Untuk peristiwa A ditetapkan bilangan -P{tAY yang

disebut probabilitas A. Bilangan ini dipilih: sedemikian



hingga memenuhi

i. P(A) = O ii. P(Q) = 1 ; dan

-

iii. Bila AMB

AB = ¢ mska P(AUBY = P(A) + P(B)

Definisi 2.4 :

Probabilitas bersyarat peristiwa A dengan diketahui M

.dgtulié P(AlM} ﬁ ;%%ﬁ%l denéaﬁ.diénaéikan PtM) ﬁidak ﬁol.

Contoh 2.1 :
Pada eksperimen peiemparan sebuah dadu, tentukanlah
probabilitas bersyarat peristiwa {fz} dengan andaian
bahwa peristiwa genap telah terjadi !

Jawab: A = {f)} dan M= {genap} = {f.f.f }

maka didapat P(A) = 1/86 dan P(M) = 3/6 dan karena AM

= A menghasikaa P(A|M) = P(legenap) = 1/3

2.3 Konsep Variabel Random

Definisi 2.5 :

Bustu fungsi dari himpunan Qt ke himpunasn Q; adalsh suatn
aturan untuk setiap ta%_ menentukan dengan tunggal
bilangan X(t)} yang ada dalam himpunan Qx- Himpunan CR
disebut domain ateu wilayah, himpunan Qx disebut kodomain
atau daerah jelajah fungsi. Hasil-hasil X(t} dalam Qx
digebut range atew daerah hasil.

Definisi 2.3 :

Diberikan suatu ekesperimen dengan ruang sampel Q. Sebush
~wfungéi.k ﬁ&ﬁg méﬁé£ékan~aétiap1elém;ﬁ 5;aé._Q, -menenﬁukéﬁ

satu dan hanya'a'tu bilangan real x .sedemikizn hingga

F I
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X(Z)=x disebut wvariabel random. FBEusng (range) dari X
adalah bilangan real R={x;x=X(f£),fe}.
Dari pengertian definisi 2.6, fungsi vang
dihasilken harus memenvhi dua svarat, waitu ;
i. Himpunan {X = x} adalah peristiwa untuk setiap x.
.Deﬁgan.ﬁeriatiwﬁ‘a&élah.himpﬁnéﬁ;himpunaﬁ bégian Q;
ii. Probabilitas peristiwa {X=w} dan {X=-w} sama dengan
nol.
Lambang {X = x} menvatakasn himponan bagisn © vang terdiri
dari hasil-hasil ¢ sedemikisn hingga X(£) £ x.
Lambang {;&£X5x%} ‘menyatakan  himpunan bagian O yang
terdiri dari hasil-hasil § sedemikisn hinggs :gﬁx(f)sx%-
'Lambéng {ﬁri X} ﬁéﬁyatakan'hiﬁpuﬁén'bagiaﬁ Q'yang ﬁerdiri
dari hasil-hasil ¢ sedemikian‘hingga X(€) = x.
Contoh 2.2 :
Pada pelemparan sebuah dadu ditentukan variabel
random X(£) =zebagai bilangan X(ftjzlﬂi dari keenam
hasil ft‘ Tentukan peristiwa
{X=35}, {X=5}, {205X=35} ,dan {X=40}!
Jawab:
Domain fungsi adalah himpunan Qz{fi,fz,fé,f4,f5,fﬁ}
dan rangenva enamn bilsngan {(10,20,30,40,50,60)
Himpunan {X=35} terdiri dari f;,fé,fé karena
X(£f)=3b. Himpunan {X£5} adalah himpunan kosong
. karena tidak ada hasil sedemikisn hingga X(£)<6..

Himpunan {20=X=£35} terdiri dari fé dan fé karena




205X (£, )=35.

Himpunan {X=40} terdiri dari f4 karens X(fi}:40.

Suatw variasbel random X atan X{.) disebut diskrit
Jika range dari X terbilang (memetakan pada bilangan

bulat). Jika X diskrit maka fungsi distribusi F;{-)

diskrit pula. Sustu varidbélmranddm X"atau :K(;} _di8ebut"

kontina jika ranga dari X kontirma. Jika X kontinn maka

fungsi distribusi E;(-) Juga kontinu.

2.4 Fungsi Kontinu Dan Fungsi Impuls

Sebush fungsi adalah suatu kaidah yang wmenghasilkan
korespondensi (pengawanaﬁ} antars dua himpunan (lihat
definisi 2;5}.‘Fungsi“f'dari‘himpunan"ﬁ'kedalaﬁ'himpunan B
adalash suatu pengswsnen sedemikisn hingga setiap x=A
dikawanksn secara tunggal dengan =B. Biasanya nilai
elemen ¥ dinotasiken pula oleh fi{x), jadi =f(x). Dan £(x)
dinamakan nilai £ di x.
Definisi 2.9 :
Diberikan fungsi f(=x} dalam interval terbuka I. Fungsi
£ dikatakan.kontinu di ﬁitik a=x  didalam interval I

dinotasikan oleh limit £ = f(xb) bila dan hanvae bilas
X+X

0
Dapat ditentukan satu nilai £ .dititik tersebut dan
untuk sembarang bilangsn positif & betapapon  kecilnya
terdapat bilangsn positif & sehinggs jika Gﬁ|x;x5|$5 maka

| £{x3~£{x,)|==.

Fungsi f dikatakan tidalk kontimu {diskontinu)} dititik



X=X, bilas tidak memenuhi persyarat distas. Dan fungsi f
dikatakan kontinu dalam interval terbuka (x ,x) bila F(x)
kontinu di setiap titik dalam interval terbuka tersebut.
Funési f dikatakan kontinu dalam interval tertutup {x,x]
bila'f(x)"kdhtiﬁu'&i sétiap titik dalam interval terbuka
(x, %) dan

limit £ = £(x ) ; limit £ = £(x ).
x> X X+ X,

Definisi_Z.S
Fungsi tangga satuan atan fungsi Heaviside dinotasikan
oleh h(t—to} didefinisikan sebsagai berikut:
‘ 1 Untuk t=t
h(t—tD) = dengsan tOZG
Untuk t<t.D

Grafik untuk fungsi tangga diberikan dalam gambar berikut;

Gambar2-1: h<t_to)

* ¥t

Bila e suatu konstanta maks dapst diberikan sustu

perunuman fungsi tanggs ssatusan, yaitu;
c Untuk tztD
c.h(t~to}=hc(t—to}:{ dengan tozﬂ
a Untuk t<t°

" Conteoh 2.3:
- Nyatakan - -fungsi - gelombangbujur - -ssnghar ‘gambar

berikut dalﬁm fungsi satuan!
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1. £(t)
Gambar2—1: & £, £_(t) £ (t)
kb o e ] ) o
4 + 4 o - >
k 2k 3k 4k 5k
Penvele=saian: Pandang tiap—tiap interval

(8,k3;[2k,3k]};[4k,Bk]idst
£.(t)=h (£)-h (t-k) ; £ (£d=h (t-2k)-h (t-3k); dst
sehinggs; f(t}:fi(t)+f2(t}+f3(t)+ ..........
:h&(t)-hk(t-k}+hk(t—2k)—hk(t—3k)+ ......
[ 8]

= kT (-1)" h(t-ik)

L =0

Fungsi impuls satuan atau fungsi dirac delta

Latar bélakéng'gagaéﬁﬁ"fungéi”“imbuis éatﬁaﬁ'”ialﬁh
untuk menyvsajiikan suatu model anslitis untuk tipe tertentu
dari fenomena fisis vang terjédi dalam selang waktu vang
sangat pendek {to,t0+a} dengan = @ dan &>8. . Sebagail
contoh gays yang bekerjs bila sebuah palu dipukulkan pads
sebuah paku, sehingga perubsahan momentum atau impulse p

dari gava tersebut dspat ditentukan oleh;

t e
[ o]

p = iigitj; P _(t-t )dt; dengan £ _(t-t)) gdalah‘ gays.
s}

vang bekerja dalsm selang waktu {to,t0+s].
Karena selang waktu dari gayas tersebut sandat kecil maka

dapat dimisalkan fg(t—to) sebagai konstanta, sehinggs;

to-l-s to+£
limitf £ _(t-t ddt = f_(t-t dlimitf . dt = £ (t-t D.s
=+ ty _ ==+ iy

Apabils ditentuka perubahan momentum atau impulse p=1 maka
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dapat diperocleh;

_ _ 1
fg(t—to).s-l & fs(t—to) = = untuk tost5t0+s

&

Gaya tersebut dapat digambasrkan secars grafik oleh fungsi
tanggda satuan sebagai berikut;

. o fa(E-t5)
Gambar2-3:

4
&

i ¢ ¢
s ] - +=2
O tO

-t

Dengan menggunakan fungsi tangga =zatuan impuls dari gsaya

£_(t-t_ ) dapat dituliskan sebagai berikut:

'fs<t—to>:§ [h(t-t, d-h{t-t -2)] dan integrasi di(-ew,®);
@ . f.0+£ . 1
,._,__fdofsu—to)dt = I; f(t-t )dt = = .2 = 1
o

Fungsi impuls satuan atau fungsi delta dirac dinotasikan
.*é(t t y ditentukan oleh dua syarsat sebagal berlkut

1). 6(t-t Y=limit £_(t-t_ ); dan f S(t-t_)dt=1

- -0

Jadi 5(t—t6) adalah. suatu gsysa vang “"tak berhiﬁgga
besarnya” vang bekeris seketiké pada t:tD dan impulsnyvsa
sams dengaﬁ_satu. |

Sifat fungsi impuls satuan;

Jlka g{t) sebuash fungsi sembarang vang kontinu maks ,.

j g(L)s(t-t ddt=g(t ).

t +e :
w ]
Bukti : [ g(t)s(t-t )dt= f g(t) limit £ _(t-t ) dt
-0 0 e+7
= limit = f g(t)dt"
T e+8 )

D
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g(t) kontinu maksa dari definisi integral didapatkan;

w
§ g(e)s(t-t_ )dt=limit —g(£)[(t_+s)-t ] dengan t_<f<t_+s

— =3

:limit.g(f):g(to} ...... terbukti.
e+

'2.5} FungSi'Distribﬁsi Dah”Fﬁthi Kepadatan

Definisi 2.9

Fungsi distribusi wvariabel random X adalah fungsi ;
F (x)=P{X=x} adalah sama dengan probabilitas peristiwa

{X=x} dapat ditulis F(x).

Contoh 2.4 :

Pada pelemparan maﬁa uang, probabilitas mukﬁ sSamsa
dengan p dan probsbilitas  belakang ~sams dengan q.
Didefinisikan variabel random X sedemikian hingga .
X(m) = 1 dan X(b) = @

Tentukan fungsi distribusi F(x) untuk setisp x dari
- sampal dengan o !

Jawab:

Bils x=1, maka X(m) £ x dan X(b) = @ = x karena itu

F(x) = P{m,b} = 1 untuk »x=1.
Bils 8<x<1, mska X{(m)=1l>x dan X(b)=#<x hkarensa
itu F(x) = P{X=x} = P{b} = g untuk B@<x<1.

Bila x<@, maka X(m) = 1 > x dan X(b) = 8 > x karens

itu F(x) = P{Xsx} = P = 8 untuk x<@.
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paF (x>

- Gambar?-4:

} > X
Bertitik  tolak dari pengertian diatas dapaf
didefinisikan fungsi distribusi tingkat n, vaitu ;
F(X &0 -nnosX ) = PLXSX, . ...... ,XSx }

Apabila disajikan dua wvarisbel random X dan Y, maksa

dinamakan fungsi distribusi gsbungan ~ny(x,y} dengan

ny(x,y):F(x,y):P{XSx,YSy}, vang sakan diEahas kemudian._
 Sifat-sifat fungsi dustribusi

F(x ) dan F(x ) akan berarti limit kanén den limit  kiri

CF(X ) = limit (x+e) dan F(x ) = limit (x-£) dengan 5@ dan

g+@. Fungsi distribusi mempunyail sifat-sifat sebagai

berikut;

1. F{-») = 8@ dan F{(w) = 1
Bukti : F(-®) = P{¥=-w) = Pd = 2
F(oo) = P(X=») = P{O} = 1....terbukti.

2. F(x) adalah fungsi tidak turun, bila x=x  msaka
F(%):;pﬁé} o o . o ; .
Bukti: Perisitiwas '{XSX;} adalah himpunsn bagdian
peristiwa {X= x} karena bila X(f)< xuntuk setiap 7,
maks X(E}Ez%. XKarena 1itu P{XSB;}S?{X5Xé} sedemikian
hingga F(x)<F(Xx,} .......... terbukti

3. PUOX) 2 1-F(X) -

Bukti :Peristiwa {X=x} dan {X>g} adalsh saling~-ésing

sedemikian hingga {X=x}U{X>x}=0 karenanya;
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P{XS x}+P{X>x}=P(Q)=1 & F(x)+P{X>=1 .... terbukti
4. P{x, &=x) = F(x} - F(x,)
Bukti : Peristiws {Xﬁxi} dan{x1<)(£x2} saling asing

karena X(Z) tidak daéat karang dari x, dan diantara X,
daq xz.. _{’_(_5_*"_2}:{HXJU{X;_“XSXQ karena itu ;
'_P{X:sz}:P{K£x1}+P{xi<Xsz} & F-(Xz):F(x1)+P{xi<X£x.2.}.
5. P{X=x} = F(x) - F(x)
Bukti : Dengsn mengambil X = x-& dan X =X pada sifat
4 didapat ; |
P{x-s<XSx}=F(x)-F{x-=) & P(X=x)=F(x)-F(x ) ..terbukti
6. P{xXSx} = Flx) - Fl(x )
Bukti : Terbukti dari sifat 4 dan sifat 5 ;
[xSX<x }={x <XLx JU{X=x )
P{xis){s.v{z}:P{x1<){£x2}+P{X=x1}
P{x<XSx) = F(x)-F(xD+F(x3+F(x) = FQx)+F(x)
Dari sifat-sifat diatss dapajt dikatsksn bshwa varisabel
random X kontinﬁ bila fungsi distribusi F(x) kontinu.
Untuak keédaan ini F(x ) = F(x), karena itu P{X=x} = 6
untuk setisp x.
Definisi 2.18:
Untuk x vang dibefikan méka fungsi kepadatan variabel
random X merupakan derevatif (pendeffrensialan) fungsi
distribusinys, vaitu ;

- Bila X varisbel random- kontinu dan. . f£(¥}) diketahui.. Dari - o

sifat fungsi distribusi F(x) terlihat bahwa f(x) = #.
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Dengan mengintegralkan fungsi kepadstan dai -« sampail

dengan x dan menggunakan sifat bahwa F(-o) = 8 didapat;

. X
F(x) =& £(€))dg
-0
karena F(w) = 1, bentuk diatas menghasilkan
[+ (o9
4 E(HdT =S f(x)dx = F(w) = 1;  dan terlihat bahwa
-0 —co
. »® » .. » .
F(x) - F(x) = S5 £2ydg- & "£(&)de= »° £(£)as
=0 -0 b

1
®
= &2 f(x)dx

x
1
X

sehingga P{x <X<x} = 52 fix)dx

X
i

Diberikan dua variabel random X dan Y, dan akan
ditentukan probabilitas (¥X,Y) pada dasersh D tsrtentu dalsm
5idﬁhé.x}; fungsi'F;fx)‘dahrfungéi F?(Yﬁ féfiéﬁélrwfﬁﬁdom
vang diberiksa masing-masing menentukan statistik
marginalnyva, tetapil bukan satatistik gabungannva (X,Y),
Pada khususnys probabilitas peristiwa

{X<x} n {¥Sy) = {XSx,YSy}
tidak dapat dinyatakan dalam bentuk_Fx(x) dan Fy(y).

Distribusi,ny(x,y} atau F(x, > dua variabéi_random X

dan ¥ adslsh probabilitas peristiwa ;

XL x, Y2y} = {{(X,¥Y) = Di}
dimana x dan y sebsrang dua bilangan real dan“D1 sdalsh
dasearah kusadaran vang terlihat dslam Gambar %PB};};

1 4

F(x,y) = P{X=x,¥<y) \__"
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Gambar 2-5:

L

NN
AN %

T N x
\\\\\\\ X X, \\ xz' x X,
BANONR N
. (b-)- N
Sifat-sifat ; |
1. F(-0,3) = 8 F(x,-w) = ) F(o,0} = 1
Bukti:PI{X=-w} = P{Y=-w} = 8 dan karemns peristiwa
{Xﬁ—w,YSy} < {X=-w} serta ({XE£x,¥Yz-w} < {Yz=-w} maka,
F(-w,7} = PIX=-w,¥Ss} = PQX=-w} =0 das
F(X,-m) = P{X<x, ¥=-w}= P(Y:—oo.) - & sedangkan
F(oo,®) = P{X<c,Y<o0} = P(Q) = 1 R ... terbukti.. .
2. Peristiva {xi'<X$x2,Y$y} terdiri dari semus titik padsa
dae‘r.ah D, dan peristiﬁa {Xsx,y <¥<y} terdiri dari
semua titik yang ada pads daerah D, pada Gambar 2-5.b
P{x <X=x ,Y=y}= F(x, ,Y)-- F(x, , 5>
P{X<x y<Y<y}- F(X,y,) - F(X, y)
Bukti : {X<x Y=y} = {X=x, Y<Jf} U {x <XsXx ,Y<Y}
P{XSIXZ,YS.V} = P{XSXI,YSy}_-i- P{X1<XSXZ,Y$_V}
F(x,.) = F(x,¥) + P{x,<XSx ,Y<y)
P{xi<X$x2,Y$y}=F(xz,y) - F(xi,y_) 7. ...terbukti
untuk membukti.kan P{Xfx,yi<YSyz} ad.alah serupa.
3. -

< 4 <
Pix <X=x ,y «¥sy,)

F(XHV) - F(X-y)--— F(x .V) +F(x y)

Bukti: {x /X‘:x V<Y<y} U {x<x Y*Cy} U {x-:x Y<y}

- {XS}{i.,.YS.yi}..U..{XEXZ,YSJZ.Z.}. ..sedemikian hingds, . .
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‘ = =< < < = < =
Plx XSy, y <Y<y} + P{Xsx, ,¥YSy} + P{Xsx,,¥<y }
p x<'x y< + X< Y <

< <
P{x1<){_x2,y1<&'._y2}+ F-(Xx"vz) + F(Xz’yz)

Kl

AU . E(xz_’yz_) _}T._F(Xz’&). ottt . tgrbu_k_tj_.
Defipnisi 2.11
Kepadatan gabungan variabel random X dan Y dinotasiksan

oleh £(x,¥) didefinisikan sebagsi:

dF (x, )
dxdy

Dari bentuk ini dan dari sifat 1, F(-o,y)=B dan

f(x,¥) =
F(x,-») = @, bila £(.,.) diketahui, variabel random X dan
variabel random Y kontinu, maks ;
F(x,¥y) = & S f(o,3).do.df
, ~0 -
Sekarang akan ditunjukasn bahwa probabilitss titik

(X,¥)Y ada pads daerszh D dengsn perksatasan lain

P{{(X,¥Y) € D} = J § f(x,y).dx.dy
D :

Dengan {(X,Y} € D} adalsh peristiwg vang terdiri dsri

hasil-hasil ¥ sedemikian hingds [X(E),Y(E)}rada dalam D.
 Sebelum membﬁktikan pernyatéam diatas, | teflebih

dahuly askan diberikan pengertian integral rangksp

S I f(x,y}.dx.dy, integral ini didefinisikan dalsm dserah
D

tertutup D seperti dikonfigurasikan pada Gambar 2-6

dibawsh ini.
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Gambar 2-86

kawasan D dibsgi~bagi dengan menarik garis sejajsr psads

sumbu Xx dan sumbu y», sehingga terbentuk suatu partis'i

?5f03 dengan D=A A+4 A+A A+. . .+AA+. .. dan AkﬂfwﬁA=¢ untuk
setiap i#j.  AA menyatakan luas kotak ke-i di  titik
(e‘fj,fk) dimans ﬁ.LA = ij.Ayk.. Ambil sebsarang ﬁi_AeD,

sedemikian hingga untuk 8 bilangan positif vyang ssangst

kecil AXA<5' Apabila dipilih Aza{éi dan AJ&<5zmak&
&, A"Ax Ay <& atau A, A Ax. Ay <&

3 <5 . <5
Padahsal dlketahui ,%4Ej<gh1 dan ;r<E R maks
integrasi hampirannya = ¥ £(Z .8, )AxAy, -

dengan demikian integrasi sesungguhnya adalah;

limit limit {}f(f,c )Ax Ay
5 @ & -+{3 i,k

= limit § limit zf(f,f )Ax Ay&_ S S f(x,y).dx.dy
52-» x cS—rij i D

Dlandalkan daerah D merupakan suatu ruang sampel

makan dlbuktlkan bahwa P{(X Y) =. D} RN f(x ¥y dx dy
D

Aubil sebarang bilangan real £, dan £, pada dserah D
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dengan xy1j<xhd dan yk<fk<ﬁna sedemikian hingga untuk
setiap hasil &, X(E)‘-‘Ej dan ¥(¥)=%, . Apabila ditentukan
bilangan positif 51 dan 62 vang éangat kecil maka;

P{X=Ej ’ngk}:P{f‘j_<*5Xj+A{i’_ ¥ <Y$Jfk-.|-A._Vk} |
deng.an. .£?J"<I_.-:u;fj.<61‘ dan B<Ayk<'éz

PIX=E Y=L} = F(x#Ax,5+A%) - F(x+Ax,%)

.z . ,

Padahal;
sz(xj,yk} o F(x,+ij,yk+Ayk>-chj+ij',yk>-1='<xj,yk+Ayk>+r<xj,yk>-
dx dy, &> A= By
: Ayk_-bo
sz(xj,yk)
Kerens Tgxdy, - T¢pf) makss

P{xjf.XSij,yk{YSAyk} z_f(fj,fk) ij_.Ayk adalah salah satu
probabilitas out come di titik X(E)=Z,¥(£)=, 1 dalam
ruang sampel D. Jadi jumlsh probabilitas cut come pada

seluruh ruang sampel D, dengan ij«Si dan Ayk<r52 adalah;

L P{X={,,Y=Z, }=3init E £(Z,F,).Ax Ay,

j;k : éi-bﬂ J;k
. _2
@ P{(X,¥)eD}=S & f(x,y¥).dx.dy  .....terbukti.
. : D

F (x,y) dan Ey(x,y} masingfmasiﬁg menentukan
statistik marginalnya vang disébgt distribusi marginsl.
Definisi 12:

Distribusi marginal wvarisbel random X didefinisikén
R = PXSxY=y) dan
dF (¥, y)  _ | Y

1 T Ee(xyy = £ (x) = {mfgx,w dy
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Distribusi marginal wvarizbel random Y didefinisikan

F (x,y) = P{X=x,¥<y} dan
Y X
OF(x,y) _ - .y =
5y = £, (xy) = £,(¥) = _wf(x,y} dx

2.6, Distribusi Bersyarat Dan Kepadatan Bersyarat
Definisi 2.13:
Distribusi bersyarat dinotasiksn dengan F(x|M) dari
variabel random X dengan  diketahui peristiwa M
didefinisikan sebagsl probabilitas bersyarat peristiwa
{X<x}. Jadi F(x|H)= P{XSx|H} = E%%%%ﬁﬂl

Pada bentuk diatas peristiwa {X<x,M} = {X=£x} n {H}
yaitu semua peristiwa yang terdiri dari semua hasil £
sedemikian hingga X(£) < x dan £ e {H}.
Sifat-sifat distribusi bersygrat F(x|H} ;
1. F(o{¥) = 1 dan F(-o|H) = B

P{xifxﬁxi,ﬁ }
2. P{x=X=x |M} = BTH) = F(x, |M) - F(x, |¥)
Kepadatan bersyarat £(x|M) adalah derevatif dari F(x|H)

exqmy = SECHMY gy, PLacSarAx| M)
dx A xs3 Ay

-Fungsi ini tak negatif dan luas dsaserahnya sama dengan

satu.

Contoh 2.8

Tentukan distribusi bersyarat dari variabel random X
denggn sndaian bahwa b<X<a, a dan &b merupakan
bilangan real sedemikian ﬁingga F(a) - F(by & @._
Jawab - -

Disini K = {b<X=a} jadi persoslannya skan ditentukan
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. o P{x<x,b<x=a}_ P{x=x, b<x=a}
F(x| b<X28) = —prpenzav - F(a) - F(D)

Bila xZa, maka {XZx,bX<a} = {b<X=s} sehingdgdsa
F(x|b<X£a) = 1 untuk »*=a
Bila x<a, maka {X<x,bX=a} = {bX=Xx} sehingds

_ Pi{b<«x=x} _ F(x) - F(b)
F(x|b<X<a) = P{b<x=a} ~ F(a) - F(b)

Teorema 2.1 .
Diberikan dua varisbel random X dan ¥ dengan fungsi
kepadatan gabungannya f(x,y). Jika kepadatan marginal

variabel random X didefinisikan oleh f _(x) dan kapadatan

-marginal variabel random ¥ didefinisikan oleh fy(x) maka

kepadatan bersyarat variabel random ¥ dengan diketahui X =

'x'ditulis'f}(y[x)'dapat”ditentukan';'

o~ Blx, )
Byt = G0

Bukti
Dari definisi 2.13 didapatkan ;

F(yiM) =.?é¥§{?H}: Pé?iiﬁy} misalkan M = {x <X=x} maka ;

P{x, <x<x,,y<y)

_E‘_(‘V‘X:.{){ﬁxz} =__'_P{X1_<XEX2} EEREEEEEEE .....(1)

dari sifat ke-2 fungsi distribusi gabungan F(x, )

Pfﬂ(XSA%,YSY} = F(x%,y) - F(x;,y) dan dari sifat ke-4

fungsi distribusi F(x) didapsat P{zi<XSz%} = F(xa) -

F(x), disubstitusikan persamaan (1) terlihat bshws;
F(x,,y) - F(x,,¥) '
< _ _
F(y|x X<x,)= Fx T E(xRy (2)

" Jiks perssmaan (2) didefferensialkan ke y maka ruas  kirij 7
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3F ( ¥| X, <x$x2 b

3y = fy(y1za<XSz;) dan rusas kanan ;
F(x,,y)-F(x_,¥» .

4 2 4 7 _ 1 ) _

3y [ F(x,)-F(x_) } = F(xz)—chi)[fy(‘Xz’Y} fy(xi,y)]

) . 1 "‘2 xi
= F(Xz)“F(X,_}‘I:'_rmf(x,,y) dx- wa(x,y) dx

Xz

. o
_ L

= F(xz)—}:‘(xi);[ flx. y) dx
1

sehingga Jjika persamasn (2) didefferensialkan ke v

didapgtkan H

x

. : 2
1 .
= -— .
£ (y]x Xsx )= F(Xz)"F(‘Xa};[ f(x,y) dx ... 3>
Variabel random X=x"bila diambil X=X dan ,g:x+Ax,
‘disubstitusiksn kepersamaan (3) diperoleh ;
®+ A
: 1
< — .
£ (v] x<XSxrBx)= F(X+Ax)—F(x)~! f(x,¥) dx ..., (4)
. A - s a .
Padahal limit F“‘*Af F(x) ggf): £ (x) sehingda
Ax-»o : )
F(x+dx) - F(x) = £, (x}.Ax ..., .. (5)

b
2

" ‘
diketahui bahwa f f(x,y) dx = %_‘}&it p f(x.t,y) AJ!{.L maka;
! _

n=4
1
»+Ax

n

[ f£(x 9 dx= limit T £(x.») Ax> £(x,¥).Ax ... (B)

X n=1

persamaan (5) dan (8) disubstitusikan képersamaan (453

diperoleh;
x+Ax
1
F(X+Ax)~F(X).£ Cf(x.¥) dx

fy( ¥ x<XEx+Ax)=

- - BE(x, 3. Ax B(x,¥) .
fY(Y1X-x) S EL AR B e terbukti.

- Selanjutnya“f;(yfx} ditulis f(ylx)*dan'fé(x}:ditulis'f(x};'”"

sehingdga penulisan teorema 2.1 menjadi; F(ylx) = E%%§§2
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Contoh 2.5 :

Diberiksn varisbel random X dan Y dengan fungsi

kepadatannya ;
F(x,¥) = x+¥y untuk @<x<1 dan B<y<1
= @ untuk x dan y yang lsin.

Tentukan £(y|x)!

Jawab
¥ 1 1
F(x) = | £(x, 9> dy= [ (x3y)dy = xyv + %yz]o
—E0 O
= % + x - untuk B<x<1

L=

untuk x lzinnya
sehinggsa ;

JECx, )y Z(x+y) )
,f(_ylx) BRI & 3 . - ..untuk Byl B x<y

=@ untek v lsinnva
2.7. Mean Dan VYariansi
Definisi 2.14
Diberikan variabel random X dengan fungsi kepadatannya
f(x). Dan diberikan M(X) adalsh fungsi yang dibentuk oleh
varisbel random X, maka hargs harapan atau mean dltullskan

E{u(%}} didefinisikan oleh ; E{u(d)} f plx) F(x) dx

Contoch 2.8

Diberikan Variabel random X dgn fungsi kepadatannya

F{x) 2(1-x3 untuk B<x<l

i1l

= 8 untuk x lainnva

Tentukan E{X} dan E{x } L R S
oy e
Jawab : E{X} f p(x)f(x)dx—f.x 2(1- x)dx— j'(Zx-Zx;)dx

-0 0
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E

[x2~(2/a)x3]0 = 1/3 untuk B<x<1

E{X} = @ untuk x lainnys

1 1
E{X*} = [ &.2(1-xdx = [ (248-24")dx
o : o]

= (z/a)xa—(x/z)x‘]lz i/8 . untuk B<x<1

=8 - - untuk x lainnya
Definisi 2.15 |
Diberikan n variabel random Xl,xz,...,xh dengan fuﬁgsi
kepadatan gabungannya £(x,x,...,x ). Dan diberikan -

fungsi p(xi,xz,..,,xn) vang dibentuk oleh Xi,Xz,...,X

2]

naks harga harapan p(Xi;xz,...,xh} didefinisikan oleh;
. o w0 . ) L.
E{u(xi,xz,...,xh)} = fm..;; p(z&,.;.,x%) f(x;,...,xa) dx

Contoh 2.7
Diberikan dus variabel random X dan ¥ dengan fungsi

kepadatan gabungannya sadalah ;

£(x, ¥ x + ¥y untuk B<x<1 dan B<y<1
= @ untuk x dan ¥ lainnyé

Tentukanlah harga harapan variabel random XYz!

Jawab
o0 D
E{u(X,¥)} =_£ £ b(x,y) £(x,5 dxy
1 4 1 i
2 2 1 3 2 1 2 2
E{XY 3 = g‘g xy (x+y) dxdy= J [;xisf XY ]odsf
_ .4 213 _ 13,1 4
=S Grazyody = [Zy+gy ],
= 17/72 untuk @<x<1 dan B<y<l
= 8 untuk x dan ¥ lainnva

. Definisi 2.16

Hargé'harapgn'be:sﬁéraf p(X) dengan dikétahui peristiwa H



dinotasikan E{:(x)|M}, didefinisikan sebagai ;
: o :

E{p(X)|M} =5 p(x) f(xM) dx
. - oo

Contoh 2.8 :

Bila X dan Y variabel random dengan fungal ‘kepadatan

_gébungannya b
f£{x,¥) = x+y untuk O<x<l;R<<l
= 9 untuk lainnva

Tentukan E{X| y} !

Jawab : untuk ®<x<1 @<y<1
: : o i

f(.}’) =J f(x,7) dx = J (,x+y)dsr %x +.xy]
_m

NIJ“_
+
g

ST 4 6.5 ' 1 2(..x+y)
fxly) = f(y) = 142y
Bt OO ¥} = 0 p(x) £(x|¥) dx= f%%j—)- dx
- o

i
L2 4o 3w

1+23 3{1+23) :
Sifat—-sifat dari mean
1. Efaxtb} = aB{x}+b

dengan a dan b konetanta sebarang;

2. BE{a g (&Y + ........ + a g (x)y z-aBig (x)} +
171 . ngh 1 i

.....

+ anE{gn(x)}
Definisi 2.17 :

. . \ . . 2 \ S
Varianei . rariabel random X. dinotasikan o didefinisikan

{
o .

2 ay ) A0 ax

“dengan n :'h'::'E{X}“ konstantq o ﬁang Juga dlnyatakan R

dengan o g1aebut dev1a51 Stdﬂddr VdrlabEl random X.

Dari definisi terlihat bahwa o adalah mean

28
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variabel random (x—n)z dadi;
o = BEL(X-m7} = E{X"-2Xnn") = EDCY - 20E{X} + »°
karena » = E{X}, mska didapatkan ;
o7 = B(X%) - [B{31° = EDCY - EN{X)
Pefinisi 2.18
.Kovariahéi C étau .CX; -dﬁam.ﬁafiéﬁél raﬁdéﬁ..x dan Y
didefinisikan sebsegail ;
C. = E{(X-n (X7 )}

dengan E{X} :.nx dan E{Y} = ny
Definisi 2.18
-Dua variabel random X danl Y disebut independen bila
peristiwa {XeA} dan {YeB} independen, yaitu bila;

P{X=A,YeB} = P{XeA}.P{Y<B}'
dengan A adalsh himpunsan bilangan resl pada sumbu x, dan

B adalah himpunan bilangan real pada sumbu y.

2.8, Konsep Konvergensi

Definisi 2.28

. w0
Deret tak berhinggs dari fungsi-fungsi I Un(x) dikatakan
: _ g : g
konvergen "di dalam inteval (a,b]. Jika barisan
jumlish-jumlsh parsial <Sh(x)>; h:i,2,3, ..... dengan

Sn(x):Ui(x)+U2(x)+‘..+Un(x) konvergen wuntuk setiap X
didalam interval [a,bl. Jadi derst ©E U (x) dikataken
konverden ke S{(x) satau %ig&t Sn(x):S(x) untuk setiap Xx

"di dalar - imterval [a;bl, Jika untuk  setisp  £>8 dan -
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setiap x di dslam interval {a,b] dapat ditemukan
bilangan natural N>@ sehinggas untuk semua n>§ berlaku
]Sn(x)—S(x)l < £.Bilangan N dapat bergantung pada x Jjuga
pada £. Jika bilangan N tersebut hanys bergéntung pada &
dan tidak Dbergantung pad.#... x, maka urutan tersebut
dikatakan  konvergen ke S(x) secara uniform didalsn
interval [a,bl. Deret L Un dikatakan konvergen mutlsk,
jika E£|U | konvergen.

Contoh 2.9

) 0
Buktikan bahwa deret T Un(x): E‘xn untuk -1<x<1,
. . . . . n=41 L
_ ool
Bukti: Bila x=0 maka T x'=1+8+8+8+...= 1 (konvergen).
' =i )
Untuk -1<x<1 dan x*@, maka; SS(x}il; Si(x}:1+x;'

Il

8 (x)=1+x+x?; 3 (x):1+x+xg+a?+....+xp = 1-x 3 karensa
2 " T l-x

limit %:g% TEE?“ maka unituk setisp =28 dan -1<x<1i, x=3
N S

terdapat suatu bilangan natural N>8B, sedemikian hingga

untuk semus n>N berlaku |S (x)——i—|<s

1 . '
15, Gohpl= 13-l i e o T ean
. 1 1 _ _ . _ _ 1
- E7W7ﬂ} = ;E <s(1-x3 dengdan p_T§T>1
= 2?%:}7 < pn & log 1/2(1-x) <« n.log p

log 1/s(1=-x) . N:I[log 1/8(1+x)]_1[10g (l—x}]

log p log 1/[x[ - log]x}

Sehinggs bila diberikan £>8, dan -1<x<1 dapat ditemukan

bilangan natural N = I[lofoz(i x)} > sedemikian hingds

-=untuk Femus, n>H berlaku IS (X)“—*—l<$

Terbukti.
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Pengujian M Weierstrass.

Jika sebuah urutan konstanta-konstants positif
LR P T dapat dicari sehingga untuk setiap X

didalam interval [a.,b] berlaku [Un(x)l = m 5 n=1,2,3,....
dan Y. mﬁ-konvergen maka E U“(x} konvergen unifopm ~ dan
konvergen mutlak didalam interval tersebut.

Bukti:

m oW, LW, .. .. Adalah konstanta—konstanfa positif dan 2w
konvergen. Misalkan deret Zmn konvergen ke V atau
%i.git Vh:V Vdengan Vh=m1+m2+m3+ cootm g maka jika
diberikan £>8 terdaspat suatu bilangan natural 8 _,
sedemikian hingga untuk semua n>N_ berlaku |V -Vj<=.

& |V -V[={V-V | oL TUPEL. U NI <s

Missalkan Sn(x}:Ui(x}+U2(x)+U3(x}+....+Uh(x) dan
limitS (x)=S(x). Jadi bila diberikan >0 dan setiap x
didalam interval [a,b] dapat ditemuksn bilangan natural

N _>9 sedemikisn hingga untuk semua n>1~1x £ berlaku;
1=y ) ’ S Ji'

[8 (x)-8(x)| < =. Karena untuk setiap x didalam [a;b]
berlaka |U (x)|=m_  maks;
[Sn(x)—S(x)IZIS(x)ush(x)|=Un+1(x)+Un+2(x)+Un+3(X)+t....
<m bl dm o+ e ‘

& |8 (x)-8(x)] < = untuk setiap x didalam [=a,b].

yang berarti untuk setiap £ =£>@ dan setiap x didalam
_interval_'[a,bl_ dapat  ditemukan bilangan natural
W, =N_>8 sedemikian hingga untuk semus n>N_ berisku;

.,81




28

{Sh(x)—S(x)|<s. Terbukti deret’ L U (x) konvergen

uniform didalasm interval [a,b].

Conioh 2.18
0
pN 995235 konvergen uniform dan konvergen wmntlsk
n=4 4]
didalam interval [8,2¢). Rarena [2250X|< 1 gan-
Ny o n? a

'E 3% konvergen.
n

Z2.18. Transformasi Fourier
S5ifat integrsl sinus dan kosinus untuk setisp n dan m

bilangan integer yvang besar adalah sebagai berikut;

L
ney m X
= t =
8 fL cosT co; T dx @ | e un%ug.ﬁ. n
= L untuk m = n
L
. DRX . meXx
! - . F
b IL siny— sin-y dx 2 untuk = n
= L untuk m = n
i
ey f cosnzx-sinmzx dx = 0 ~ untuk setiap m,n.
bl

Sebuéh; fungsi F(x) diksataksn pefiodik dengan
periode T Jjiks untuk setiap x, berlakus F{(x+T)=f(x)
dengan T sebnah konst$ﬁ£a'positif. Niléi T>@ terkécii
dinamakan periode dari F{x).

Teorema 2.2

Hisalan f(x) didefinisiksn dalam interval [-L,L] dan
diluar interval ini oleh f(x}ZL}:f(x) vakni F(x)
_mempunyai periode ZL. Derst Fourier pada interval [-L,L}
. 2 i nRx

tersebut diberikan oléh;_f(x}=§2+ b (ahcosngﬁ+bhsin~r")
. Thn=41
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maka koefisien Fouriernya adalsh ;

1 = nex _ 1 * neXx
B, =T {; E(x) cos— - dxdan b =7 {; f(x) sin—7= dx

r

1 L
ser?a 8, = 1 {; f(x) dx
Bukti

Diberikan deret Fourier  p=ds intervael ({-L,L] dalam

. _ N _ o DX nrx
persamaan ; £(x) = 5 +n§1(&" cos—y + b 31n—i— ...(;)
Jikas persamsan (1) dikaliksn dengan cosﬁgz kemudian
diintegralkan didapat'
L 3 .

f f(x)cos———dx = f —3cog—£—dx

" L © T 7T I 9.4 . i3
[ s eos—iwco Eiﬁ + b 51n§t—c IE—E)d
-Ln=41

Dari sifat integral sinus dan cosinus a) dan ¢) untuk
m=n maka ;

- ,
I f(x)cosﬁ%édx'= a Ll (23
-1

Persamaan (1> dikalikan dengsan sinEEE kemudian
diintegralkan didapatkan ;

&,
I f(x)51n———dx = f —m91n———dx +

L L
Lo X ax nex mEx
E(a cos o in i 4 b uin—~—51n ydx
I;n . L | L ‘ L L

dari sifat integral sinus cosinus b) dan c¢) untuk m=n

maksa didapétkan;

fo(x}sin—IT.—de = b L e (3)

~L

Fersamsan (1} diintegralkan didﬁpat'

jyf(g}dg = I ——dx + fP ; (a_ cos~i—E + b_ sinﬁ%ﬁ}dx'

L T __fﬁf 1 . AL,
': ;ﬁgixiz + nE {aﬁ %E sinﬁgz - b %E cosﬁgélL
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8, o) L
= E_ZL + Ei[an o {sin(na)-sin(-nn)}-B]

n=
1.

_j;f(x}dx s L e (4)

H

Dari persamaan (2),(3), dan (4) maka teocrema 2.4

térbukti.

Syarat Direchlet :

a. f(x) terdefinisi dan berhardga tunggal kecnali pada
sejumlah berhingga titik di intervsal [-L,L1;

b. £f{x) periodik diluaf interval {-L,L] dengan periode 2L

¢. f(x) dan f’(x} kontinu bagisn demi bagisn diinterval

[-L,L3. Dengan £’'{x) adalah derevatif pertama dari

af( x>
dx

maks deret Ffourier dengsan koefisien fouriernys konverdgen -

f(x), jadi £'(x) =

ke; i. f£(x) jiks x titik kontinuitas, dan
+ ! — R
13, £Cx0 L £(X ) 55km x titik diskontinu.
Bukti

Dianggap L=m sehingdsa deret fourier vang bersesuaiasn
mempunvail periode 2L=2Zm, dan koefisien fourier vyang
T kil
. 1 : 1 _
bersesuaian adalah; a, = 7 I £ du = = J s du
. '11- . nu. 1':—: -5_,. . S - N
anztf f(u}cosgi—du=gf f(u)cos nu du
ELL " ;ﬂﬂ

bn:fILf(u)singigdu=§{;f(u)sin nu du
Sedangksan deret fourier nntuk M suku dapat dituliskan

oleh;
a, M )
._S#(x}:§—+.zf[ahrcos nx. + bn,sin,nx3 s dengan M=1,2,3,......

sedemikian hingga;-aﬁcos nx + bnsin nx
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T T
= % §f £(u).cos nu.cos nx.du + % f f(u).sin nu.sin nx.du
1 ¥ i
= = f f(u) [cos nu.cos nx + sin nu.sin nx].du
1 3 L 7
= 5 f fluy.cos(nu-nx).du = = [ f£(ud.cos n(u-x).du
3 =¥t

sehingga diperoleh;

g ™ i3 . o . .
SH(X)ZEE {%f?g).du + = n§1 {;f(u).cos n{u-x).du

1 o 1 -
== f f(u}{%E* + T cos n(u—x)}du
-¥z n=4

Substitusikan u-x=t > u=t+x = du=dx, sedemikian hingga:

n-X

- X M -
21 _ i - sl sin(M+1/23t
Su(x)—EI%_zf(t+x){§+ngicoq nt}du—niéﬁxf(t+x)2 sin 172 td

ot

Karena integral diatas mempunysi periode 2, maka
-interval [m-x,-m-x] dapat digantikan dengan [-m,m].

0 .
-Sg<'x)zflflﬂ{f<t+}{)—f(x—g} sin(M+1/2 tdt

2 sin i/2 t

. ljﬁ{%(t+x)—f(x+ﬁ)
TED

5 sin 1/2 sin(M+1/23tdt

Jika £(x) dsan f’(x) kontinu sepoctong-sepotong  di  dalanm

_ . E{Erx)-T(x+8) . B _
{-7,71 maka fungsi 2 sin 1/z t kontinu sepotong-sepo

tong untuk @<t=<m, karena f(x)} kontinu sepotong-sepotong.

e, F(EEX)-T(x+B)y_ .. ., F(E+xI-T(x+0) t .
%igit 2 8in /2 t _iigit. ”t Z2siny/2t
:1in}t f€t+x);f(x+ﬁ):f,(x}

t+0
Karena diasumsikan f’'(x) kontinu sepotong-sepotong maks

turunsan kanan dari £(x) ada pada setiap x.

fCt+rx)-f(x-0)

Analog untuk fungsi 7 sin i/2 kontinu sepoctong-

sepotong untuk -7=t=8. Sehinggs uﬁtuk Koo didapatkan;

BB E(x-8) _ G
B e

i. Jika x titik kontinu maks. F(x+B8)=f(x-B)=F(x);

B B0 T
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1imit 8, (0-HEE g o 14mir 5 (20 = 20,
ii. Jika x  titik diskontinu, E(x+@)=f(x') dan
£(x )-£(x )

E(x-8)=f(x ), Jimit S (x) = 5

......... terbukti.

Teorems 2.3

Dissumsikan kedua sysrat dibawah ini berlaku untuk
fungsi £(x), yaitu ;
1. Pads tiap interval [-L,L]; f(x) memenuhi syarat

Direchlet.
00

2. Integral [ |£(x)|dx konvergen, vaitu f(x) dapat
-0 ]

diintegralkan secara multak dalam interval [-e,w0}. -
w o
Maka integral Fourier £(x)= % f def f(uycosa(u-x)du
o] -

dapat dinvatakan dalam bentuk esksponen ;
1 © > wet{u—x
B(x) = 5= [ f £y e ’dude

-0 —-20

Bukti
F{(x} =

X

L L n L
_ nex 1 RPN 111 nfx
= f f(u} COS*i—ﬁ s du + £ [ f(u) sin T “{—sin== du

nmu__nux nTy_. nnx
£u) [cos™—cosg= + 31n—i—51n ]d

"
(oo TS st F S a8
e’

1 nn
f(u) cos{nﬁu S AE S ] du = &+ f(un) cos——(u—x) du -
J L L L {; L

—L
sehingga didaspatkan ;
- Elxy = il I#nf(uadu +:E3-E;r[;~f(u}-oosi—{uﬁx) dua -

n=A-
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lL
menurut asumsi ff |f(u)}du konvergen, maka untuk Low
i

L.
integral %f § £(u>du mendekati nol, sehingga ;
—-L

22 L

B(x) = limit ¢ £ f £ cosfiu-x) du ... N (5)
Lo n=1 -L '
dlambil Act = % ; untuk nee maka @ = n.A«, bila dibentuk
F(c'-) = L [t cosacu- x) du e (8).
—L

maka persamaan (5) dapat ditulis sebagsai;

o
F(x) = limit Y Aa.F(n.Ax) oo, (7).

Aotso  n=1

dari persamasn {(7) diperoleh;
w w0 oo

‘ f(x)——f daf f(u)cosa(u- x}du——f I f(u}cosa(u - X) dudd
1%}

o & : La(u—x) -1.0&(ugx)m
1 e +e 2
= f f f(“)[ 5 ] duda sdengan i =-1
B~ : :
:ﬁ}; J‘ j‘ f(u}[etol(u x)+e tet(u x)]dudcﬁ
ol

—-—j § £ ypet X)Jduda+—f j £(udLe ™) 1dude

menurut ssumsi f terintegral muntlak maka intedral

Lo u—x>

o o .
[ £(ade du dan | Flude " ay konvergen
-0 — L0

uniform terhadap o, untuk semua oOP menurut uji
Weierstirass. Konvergensi ini dan kontinuitss fungsi
menghasilkan integral ;

EXs KTLEN]

o w .
[ £lude da dan [ fiude M 4w sebagai- fungsi
- {0 - OO

o yang kontinu, sehingga f(x) dapat ditulis;

1 « —Lot * 1o 1 © icix hod -0
f(x) = z;g e f f(u)e dudea + §§£ e !;f(u)e dude
= Imfwf( ) LOitu— x>d dcl + i fmfmf(u}e—iouu—x}duda
5 “m . =

= Z_ﬁf _f f(u}sewm_J -x'duda + J‘ J f( ) Lo X)dudot
O -@®

—ED -0
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- f_ff( )La(ux)d d0l+ ——fff( )La(ux)duda

1 & o e _m -
= ox [ £ Pdada L terbukti
~ -0
Dengsn mengambil F(a}~—- f F(u)e'™du maka ;
YZm “o
“1 C SOk T L . . S
f(x)~;:: f F{(a)e ~de. Fungsi F(a) disebut transformasi
2n -co :

fourier dari f{(x). Dan fungsi £f(x) disebut invers

transformasi fourier dari F(a),.

2.11. Yariabel Kompieks Dan Transformasi Laplace .
Definisi 2.21 :

Varisbel kompleks dinyatakaﬁ dalax bentuk s=a+i5 dengan
a.déﬁ 3 ﬁéfupakan Hﬁariﬁbei—véfiaﬁél‘.fiélr.dan .-3;~1.
Refs Jza ﬁerupakan nilsi riel wvariabel s, dan Im[s]=3
merupakan nilai imsginer variabel s. Konjugasi (sekawan)
kompleks-dari variabel sza+i? ditulis sebsgai s*:a—qa.
Definisi 2.22

Modulus atau-harga mutlak dari variabel kompleks szoa+is
dituliskan |s|:(oezf,raz_;{"‘"2 selalu positif atsu nol. Jadi
s.s*:(a+#?)(a—@?):ag+ﬁz:|s[z

Definisi 2.23

Diberikan f(t) adalah suatu fungsi riel dalam interval
{B,0). Transformasi 1aplace dari fungsi f(t) adalsh

susatu fung51 F(s) yang dldeflnlslkan oleh

F(s) f "e(ty.dt

E(??udi“Ptasika?“Rula dengan £{f}(s}. Domain dari fungsi
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tersebut adalah semua nilai s yang memenuhi integral
tersebut, sedangkan t>@ menunjukan waktun atasu dapat

dikatakan t merupskan bilangsn riel positif.

Contoh 2.14
Tentukan tansformasi.laplace darilf(t)zem'dengan .
suatu konstanta.
Jawab

2] —at N w0
F(s)=2{£)(s)=f e FeMat=f & (**Mq¢
O o

N ~{(s—a¥ N
=limitf e 7 tqp=limnicf-e =
N0 3] N0 . o

-(s-alt
. 1 e
:llm1tf - =t
5—a 5 —Q s—a

Definisi 2.24

Transformasi laplace invers dinotasikan dengan 3-1{F}
sdalah fungéi fe) yang kontinu dalam interval [B,w)
sedemikian hinggs Z{f}(s)=F(s).

Contoh 2.11:

Tentukan £ {F} dengan F(S)=§%Z
Jawab

. 1 J- S -1 1
£{f}(s)=;=; waka f(t)=e sehingga £ {F}=_T

2.12. Matriks

Hatriks =adsalah himpunsan skalar (bilangan riel atau

kompleks) ysng disusun secara empat persegi panjangd

' mepurut baris-baris dasn kolom-kolom. Hatriks pada

_pembahasan skripsi ini akan diberi simbol dengan hurnf




37

yunani besar, seperti A,0,¥,Y, dan lain-lain.

Diberiksan aij adalah elemen-elemen matriks A,

dengsan indeks i=1,2,3,...,n menyatakan baris ke-i dan

indeks;:1,2,3,...,m menvatakan kolom ke-j. Matriks A

dituliskan dengan A:[aﬁ}.atau secara lengkap ;

& a8 &

C e a
11 1z i3 im
Az s 2 -1
z24 22 23 2m
AT TattTRTCTTLuLutt 3
fa s | "2 N3 nrn

dan (mxn) menvatskan ukuran atau orde dari matriks A,
Qua buah mqtrigs A:[aU] dan M=[b, ] dikatakan sama A=l
‘bila ukurannys samﬁ dan berlaku .auzbu antuk .sétiap i
dan i..

Definisi 2.25:

matriks

Diberikan matriks A:[aU] berukuran (pxa) - dan

Hz{bu] berukuran (gxr). Maka perkalian dua bush wmatriks

termebut A.T1 adsalah suatu matriks @:{c“] berukuran
{pxr) dengan cﬁ=aubﬂ+§2bﬁ+...+§qu untuk setiap
1=1,2,3,...,p dan ;=1,2,3,...,7.

Contoh 2.12 :

3 1 4 3 2 @
A=} 2 1 $i dan fi=

1 a 1 1 3 1

AR tak terdefinisi

H

: g o
A=
: 1

7

3

1

4]

oAt o % e 3 [
1 12
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Definisi 2.28

Hatriks identitas {=atuan) ialah matriks dengan
banvaknya baris samsa dengan banvaknya kolom. Dan
glemen-elemennya terdiri dari_aﬁ=6'unt0k setisp i  dan
aﬁ=1 untuk setisp i=;. Matriks identitas diﬁotasikan
oleh 1 =atsau In dengan n wmenunjukan uvkuran matriks
tersebut. | |

Contoh 2.13

' i 8 @
13: a 1 @ dan 12=Lé %]
S 1 B 7, T |

Differensial Fungsi Matriks

Jika diberikan suatu vektor ¥ dalam rusng R vang

memiliki vektor-vektor satuan 51,12,1;,..;.,§¥ maks
r dapst ditulisksn dalam persamaan berikut;
r:r(t):zi{t}ii+3;(t)iz+x%(t)13+ ..... +xﬁ(t)1m
titik tarminal'g mnenggambarkan kurva dalam ruang R" yvang

memiliki persamasn-persamaan parameler;

}&?Ai(t} 3 xzzz%(t) ;.x3:x5(t).; - XmZXE(t}
Ar AT (t+AL)-T(t)
Y 7t atan
dF .. .. AT _ .. .. AT(t+ALY-T(L)
At - AiBAt Ep T AEmSt At _
aF L rlx (2+AL)-x (£)13 J+[x (t+AL)-x, (£)11,]
ax = limit At
At-so —
e +[x#(t+bt)nx$(t)}1m]]
de ax .
R e T P
gttt gLt i

 Bils diberikan. n bush vektor r dalsm ruang R, vaitu;
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ri(t):'-xu(t}iiﬂriz(t)iz+x13(t)i3+ ..... +Xim(t)i‘n
rz(t)=x;1(t)ii+aaz(t)iz+z%3(t)ia+ ..... +35m(t}in
rm(t}tz%i(t)iifa%é(t}ii+z%é(t)ia+...;;+x%m6t}iﬁ

Persamaan-persamsan tersebut diatas dapat dituliskan

dalam bentuk metriks, sebagai berikut;

[ 7 a2 b [ 7 .
ri(t} A&i(t) zazit) X@a(t) C e x;m(t} i, 11
T Px (v x () x (Y ... x, ()] i : 1
27Ty 22: 2.?:. zr;-r 2 =[x(t)] z

| _;h.ét}_ __Xni-(t) .Xhz.'{t} X%-E;.(t}. T X‘nm( t}_ :1- ] L_—{'_

Jika matriks'A{t};[xﬁ(t}], maka matriks A(L) dinamakan
matriks fungsi dengsan variébel t. Defferensisl dari
fungsi matriks tersebut diperoleh dengan

mendefferensialkan matriks vektor (LY.

— T 4 — 7] ]
ri(t) §€'r1<t) i,
4 rz(t) a-f._rz(t} d i,
dt A N ~dat [th(t>}
—_ : d — .-
‘rn(t)“ ‘-H.rh(t)— . L_—n- .
d - dx, _ dx, _ dx
karena; o.r, . = It gLt + o5 i,
_Q - _ d%u T4 d%m T 4 N dﬁ%“._
3r-%. T 3T it Ox Lot e i
dx ‘ dx dx
L T P L
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—

— d o
ri(t} d.t 11(t) dt 12(t} .o dt 1m(t') 11
4 (B t 21(1:} 222<t> dix (rt |3,
at : - o : :
— d d 4. :
_-r ()] (atns () FE¥na (8 ES hm(t)” 1]

Dengan demlklan dapat dlslmpulkan bahwa defferensial
dari fungsi matriks A(t}:[gd(t)J merupakan defferensial

tiap—tiap elemen %d(t). Jadi;.

dACt) _ d vt - rd
at -~ oar L8 = Igeex)

Contoh 2.14

M(t)= [t-+1 goi t] " maka ﬁ'(t)i[ﬁF —sig.t]

Fungsi Hatriks. Eksponensial

| ﬁibefikan‘ehtVAéﬁgén é biiahgan ekspénénéiﬁi Vdﬁn A
matriks berukuran {(nxn) dengan elemen-elemen skalar. Haka
eAF dinamakan matrikas eksponensial vang dapat
didefinisikan dengan mengmpatkan A untuk mengganti
konstants k_pada ekspansi deret pangkat emﬂ
Henufut Maclaurin ekspansi dari e dendan k  susatu

konstanta berbentuk;

o .n

.ekt:].-i-kt-!-k“—“-r-l-k ....+kt—‘+...32kn'§"—

) : " n=o n-
sehinggs bila k diganti dengan A, didapatkan;

Av 2t? at” nt” X at”

e = 1 + At 4+ A |-1.-A3l ""+An_’.+"'“EAI_‘{T

O

1

n





