BAB II
 MATERI PENUNJANG

2.1. LIMIT DAN KONTINUITAS

DEFINISI 2.1 |
Suatu fungsi i8S — g : S ciEm. Jika A & Em.dan
b e E, maka 1im f(X) = b  ( %atéu f(X)—b bila

XA ‘
X—A ) vyang berarti lim  |f(X)-b|] = 0
: |xX-A =0
Dengan istilah e,6 ini berarti.

Untuk setiap & > 0 terdapit & >0 sedemikian
sehingga |f(X)-b| < & untuk |X-A| < &.
CONTOH 2.1 |

Diketahui f(x,y) = x? + y2

il

maka 11im fi{x,y}) =0, kérena déngan memilih &
(%, y)¥o,0) ' : :

2

£°'% diperoleh | 2+ y® -0 | < & untuk Xyt < 8*

DEFINISI 2.2
Fungsi T : SN et disebut kéntinu di A € =
apabila f(A) terdefinisi dan 13m f(X) = f(A).

‘ : XA

COMTOH 2.2

Ambil m = 2 sehingga fungsi f :iEz—-:.EEL

Diketahui f(x,y) = 3 ! (0 g§x2+y2 < 1)
, 1 ~fx2 - yz 1

f(0,0) =.1

Tim fix,y) = 1 = (0,0)

(%, yi+{0,0}

sehingga f(x,vy) kontihu di (0,0)




DEFINISI 2.3 ‘
f kontinu pada ﬁuatu daerah definisi D apabila f
kontinu pada sefiap titik & D.i

CONTOM 2.3 - |

Pandang contoh 2.2

F(x,y) kontinu di (0,0) dimana D = { (x,y)| 0 < ey <
1 }. Misalkan x :'1/2 dan y = 1/2 sehingga dipero1eh‘
f('rz2. 72) = 2 | |

Tim Fix,y) = 2 = £(/2,%/2)

{ X, y)Ho,0
Jadi f(x,y) kontinu di (1/zf/z). Dengén cara yang sama
dapat dibuktikan bahWé F{x,v) kontinuj pada setiap titik

e D. Kesimpulannya f kontinu pada suatu daerah definisi D.

2.2. HIMPUNAN TITIK
Suafu kumpulan titik - titik d% bidang XY dinamakan
suatu himpunan titﬁk berdimensi dba (Ez) dan sétiap
titiknya dinamakan :éuatu anggota atau unsur himpunan
tersebut.
DEFINISI 2.4
Suatu sekitar ( neighbourhood b dari suatu titik
P(xo,yo) adaTah himpunan dari? semua titik (x,y)
dimana untuk radius r positif memenuhi 'hubungan
(x—xo)2+(iy—yo)2<r2‘

Notasi untuk sekitar adalah Ng(r).




GaMbar 2.1 Neighbburhood

DEFINISI 2.5
Himpunan M disgbut terbatas jika ada suatu P(xo,yO)‘
dan r sedemikian sehingga M c NP(r).

DEFINISI 2.6 | |
Titik P(xo,yo)%disebut titik dp1am (interior point)
dari himpunan M jika dapat ditemukan suatg
sekitar r dari P(xo,yo) y%ng semua titiknya
termasuk dalam: M. |
Jika setiap Sekitar r dari P(%o,yo) memuat'titjk &1
M dan juga titik di Tuar M, maka P(x,.v,) disebut
titik batas ( boundary point j. '
Jika suatu titik bukan suatu fitik dalam atau titik
batas dari h{mbunan-M, maka t{tik ini disebut titik
Tuar dari M ( exterior point i. | .
Titik P(x_,y ) disebut titik Timit ( limit point ) dari
himpunan M apabila setiap sekitar dari P(xo,yoj memuat

titik-titik dari himpunan M yang bukan titik P(x _,v ).

4

CONTOH 2.
M= { Ooy)| Cx +2)

2y (y~1)" <y




w
*

?Gambar 2.2
NP = L G| Cx e 207 Cy - 10" <4
Himpunan M terbatas.
Titik (~1,0}) adalah tftik dalam.
Titik (0,1) adalah tiiik batas.
Titik (-1,-2) adalah titik luar. |
Titik-titik pada lingkaran (x+2)° + (y-1)% < 4 adalah
titik Timit. | |
DEFINISI 2.7
Himpunan terbuka { open set );ada1ah suatu'himbunan
yang bhanya terdiri dari titik;da1am.
Himpunan terthup- { c1oéed sét )y adalah himpunén
yang memuat semua titik'1imitﬁya: '
CONTOH 2.5
Himpunan titiki(x,y) sehinggé ><2+y2 < 1 adalah
‘himpunan terbuka. T | |
Himpunan titikg(x,y) sehinggé xz+y2 < 1 adatah
himpunan tertutub. SR ‘ '
DEFINISI 2.8
Himpunan terbu%a M disebut térsambung jika untQk
setiap 2 titﬁk di himpuﬁan tersebut _daﬁat
dihubungkan 'oleh suatu 1in£asan berbentuk . rQas
garis yang semua titiknya terietak di dalam M..
DEFINISI 2.9 L

Daerah terbuka adalah suatu himpunan terbdka




tersémbung.
CONTOH 2.8
Pandang contoh 2.5
Himpunan titik (x,y): sedemi kian sehingga x2+y2 < 1
merupakan daerah tefbuka. 1
DEFINiSI 2.10 _
Kurva bidang té}batas C ada1ah%himpunan dari tﬁtik
- titik (x,y)‘yéng ditentukan dengan.
x = f(t); , vy = g(t) a<t<b
DEFINISI 2.11 | f
C disebut busur Jordan jika tiéak ada 2 hérga t
yvang ber]ainaﬁ yang berkorespdndensﬁ dengan satu
titik (x,v) ataﬁ :

: | K (t ), o
v ti,tz e [a,b] dengan ti# t2 mé a [f¢ 1) g{ti)] ‘

[FCt).a0t )]

CONTOH 2.7
C x =t , 0 <t <2 :
y=2-t, 1<tx?2 :
¥ |
1 =C
) N Y > ¥
Gambar 2.3

C merupakan khfva'bidang terbaias.
C adalah busur Jordan.
DEFINISI 2.12.
C disebut kurVé tertutup sederhana ( kurva Jordan )

jika f(a) = f(b). g(a) = g(b) idan tidak ada lagi 2




harga t vyang bef]ainan vang beﬁkorespondensi dengan
satu titik (x;y). |

CONTOH 2.8
C: x =2 cos f 7

y = 2sint 0 <t < 2n

C merupakan kurva Jordan.

DEFINISI 2.13
Busur licin adaTah busur Jordan yvang T’ dan Q _ nya
kontinu dan t1dak bersama - sama berharga nol untuk
harga t vyang manapun. |

DEFINISI 2.14
Kontur adalah rangkaian kontiﬁu ( union ) dafi
sejumlah berh%ﬁgga busur 1icini

CONTOH 2.9
Pandang contohiZLT
Garis patah pada contoh 2.7 mekupakan suatu kontur.

DEFINISI 2.15 o | |
Kontur tertutﬁp adatlah suatu% kontur yang tidak
pernah memotoné dirinya sendir&.

CONTOH 2. 10 | -
Pandang contoh 2.8 i
Contoh 2.8 d1namakan kontur tertutup

THEOREMA 2.1 , |
Untuk sembaréng kurva Jordan CS {( kontur .tertufup
sederhana )‘-bada bidang d%tar membagi daerah
menjadi 3 bagian yang saling #Sing, vaitu
1. C sendiri. |
2. Interior dafi. ¢ vyaitu mérupakan daerah .yahg
terbuka dan‘tefbatas. :

3. Exterior dari C yaitu mérupakan daerah yang




tak terbatas.

‘Gambar 2.4 Kurva Jordan C

Theorema 1ini mudah @ dimengerti tétapi sulit untuk

dibuktikan.

2.3. DERET TAYLOR
THEOREMA 2.2
Misalkan u : Els E* mempunyai iturunan dengan orde

n+l , um+”(x)‘di selang (a—r,a%r) dan misaikaﬁ

ada konstanta M > 0 demikian sehingga berlaku

1um+“ (x)] < M untuk semua x di selang tersebut

, maka untuk setiap x di.se1anb itu , u{x) dapat

diuraikan menjédi bentuk

‘ 2
‘ -a
u(x) = u(a)-+‘u'(a) (x-a) + u’t’'(a) £§§Tl“ S +.
-a 3
u”“(a) anmln + R ,
ni !
M |x~a|‘n+”
dengan | Rn[‘g CrShE
BUKTI
tn+1) . , .
| u (x) | < M dapat ditulis sebagai
- M < U(n+1) (x)'g M

Jika semua ruéS-diintegrasikan% dari a hingga X

, diperoieh

i0




-M (x-a) £ u (x) - m)(a) <M (x—a)
Hasil 1ini d11ntegras1kan pula dar1 a hingga x maka

diperoleh

—M(x—a)2 (-n; tn—-14) : ) :
e S CO R N CO I u(a) (x-a) <

M(x-a)?
71 |
Proses integrasi ini diulang (n-1) kali 1lagi dan

hasilnya ada1ahfsebagai berikuf

M(x-a) ™ | | |
CISBX < UG - u(a) - t{'(a) (x-a) - u’'’(a)
(x-a)2 _ m-L«n(a) (x-a)" }M(x-a)‘n+“
21 U : n! = (n+1)!
Jika ruas tengah u(x)-u(a)—uﬁaj(x—a)— o =™y
n : : ' :
iﬁiil— dimisalkan R maka akan diperoleh
: n : .
u(k) = u(a) + u'(a) (x-a) + u’ " (a) (x—a)2 oL
S (ay x2a) g |
_ n! N !
: Ix_aln-ﬁ-i :
dengan anl <M NTTSH ( terbukti ?

Hasil ini disebut uréfan Taylor untuk?u(x) di sekitar x=a

g R dinamakan suku sisa. : |

Sedangkan deret Tay]or untuk v(x,¥y) d1 sekitar t1t1k (ﬁfyj)
adalah | '

u(x,y) = U(xi+-bx,ys+ Ay)
o au(xi,yji 8u(xi.yj)
=u(xi’,y;j) + Ax—T+ﬁyT +.
2 : 2
1 ., dulx, ,y,) t du(x, ,y,)
— Ax ———-—L——i— + Ax Ay - !
2! ‘ 2 3
83 | dx By

11



2uix, ,y.) BQU(X.,y)
A1 2 i 1 3 i
* 5y Ay . * 3 Ax 5 +
: ay | ax
) 2' 69u(x?,y,) ; | zaau(xi,Y.)
7 B by = v 5 A by —
) ' ax” dy ’ dx 8y
1 87 ulx ,y.) :
- 8 L] ,
+ 3 Ay e + 4
8 & . ulx ,y)
[ AX —— + Ay — ] — L +Rr ,
dx dy | n! n
dimana Ax = h dan Ay = k dengan 1im R = 0 .
o  new n

Sebagai titik tolak Uﬁtuk uraian Tayler daripada  fungsi
dengan dua perubah , ditinjau deret Maclaurin untuk:

fungsi dengan satu pérubah
‘ 2 ; h

u{x) = u(0) + U (0) x + u''(0) L u““(ﬂ) x4 R:
dimana :
| | n+1;‘ vy ' '
IR | <M ooy dika | v go) | < M Uﬁtuk
suatu konstanta M. :
Misalkan fungsi ‘u(xfy) demikian ;sehingga u(t) =
u(r,s) dengan r = x + ht dan s = ﬁ, + kt memenuhi
| i i

peryaratan yvang dipeh1ukan untuk uraﬁan Taylor
x ,h,y. .,k adalah konstanta dan t perubah dengan 0 < t ¢ 1
i i ' :

. . dr ‘qs o
, jadi rri h dan ‘a¥ =

Sekarang uf(t) ada]aﬁ fungsi dari  satu perubah -dah

uraiannya menjadi

+
>}
2
+
=
T+

W(t) = u(0) + U (0) t + W (0) —mp 4 ...+ U (0)

[\V]
]
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dengan 1im R = 0

jeledes n . ‘
, du dr du ds _ du du
‘au(xt,yj) 6p(xL,yj)
; ' - : ;
Sehingga u’ (0) h — g + k _fﬁﬁg_—“
: gu(r,s) duix,y)
Jetas bahwa untuk t =0 ,| ——ag——rv =z e
ar - r=:xi' ax x=xi
=, =,
uix.wy) 6u(xtf,yj)
Jad1 u (0) = h ---———6—')2——'—— + k ....._-....—a—-;-—a-—
. 8 du dr _ du ds
“""“5{{"5?6%*5‘5"&?}
_ d%u [ dr ]? . o’u  ds dr , ou d®r
arz L9t gs or dt dt ar dt?
6°u  dr ds 8%u ds 12 v d's
e RN
or 8s dt dt s’ | gs dt’
2 : 2 L2 !
vy = w2 T8, onk 2 +k2‘,_3___-;
are o dr 8s - 8s
2 2 . i
‘karena 9T gan E—Eé sama dengan nol. | | |
dt® gt? |
Untuk t = 0 bentuk ini menjadi
. u(x, ,vy) 8 u(x,  Y.) , Ul ,v.)
u'’(0) = h I+ 2hk o i e
ar’ : dr 8s ds
atau
: f 2
, O,y Fulx .y Sulx,y)
U’ (0) = h® ———— + 2hk Loy ok -
dx : ax dy ay

Dengan cara seperti di atas diperoleh

13



auix ,y) & uix .v.)
L7 g

uer(e) = h° T +  3h°k : + 3hi*
ax jaxz ay
9 ‘ 3 L
du(x ,y): d u(x, ,vy,)
AL S K v L A A
ax oy’ ay>
sehingga dapat juga ditentukan untuk um)(O).
Pandang operator h-ﬁ_ + k Em
ax ay
: Bu(x, ,y.)
8 a ; . L7
[ h % + k -5;] u(xi,yj) berarti h — G +
8u(><.t,yj)
kK —%y
Demikian juga
2 8 1 | ) 8 8
—— — i - A h o
[h F + k 6y] u(xi‘,yj} berarti [h 3 k ay] [ 1 Ew

| o : Julx, ,y) |
éd . a a . Vo)
+k-a—y]u(x_t,yj) a’gaztx [hark?ﬁ)[h E™ *
8U('xt,yj) .
k ——Ty-—-———] atau E
dulx. ,y) Fulx vy dulx L)
hz_ﬂw.h_L+'2|1k__'__i,.J_+k___-Lé_J.

ax” . ?6x'6y :3y
Secara umum dipero]eh)bén_’guk-‘f‘:f’.- 1

@ 8 no i3
a_ 9 v = h
[ hax t K dy ] -u()ﬁt’yj)

" u(x .y ) Y
LI N + + k
‘6x{n"“6y ) . L dy

c‘:""u(x.L Y) : |
% 3 dan ini sama dengan
n . B

(st

u (0}.

14




Jadi deret (2.1) menjadi

u(x +ht,y +kt) = u(X.,y:.) +[ h 9 + k ai ] u{x ,y,) t +
i i L7 i 7

ay
2 } 2
[ be) a : t
| h —_X + k """g ] U(X uyJ) ﬁ + +
~ a a n ‘tn
i h -a—x- + k ——; ] U(X ,yJ) n—!-' + Rn
dengan 1im R = 0
n—+00 n
Untuk t = 1 diperé]ehé
uf{x +h,y +k) = u(x ,y ):+ h f_ + k f_% u(g Y.+
i j L7 éx dyi i
u(x,,y,)
8 o 1" 7
+ b o— k — - + R
[ > @y ] ! R
dengan 1im R = 0 - '
n-00 n
o P 8 n U(xi’.yj)
Jadi U(xt+h’yj+k) %ngoi[ h ¥ + k 5; ] —wwﬁjf—f

Deret Taylor untuk -u(x,y) ini dabat digunakan untuk
mencari pendekatan—pendekatan ; salisih untuk
turunan~-turunan parsial orde pertama aan kedua terhadap x

atau y . Misal pendekatan selisih unﬁuk turunan . parsial

orde pertama dan kedué terhadap x dapat diperoleh dari :2

persamaan dimana  Ax:= h dan Ax = -h dengaﬁ Ay = 0,
yvaitu
- fu(x, ,vy.) ] 2 Pulx, ,y.)
ulx +h,y) = ulx,y) +h ———de 4 o B
L ! v f ax - ox
| a3 !
Cdu(x ,y)
1oy M MR
+ g, —_—d

6xg

15




qulx ,y) o dulx.y.)
u(x.-h,y) = u(x,y) - h ———d & = h -
A L7 : Ax 2::! a5
’ 3 6éU(xL.yj)
- g W ——
' ax
dulx ,y) 2ulx ,v,)
U(Xt+h,Y.) - u(x.-h,y} = 2h SR S §'h —n 3
! R ax ‘ ax”
+ i
au(xt’yj) _ 1 u(x +h,y) - ulx-h,y.) 7 + 0 (h%)
ax 2 vl v )

dimana O(hz) adalah kesalahan pemotongan yang beforde hzﬁ
Persamaan ini merupakan pendekatan %se1isih tehpusat

( diferensi sentral };untuk turunan pértama.

Jika u(xL+h,y;) + u(xt—h,yj) akan dﬁpero1eh pendekatan

selisih untuk turunan'kedua.

. : 5 %ulx, ,y.)
u{x +h,y. )} + u(x-h,y) = 2 ulx,y), + h R "
i b j it o
a*uix. ,y)
2 4 BT
41 h 4 *
' ax

6ZU(><.,y.)
L

: _1__5[ uo(-x‘._+h:,yj)—E‘U(xi,yj)+U(>;(.L—h,yj)] + o(hd)

ax ~h

Dengan cara yang sama:_pendekatan seJisih untuk tuﬁunah
parsial orde pertama dan kedua terhadap y dapat diperoleh
dari 2 persamaan dimana Ay = k dan : Ay = -k dengah
Ax = 0 sehingga diperoleh |

— i ————ttatery e Nmsan

au(xi’y‘i) 1 u(x ,y +k) - u(><.,y.—k?) + 0(K%)
3y 5 i [ B

16




U ,v) | 3 .
i 1 [u(x.,y..+k)—2ucx.,y.)+u<><.,y.~k) ] +0(K%)
= L} L 3 0 N |

2 k2

Titik kisi - kisi yang = digunakan untuk

ay

mendapatkan pendekétéﬁ selisih untuk iurunan orde peﬁtama
dan kedua dapat digambarkan sebagai berikut, dimana. i, 3

mempunyai koordinat (i_,y).
r 'L‘““”“~ﬁ\\\ i
™.
L,j+d %\\\

N

=13 ST

i,J-1

N
)
/

A 1)

A
L
T

' Gambar 2.5 - ‘ !

2.4. PERMUTASI BILANGAN ASLI
DEFINISI 2.16 -

Barisan bi1angan—b11angan (ji’jz""’jn) - dimana
berilaku ji#jkﬁuptuk ik (i daq k = 1,2,...,n )
serfa jt sa]ahﬂsatu dari bi1anéan asli {1,2,...,m)
disebut suatubbermutasi bi]ang?n asli. |
CONTOH 2.11 -
Permutasi ( 2@3,1,4,5 )
DEFINISI 2.17 |
Apabila kita mempunyai n bhah bitlangan asli

1,2,...,n maka banyaknya permutasi yang dapat

dibentuk n! = n.(n-1).(n-2) Ll 2.1

17



CONTOH 2.12

CONTOH

n = 3 , maka terdapat 3!

yaitu

3.

2.1 =

6 buah permutasi

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(3,1,2),(2,3,1),(3,2,1)
DEFINISI 2.18 ' }

Inversi pada suatu permutasi (j1’jz""’j ) adalah
Lo ' ™ .

adanya j mendahului j jika jk7> i ( i dan k =
R . L : L '

1,2,...,n ).
2.13
Permutasi ( 4., 3 , 1

i3 i i

£ § 2 ) 4

, 2

Inversi pada permutasifdi atas adalah

(1) 1
(2) 3
(3) 3
(4) i
(5) 3

= 4_mendahu1ni j2 = 3 dan
= 4 mendahului 53 = 1 dan
= 4 mendahu1ui_ﬁ4 = 2 dén
= 3 mendahului ja = 1 dan
= 3 mendahulut j = 2 dan

DEFINISI 2.19

“adalah banyaknya inversi

CONTOH

w W b A~ A

>

>

>

>

>

3
1
2
1
2

Banyaknya inversi suvatu permutasi

permutasi tersebut.
2.14

Pandang contoh .2.13

yang

Banyaknya inversi pada permutasi

Tima.

DEFINISI 2.20

(Ji,st---,Jn)

terjadi pada

(4,3,1,2) ada

Jika banyaknya inversi suatu permutasi - adalah

biiangan ganjﬁi maka disebut permutasi ganjil dan

dalam hal 1aih'disebut permutaSi genap .

18




CONTOH 2.15 |
Permutasi (4;3,1,2) adalah ganii1 karena banyaknya
inversi adalah 5. . | |

DEFINIFI 2.21 | _
Misalkan (ji,jz;...,jn) suatu pérmutasi maka TANDA
( SIGN ) dari permutasi tersebut ditulis
0(3 s34+ -.3 ) adalah ; B
o(ji,jz;._;,jn}fz + 1, bila (jisz,...,jn) genap ,

= -1, bila (35§ .-, ) ganiil.
: i "2 n .

2.5. MATRIKS DAN DETERMINAN

DEFINISI 2.22 |
Matriks adalahé sekumpulan bi1angan yang disusﬁn
dalam sebuah empat persegi panjang secara . teratur

di dalam barié%baris dan kolom%k01om.

CONTOH 2.16

a a - a ee- a

A = 14 iz 18 in
a a - a -

21 22 z3 2n

‘a’ o a’ a ... a’

] mi - m2 me mn

Matriks A mempﬁnyai ordo (mxn).

DEFINISI 2.23 |
Sebuah matriks disebut matriksibujur sangkar jika
banyaknya barjs {m) sama dengah banyaknya kolom (n)

atau m = n.

19




CONTOH 2,17

1 -1 =2 adalah métriks bujur:sangkaﬁ
A= 3 1.0 Ix3 f

DEFINISI 2.24

Matriks transbdse dari matriks:A = (a ) berukuran
o i i} j

(mxn) adalah matriks AT berukuran (nxm) yang
didapatkan dari A dengan menu]iskan baris keui:dafi
A, i=1,2,3d.;5,m sebagai kolom ke-i dari AT,

CONTOQH 2.18

4 -2 -3 8 | o |
A = 5 3 -4 4 , matriks transposenya
6 -4 -5 -12 | '
4 .5 6
T
Al = -2 .3 -4
-3 -4 -5
B8 4 -12
DEFINISI 2.25 | i | | :
Matriks simetris adalah matriks yang tranéposenyé‘ |
sama dengan dirinya sendiri, EA,= AT atau

a. = a, untuk.éemua i dan j.
1) I _ : ‘
Jelas bahwa matriks simetris adalah bujur sangkar.

CONTOH 2.19

1 2 0 - 1 2
A = 2 31 dan AT%=
o 1 1 L o 1

maka A adalah matriks simetris;

DEFINISI 2.26

Matriks diagonal adalah matriks yang semua unsur di

20



atas dan di bawah diagonal utama adalah not.

CONTOH 2.20

1 0 0
B = 0 2 0
0 0 3

DEFINISI 2.27

Matriks identitas (satuan) adalah matriks diagonal

yang elemen-elemen diagonal 'utimanya semua = ' 1
dengan perkataan lain (a, ) @ adalah matriks
| (AR '
identitas bila a = 1 untuk i = j dan a. = O
L) ? L)

untuk i # j. Matriks identitas ditulis dengan I
atau I , dimaha n menunjukkan ukuran matriks bujur

n z :
sangkar.

CONTOH 2.21

1 0 0
13 = 0 1 0
0 0 1

DEFINISI 2.28
Matriks C (nxn) disebut diagoné? dominan éeca%a:
tepat . jika ni]aﬁ mutlak masfng—masing e1emén
diagonal utama 1ebih besar dari iumiah nilai mutlak

elemen yvang selebihnya pada baris yang sama atau-

n B
i L= 1,2, .,
| c. [ > E ’ C,Lj | i s n
j=1
i
CONTOH 2.22 , | |
7 -2 3
C = 5 12 -4
4 1 -6

21




adalah matriks aiagona1 dominaﬁ karena
17l > |-2] + |3]
[12] > |5] + |-4]
-8 > [4] + |1]

Pandang matriks bujur sangkar A berorao n X n

" . -
a  :a e.. a
11 12 oAn
A = a a - |
21' . 22 Zn
a  a a
| ni nZ nn

DEFINISI 2.29 |
Determinan dafi matriks bujur éangkar A - berordo n
adalah jum1ah‘dari semua n! ﬁasi1 kali beftanaa
dari e1emen—eiemen matriks A térsebut.
Dengan perkatéan Tain

Al = (i, 505 a .ai R
| | L (-J:l _JZ Jh) ij 2] nj
1 A H

CONTOH 2.23
A = ag maka terdapat nt-= 2! = 2.1 = 2 hasil

kali sebagai berikut

1}
o

(1) a, a, permutaéi ( 1,2 ) , bany?knya inversi
{ permutasi genapé) maka o(1,2) =:+ 1
(2) %w 321 s permutan { 2,1 ), banyéknya inversi = 1
( permutasi ganjiT ) maka o(2,1) = - 1
Jadi | A | =+ a_ a - a _a |
14 22 42 2

DEFINISI 2.30

Submatriks M . dari A adalah suatu matriks dengan
i | o
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ukuran (n~1)x(n?1) dimana baris ke-i dan ko]om;ke%j
dari matriks Afdihi?angkan. |

CONTOH 2.24

A = 2 3 4 makaiM =
1 5 7 32 2. .4
DEFINISI 2.31 :
Minor. dari matriks A adalah | M, |.
. ‘L)
CONTOH 2.25
Pandang contoh52.24
[ M_ | =4~-86=-2
32 _
DEFINISI 2.32 |
Kofaktor dari elemen a_ ( C ) pada matriks A
: _ ij ij
adalah (-1) "™ | M |.
_ ¥
CONTOH 2.26
Pandang contohf2.24
342 | |
C.= (-1 | M| = (-1).(-2) = 2
32 . 82 %

DEFINISI 2.33
Matriks adjoint dari A adajah transpose dari

matriks (cj).'-
\' i .

c c ... C

_11 214 ni ;

i = - C ... C :
adJ (A) 42 22 n2 |
C c' ... C

in Zn nmn ;
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CONTOH 2.27
Pandang contoh 2.24
c = 1 ,¢C ~10 ,  C = 7

11 - 42 - .18
c = 1 Cc = 4 , C = -3
21 - 22 ET
c_ = - , C_ = 2 Loc o= -1
3t T3z . Tea
Jadi

1 1 -1
adj (A) = 10 4 2

-3 -1

Dengan penguraian ( ékspansi } barfs dan kolom ‘suatu
matriks bujur sangkar dapat dihitung aeterminannya. |
Determinan suatu métffks = jumtah perka1ian e]emen-éIemeh
- sebarang baris aﬁaﬁ kolom dengan ikofaktor—kofaktdrnyé
(CH)' Dengan perkataan lain :

a C =aC + atC_ + ... + acC’
1 L) 1l L2 12 n

Al

It ™~ 3

i

dengan sebarang i disebut uraian baris ke-i.

N : j :
| A | =fYa C = atC + aC. + ... + aC.
RS IR 1j 4} 2y 2 _ nj nj

dengan sebarang j disebut uraian kolom ke-j.
Apabila |A! # ¢ makazﬁnmempuny?i invers.

CONTOH 2.28 .

1 2 3
1 5 7 |

Dengan menguraikan kolom ke-1 dipero1éh
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=t m = w3 4 t = 1

11 11 : 5 7
C, = (-1)** ] M, | - - l 2 3 } = {
' . ! 5 7 1

_ _ a+4, o _ "3

Cy = (=1) | M31 | = + 2 3 l - 1
Jadi | A | = ‘

a C +a C + a C
i1 44 21 24 84 8i

=1 .1 +2 .1 +1 . (1) =2

Dengan pertolongan maﬁriks adjoint -dén determinan suatu
matriks dapat dicari‘{nvebs suatu matfiks dengan rumus

-1 adj(Aj

A denQén |A|'# 0

CONTOH 2.29

Pandang contoh .2.28

11 -1
- - 4 ‘
adj (A) o2 0.5 0.5 -0.5
AT = = = | -5 2 1
| Al

2.6. SISTIM PERSAMAAN: LINIER

Pandang sistim persamaan linier berikut

a x +a x +a x4 ra x =Db
i1 i iz 2 i3 3 in n 1
a x + a x + a x. + +a = =0b
Z1 i ZZ 2 29 E:) Zn n 2
...... (2.2)
a x + a X + a X 4+ + a xi=Db
mi 4 me 2 wmd 3 mn N m
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Persamaan (2.2} dapat aisajikan dalam bentuk matriks A X =
dimana ' ‘
a a a .. 3
14 12 13 in ! _
= a a a - | adalah wmatriks koefisien
24 22 23 2n . el .. :
. . . . sistim persamaan linier.
a a: a. a
L mi m2 ma . mn
x -‘ : ;
x! R |
X = 2 adalah matriks kolom dari variabel x suatu
: sistim persamaan linier.
o : ‘
[
[, |
B = bz adalah matriks kolom dari konstanta B suatu .
. sistim persamaan linier. o
b
[ om ]
DEFINISI 2.34
Sistim persamaan linier m x n adalah suatu sistim
yang mempunyai m persamaan 1inier dan n bilangan
tak diketahui dimana a , adalah bilangan riil yang
: L] : I
tidak semuanya ‘nol, i = 1,2,...,m dan j = 1,2,...,n.

CONTOH

2.30
x + X +‘2:x = 9
1 A P a
2 x + 4 x -3 x =1
1 2 <
=0

3 x +6 x =5 X
1 2 3

DEFINISI 2.35

{ ri,rz,rg, ....,r ) disebut solusi dari sistim
n i : ,

26
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CONTOH

Apabila b, = 0 maka sistim persamaén Tinier
1 : P

homegen namun bila b #

persamaan linier m x n apabila memenuhi persamaan

(2.2) atau

e
w
5
It
o
—r
{]

2.31

Pandang contoh 2.30

1,2,3,...

(1,2, 3) ad§1ah solusi darii sistim persamaan

Tinier di atas, karena

T.1+1.2+2.3=09

2 .1 +4 . 2 -3 . 3 1

H

3.1 +6 .2 -5 .,3=2¢0

1

‘disebut non homogen.

Untuk mencari solusi sistim persamaan linier non

dengan banyaknya persamaan sama dengan jbanyaknya

dapat digunakan 2 metodé, vaitu

1. Metode langsung.

Metode ini menghasilkan solusi yéng eksak

sejumlah 1angkah-1angkah vang berhinéga.

Misal : Aturan Cramér.

2. Metode tidak langsung atau metode 1tératif.

0 maka sistim | persamaan

disebut

Tinier .

homogen

perubah

setelah

Metode ini memberikan serangkaian 'solusi pendekatan

yang konvergen setelah sejumlah 1angkah yang cenderung

tak berhingga.

Misé1 : Metode GaussiSeide?.

Untuk menyelesaikan sistim persamaan linier non homogen

derajat besar dan banyak koefisien vyang merupakan nol,

metode

iterasi lebih baik.
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2.6.1.

ATURAN CRAMER.

THEOREMA 2.3 ( Aturan Cramer 3

BUKTI

Jika A X =B adalah sistim yang terdiri dari n

persamaan linier dalam n bi1anéan tak diketahui
sehingga |A| # 0 , maka sistim +tersebut mempunyai

pemecahan yang unﬁk, Pemecahan 1&& adalah
2, s al
- i b A _ nl -
STRC TR WD
dimana A (3 = 1,2,...

diperoleh dengan_ mengganti elemen-elemen daiam

kolom - ke-j dari; A  dengan e1§menuéiémen dalam

matriks

L

Jika |A| # 0 maka A mempunyai invers ( dapat

dibalik )} dan X = At B adalah pémecahan unik dari
AX= B

matriks

- 1
= = Co i . B
X=/A"B FET‘SadJQﬂ) I

| c c ...c¢C b
. 14 24 ot 1
= et c c ... C b
[#\ b 12 2z Y- 2
C ¢’ ... ¢C b
in Zn . nn L N
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Dengan mengalikan matriks—matriks ini  akan

memberikan

bC +bC. + ... +bC
Z2 21 n.n

‘ ;0 i 14 7 1
X = bC +bC + ... +b¢C
/AI : i 12 2 22 n nZ

bC +bC + ... +bC
1 4n Z Zn nonn

Elemen dalam baris ke-j dari X aaa1ah

‘bC +bC 4+ ... +bC.
1 1 5 n

i 2 2] Y

X, =
| |/A|

Sekarang misalkanlah

a a ‘... a b a ' ... a
11 12 - - 4)-4% 4 1)+1 in
A = a a ... a. b a | ... a
J 23 22 : 2)-1 2 2]+ Zn
a a a . b a a
2t n2 n-4 .on rijp+d nn

Karena /A, berbeda: dari /A hanya ida]am kolom  ke-j-
j : ; .

maka kofaktor daﬁi e]emen-e1emeh bi’bz’ ce ,b

dalam A adalahf sama sepertf kofaktor - dariE
} o % _

‘elemen-elemen’ yang bersesuaian gda1am koTam ké—j-

dari /A. Ekspansi kofaktor |m,k sepanjang kolom
. N J 1 _
ke-j dengan demikian adalah

|A| = BC +bC + ...+bC.
J 1 1) 2 2) 3_ n onj

sehingga terbukii bahwa
. /A

N

) A
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CONTOH 2.32

20 x + X = x =17
1 2 3
x - 10 x + x = 13
1 |
- X, + x + 10 x_ = 18
20 1 -1 {. 171 -1
n = t =10 1] A = 13 -10
-1 1 10 1 ‘Li 18 1 10
20 17 -1 | . L 20 1 17
A= 113 19 mo= . 1 =10 13
-1 18 10 | 3 -1 1 18
ke - L .
Maka _
A -2022
-1
xi = . = : = 1
Y -2022
A | 2022
A Lo
xz = = : = ..-1
- |A] -2022
Ia_] _4044
3 N
x = = L = 2

3 7y féozz

2.6.2. METODE GAUSS SEIDEL

Pandang sistim persamaan linier nxn

a x +a x +a x + + a Xx =Db
14 i 42 2 13 3 in n i

a X  + a X + a X .+ + a x = b
21 1 22 2 23 3 Z2n N 2

a X + a ¥ + a ®x o+ + a x ='b
ni i nz2 Z n3 3 aks! n n

mempunyai persis satu pemecahan dan elemen diagonal utama

3 ,8 3...,8 merupakan bilangan tak nol. Persamaan di
i1 22 nn ; ; : o

30



atas dapat ditulis kembali dalam bentuk

b -a x - a x - ... -a x .
¥ = i 12 2 i3 3 in n
i a
Y}
b - a X =-a X - - a X
« = 2 24 4 23, 8 2Zrn N
2 a
22
-4 n .
b - a x - a.  x
i itk k o E ik k 1
k=1 : k=1 +1 .
X = , s 1 = 1.2,...,n
L a, ., |
Lt

Langkah pertama diawali dengan menetap@an aproksimasi awal

untuk xi . x2 . e s  x dan setiapi Tangkah dihitung .

S ] - o

aproksimasi baru untuk x1 . xz s .. T, X dari harga
; in! .

sebelumnya. Namun ni]éijx vang baru inf tidak semuanya

dihitung secara simu]taﬁ, mula~-mula x1 yang dipero1éh dari
persamaan pertama |, kemudian xz yang | diperoleh darf
persamaan kedua, seTanjutnya xa dan dehikian seterusnya.
Nilai x vyang baru umumnya lebih dekatgterhadap pemecahan

eksak. Iterasi ke (p+1}§dapat ditulis 3da1am bentuk

td fp-f-i) n { j')
P
b - a X - a ®oN
i X ik k Z itk k!
{p+1) k=1 k=i+4
x. =
1 . a,,
il
dimana i = 1,2,...,n é dan p = 0,1,2;...

Persamaan ini digunakahzuntuk memperbaiki aproksimasi suatu
solusi sampai nilai yang tepat untuk §n11af vang tidak
diketahui itu diperoleh atau sampai sejhm]ah iterasi ﬁamun
tidak memperbaiki taksiran suatu sohusi vang disebut:
berdivergen. | : |

Test untuk menentukan ketepatan dari suatu solusi
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daiam pengulangan yang berhasi] apabi]é

ss = xf”“ - x?” < & - untuk 1;= 1,2,...,n"
p?= 0,1,2,....
dimana g adalah standarzkesa]ahan yanggdapat diterima.
DEFINISI 2.36 ‘ |
Suatu aproksima$i disebut be%konvergen apabila
dengan meTakuk&nfiteraéi yvang 3jum1ahnya memadéig
solusi dapat dfperoleh hinggai mencapai derajatﬂ
ketelitian vang Qiinginkan. |
THEOREMA 2.4 .
Untuk n > 2, jika A = (a ) matriks nxn yang riil,
tidak tereduksi‘aan diag;nal domﬁnan secara tepat
maka untuk setiép pilihan aproks&masi awal, metode
Gauss Seidel bérkonvergensi térhadap pemecahanE
A X =B | L -
CONTOH 2.33 _
Pandang contoh 2:32 dengan 2z = 0.00001

Persamaannya dapat ditujis kembatli sebaéai

X = 0.850 = 0.05 X+ 0.05 X .eurnnrn., Lo (D

1 o 2 3 t

x = - 1.3 + 0.1 x +:0.1 x ..o e (2)

2 1 | 3 i

X = 1.8 + 0.1 x =~ 0.1 x ......... L.l (3)

3 1 o 2

Iterasi pertama dari metode Gauss Seidel vyaitu dengan
memasukkan aproksimasi awal x1=0 ) x2=01, xaxo ke dalam
‘persamaan pertama sehingga diperoleh’ perkiraan baru
x1=0.850 , kemudian denghn'xi baru ini x;:O.BSO s x2=0 Ty
xa:O dimasukkan ke  dalam persamaan @ kedua diperoTehE
perkiraan baru x, = -1.215 dan selanjutnya x1:0.850 \
x2= -1.215 , x3=0 dimaSukkan ke da]ami persamaan .ketiga:
diperoleh perkiraan baﬁu x3=2.0065 .% Jadi pada akhir

iterasi pertama aproksimasi baru tersebut adalah
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X = 0.850 , x = - 1.215 , x = 2.0065
1 2 3

Untuk iterasi berikutnya dapat dilihat pada tabel di bawah: ini

Aproksimasi Iterééi Iterési Iterasi
awal perté@a % kedua £y ketiga
0 0.850 [0.850 | 1.01108[0.16108 0.99995
0 -1.2&5 1.215 |-0.99824 0.21676-—0.99992
0 2.00é5 2.0065 2.00083{0.00557| Z.COOQO
B Iterasi ‘ c Itefasij -
& keempat‘: ) ﬁ§11ma ; s
6.01113 1.000001:0.00005 1.0000@ 0.00000
0.00168 —1.00000  0.00008 —1.0000@ ¢g.00000
0.00093 2.00000‘:0.00000 2.0000é 0.00600
Iterasi Gaus% Seide]l

Tabel 2;1

-Terlihat bahwa &

< ¢ sehingga solusi untuk sistim
= P

persamaan linier di atas vyaitu

2.7. PERSAMAAN DIFERENSIAL PARSIAL

DEFINISI 2.37 :
Persamaan diféﬁensia1 ada]ah? persamaan yang

didalamnya terdépat turunan—turuéan serta hubungan

antara variabel bebas dan variabé] tak bebas.
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CONTOH 2.34

| 2 2
. 9y ., | dy . Gy . 2
d><3 dxz dx
622 622 622
2. 5 + 3 ‘+f — = 0
ax . &x 8y ; 6y2

Ditinjau dari banyaknya?variabe] bebas; persamaan diferenéia]
dibedakan menjadi 2 vyaitu persamaan 'diferensial biasa : dan

persamaan diferensial parsial.

DEFINISI 2.38

| Persamaan diferehsiaj biasa adafah persamaah yénq
memuat variabel bebas vang tungéa] dan turunannyé‘
merupakan turunan biasa. !

CONTOH 2.35 :
Pandang contoh12134 . persamaan%1 adalah pefsamaah‘

diferensial biasa. ‘

DEFINISI 2.39
Persamaan difefehsia] parsial ad}lah persamaan yang 
memuat paling $edikit dua variabel bebas dan
turunannya merﬁpékan turunan paréia].

CONTOH 2.36 | |
Pandang contoh 2.34 pefsamaan é adatah persamaan

diferensial parsial.

DEFINISI 2.40
Tingkat ( orde; ) persamaan aiferensial ada]ahg
turunan tertingéi vang timbu]% pada petsaméan:

diferensial tersebut.
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DEFINISI 2.41
Derajat ( degree }  persamaan ;diferensial adatlah
pangkat turunin tertinggi 3 dari persamaaﬁ‘
diferensial tefgebut. |

CONTOH 2.37
Pandang contoh32.34

Persamaan 1 mempunyai‘fingkat 3 dan defajat 1.

Persamaan 2 mempunyai:ﬂingkat 2 dan deﬁajat 1.

DEFINISI 2.42 | :
Persamaan diferensial parsié] linier adalah

persamaan diferensial parsial yang berderajat satu.

CONTOH 2,38
8%z 8z & @z 8%z &z 3z
2 2 ‘ 3 :
(X +Yy ) — it 2X : + - - - + 55y + X —_— o+
. ox 6y2; 3y3 ax - 9x 8y - x
yz = R

DEFINISI 2.43
Solusi dari suatu persamaan diferensia1 parsial
adalah sebuah fungsi dari vériabel bebas yang
memenuhi suatujpersamaan.difereﬁsia1. | :

Solusi umum dari pérsaﬁaan diferensié1 parsial terdiri

dari konstanta—konsténia sebarang atau fungsi~fungsi

sebarang. ' '

CONTOH 2.39 :

Solusi umum daﬁi
&z dz
Y ey T C ax

z adalah ¢( xy,% ) = 0, ¢ fungsi

sebarang.
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