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BAB TIX

KONSEP DASAR PROGRAM RNON LLEBII!EFE

Sebagai dasar untuk peﬁbahasan bab inti maka pada
bab ini akan dibahas-mengenai bentuk program kuadratik;
Dan sebelumnya akan diberika mengenai himpunan konvek
dan fungsf konvek serta mabriks proyeksi; yahg semua jtu
akan mendaséri dan akan mempermudah dalam pembahasan‘bab

inti. Untuk itu dapat dijelaskan sebagai berikut

3.1. HIMPUNAN KONVEK DAN FUNGST KONVEK .

Definisi 3.1.1.

Himpunan titik-titik K didalam R™ disebut konvek Jika

untuk setiap dua Litik %4 dan Xy € K (iz3) dapat

ditemukan x € K sedemikian sehingga
x = Axi 4+ (1= A)xg 0 <\ €1 - ( 3.1)

Definisi 3.1.2

Suatu fungsi f(x) =f(x1{ Xoy vey xn)

RM = Ruang berdimensi n dan x e R" adalah fungsi karivek

i

- € K Jika untuk setiap dua titik x., xj,(i ¥J) berlaku: -




f()\xi + (1—%-)xj) < P\f(xi) + (1= ANy Fix;) {z2.2
dimana 0 <A< T

Definisi 3.1.3 -

Suatu Fungsi F{x) :f(x1, Koy vaea Ko

=N . . ; o o T . N
R? = ruang diménsi n dan x e RO adalah fungsi konkai

Jika berlaiku -

'f:( l\_)(}- + (]"'7\)XJ = /\I':(X1} + (1—'I\) f(XJ) (:3)
dimana ; 0 = A £ i

Teorema 3.3

Jika o F{x) konkaf dalam himpunan konvek K malear T =T w)

adalah fungsi kanvekK.
Bulcki
Ambil X1 s Xp € K

f(x) fungsi konkaf dalam himpunan konvek ¥ maka :
f(’\x1¥(1uhjx2)2ﬂ\f(x1) + (=N (%)
Ty 1 (1) ENEGx) = (102, )
=EE xq + Q=M% ) SALE () )4 (1-A) (wr ()
«f{x). ‘adalah’ kqiwek’ dizizar}a, fi{x) konkafn

Teorema 3.2

Jika f{x} fungsi konvek dalam himpunan konvek K maksa

—F{x) adaiah konkaf.




Bulklbi
Ambi X1, %o E K
f(x) fungsi konvek dalam himpunan konvek K maka menurut

definisi:

M

FLOAXY + (1= N)xy) s )

™\

ATOG) + (2 ot
~f (Ax, +(1—'7~')x2'} ZNE (g )= (1=N)E (x5 )
—f(hx1+(1-h)x2)3P\(—f(x1)+(1~%)(-f(x2))

~-f{x)} adalah konkaf dimana f(x) konvek

Definisi 3.1.4 -

Fungsi Linier adalah fungsi konvek  sskaliagus  fungs|

konkaf, sehingga dipenuhi :

Fany
-

FONxg + (= NIxg) = N flxg) + (=n) F

e
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Gambar 3. Himpunan konvek dan non konvel .

- = Gambar a,. bodan ¢ adalah himpunan Konvek

- Gumbar d, e dan f adalah himpunan non kenvel




Tecrema 3.3

Jika Q(X) = P'X + X'CX berada di dalam himpunan konvek K
dan € adalah matfiks semi definite positif maka Q(X)
adalah fungsi.konvek pada K.

Bukti

-

Karena C semi definite posilif, maka menurut definisi

(2.1.9); |Cn] = 0 sehingga |
A X'CX oz AZ X'CX untuk 0 <A £ 1

ambil dua titik berbeda S Xj ek maka

A Qlxp) + (AR =
'zf\P,:»‘:i +(1")\)P')\J + )\z‘(,i’CX] + (1"/\))(3',0){3-._

CEAPTX o (ISADPI X+ AKX TCXy - AXTTXy R K TCX

J- Ay S
:AP,X.i + (1“/‘\)P’XJ’ + )\X‘]’C(XT—X‘j) +/\(X.E—KJ-)’C3(~

J
e RN TR ! .
+ A (X, XJ) u(KT XJ) + XJ CXJ
2 AP X.i + (1—/\)P’XJ +/\xj’c(xi";<L7j) +/\(Xi—Xj},CXj +

-. ’I— * ' v » ‘5, "
A2{X5=X3)7C{X5=X5) + X;’CX;

It

P’Q\%i + (1wK)Xj} + ﬂ\xi + (TWK)XJ}’C@\Xi + (17K)Kj}
Qﬁ\xi'+ (11K)Xj}

"

Jadi
sehingga:
chﬁxi + (1ﬁK)XJ} S/KQ(Xi) + (17\)Q(Xj)

menurut definisi (3.1.2) adalah konvek.




3.2. MATRIKS PROYEKST

Pandang n-vektor -yang bebas .linier yaitu ay, vees A,

didalam ruang R” berdimensi n. n-vektor tersebut berada

didalam R" dengan demikian tiap-tiap n-vektor dapat

- dinyatakan X sebagait kombinasi linier. -

X = ,A1a1 + Azaz + ... +,&nan
n
- ,§/\jaj (3.5)
J= o
a; ‘disebut sebagai basis dari R" dan ’&j sebagaf

Roordinat-koordiﬁat‘ X..Seianjutnya_ambi] g-vektor- dari-
n~vektor tersebut dan sebul saja vektor-vekbor tersebut
adalah al, ...,‘aq. Dan g-vektor int adalah vektor-
vektor bebas Tinter dun berdimensi g, sebagai himpunan
bagian dari X didalam Rn sehingga dapat dituliskan

sebagai

>~
|

1B T Az o FAgag

Ajaj 7 | (3.8)

0~

Jj=1

atau dapal disederhanakan

__T%_;MAQ’x r.m _ . . _: | _ _(3!7)




e}

dimana

f:\q = (‘d-l, e ey aq) f‘\, = ()\11 -")/\q)
Untuk mewakili g-vektor yang bebas linier tersebut
diberikan D. Sehingga jika q.= n maka D sama dengan R,

dan untuk g = 0 maka D merupakan vektof nol.
Persamaan a}x‘z 0 diqefinfs{kan sebagai hyperplane Hj .
didalam R" yang mana melewati titiE asal..

Interseksi dari g~hyperplane dari Hy sampai Hq dengan
dimensi n - g dinotasikan dengan D. Sehingga D adalah

himpunan dari semua X yang memenuh i

sgoarda umum
AKX = 0 _ (3.9)

untuk gy = n maka D merupakan vektor nol, untuk q = 0
maka D sama dengan R".

- .Dengan demikian vektor a, hingga a_ adalah tegak lurus
1

q
terhadap D. Qleh karena itu § dan 0 orthogonal, sehingaa
Y'Z = 0 uhtuk semua ¥ didalam D daqiz didalam D. Hanya
titik asal saja yang bersamu-sama berada pada D dan D. D
dan [ bersama-sama membeﬁtuk rentangan ruang  R"
berdimepsi n. Dengan demikian‘nfvektpr_x_dalam RM  dapat

dituTiskan




X = XD+ Xﬁ ' (3.10)
dimana Xy berada pada D dan Xg berada pada B. Karena
adanya D dan D orthogonal maka selanjutnya dapat

dinyatakan bahwa :

p g = O | _ (3.11)

11
[

Jika X berada pada D maka Xg X dan X

Jika X berada pada D maka Ap

n

0 dan Xﬁ = X
Dikatakan bahwa Ap adalah proyeksi X pada D dan X5

adalah proyeksi-X pada D.

Proyeksi Xp dapat dinyatakan sebagai :

Xn berada didalam D sehingga xb(x - XD) =0 (3.12)
Selanjutnya didapatkan karakteristik minimal
[Xp = X] < |Y¥ - X| untuk ¥ + Xp did§1am D {(3.13)

Demikian juga untuk X5

X didalam D dan (X - Xg5)'Xg = O _ (3.14)

Didapatkan karakteristik minimal

T




|Xg = X| < |Z - X| untuk Z + X5 didatam D

—
[£3]
—
ot

—

Proyeksi Xp dapab diperoleh dengan cara mengalikan X

dengaﬁ Pq, dapat dituliskan
Xy = PoX S S : o (3.18)

Matriks proyeksi Pq diperoleh dengan
Pq = I = AglA A,)"1a
q ~ Aglfghg’ &

q (3.17)

Matriks AqKq adalah non singular, kolom dari A adaiah

q
~ bebas linier, sehingga mempunyai invers.
Ternyata Pa = PuUntuk proyeksi terhadap 5]
Py = I-Pg
- ! Al -1 .
= AQ(AQ“Q) Aq {3.18)
Diberikan Y didalam D maka Aqy = 0 sehingga
s - s s a—1 v ,
PqY = Iy Aq(Hqu) AqY {3.19)

:\;'

Karena Y berada di D sehingga Y tegak lurus terhadap 'Aq
dan AqY' = 0 maka

CRQY =Y

 Untuk semua Z éﬁﬁ'Maka'énéﬂﬁa}N“Qﬁtuk éeﬁuéHi&; Maka -
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- ! A 1 -1 Wt - : At =
ch = Aq,& Hq(Aqu) Aqﬂq,& Aq,ﬂ Aq,\ 0

U iy S
dimana ,“(Aqu) Aghg = 1 _
_ sl f o1 —"1. |
PqZ = Hq(AqH ) Aqu A
¥ .l _
= AqI,A = Aq,ﬂ = 7 {(3.20)
Dalam keadaan khusus
anj =0 untuk j = 1, , q {(3.21)
Dapat disederhanakan
~untuk YeD maka PY = Y dan 5qY = 0 (3.22)
untuk ZeD maka'PqZ = 0 dan P Z = Z

(3.23)

Selanjutnya dapat dikatakan bahwa qu adalah proyeksi X

pada D dan ﬁqx adalah proyeksi X pada D, sehingga
Xg = qu (3.24)

Syarat periu dan syarat cukup dari n-vektor x vang bebas

linier berada pada aq sampai a, Jika dipenuhi

PeX = O ' . (3.25)
berarti bahwa vektor tGtersebul berada didalam D.
Persamaan = (3.7)  digandakirikan .dengan . (Aqﬁq)-1Aq

'Tldfdéﬁaﬁkén"“m""“




-(AqAa)“TAqX = A _' (3.26)

Jika g = n, matriks Aq mempunyai invers sehingga

=1 fy=1,-1 ‘
(ApA) ™1 = (a7 TAs

sehingpa

- AU I - - -
Pp =1 An(An) A=1A, = 1 I =0 (3.27)

Ini berarti bahwa pfoyeksi terhadap suatu titik akan
menghasilkan vektor nol. Keadaan inj dapat didefinisikan
bahwa PO = I.

Selanjutnya didapatkan matriks proyeksi

PaPs = P35 - Pqu_; éq untuk j = g+ 1 .. .n - (3.28)

Pq . Pqu = Pj untuk 3
Jika PqX‘+ 0 ‘maka

PP

i

1 .. q (3.29)

i
XPqX > 0
sehingga

XP X

(PqX + PqX)PqX

1

(PqX)Pq){

H

quX[ > 0 (3.30)
unfuk aq adalah bebas linier dari a4 sampai aq_1'maka
Pq_1§q + O , (3.31)

Selanjutnya digunakan Aq untuk menunjukkan koefisien ag
: didaTam'ﬁqX,dari a1 Sampaj a

gy Maka :o




q _
P X = T A:a:
QT LDy N
, g
= dqpq_1(qu + _E Aj¢j)
Jg=1
U . P
= quqX + quq_1Aqdq
= /\qaqpq_1aq .
- ; 2
_)\q|Pq—1.dq| . (3.32)
Pa-1X = PoX + Po_iAqdq
- 2 . 2 ; IR o
lPQu1X| = |PqX| + /\q|Pq_1dq] +‘2(qu)(quPqﬁ1dq)
- 2 . 2
= |PqX{ + .Aq]Pq,qu|- + 2/§QXanq
- 2 , 2 '
= |PqX| + ,\q|Pq_1aq| (3.33)
maka T
|Pq_1X[ p |PqX| untuk /\q-+ 0 (3.34)
Secara umum dituliskan
[qul < |Pq_1X[ £ ... = [Pox] = [X] (3.35)

Contoh :
Diberikan suatu vektor X e Rz,

~-3/5 Xy - 4/5 Xo + 8/5 = 0 wuntuk q = 1

D ={x:xeR, -3/5% -4/5%X, = 0}
D= (X :xeR, X,=4/3x)

4




Penyelesaian

Ay = (-3/5 ~4/5)

L..'
Ui

Hiturig
- _ \ . \ _1
Pq Aq(Aqu) Aq
— _ ' “ i __1
11 ~4/5]
[agay171 = 1
P - 7% 117 (-3s5 -ass)
I - Y-
T 25 | 12 16
o 1 o] [ ases 12725 1
P«i = I - P = - / /
.9 | 0 1 12/25 16/25
[ -18/28°  -12/25
- -12/25 9/25
ambil x = (2 1)?

maka :




>
O
1

(6/5 , 8/5)

1 186 -12 4/5
XD':PX:—— =
G 25 -12 9 ~3/5

Xp = (4/5 , -3/5)
Xp €D dan Xp €D
- Dibuktikan bahwa D orthogonal terhadap D

Ap X5 = *p X5

6/5
(4/5 -3/51 [ ] = [0]

8/5

X = _XD + X5

[ ars ';".a/s BE
B ~-3/5 8/5 | | 1
100
Xt = 4§ 58 Xr = S = =
|X] =4 [Xp} Py
x| = 1849
[ Xpl = Pradh

terbukti bahwa D dan D orthogonal

[X] 2 [Pq-q]

g g -
e
- 4
. /
™. //
\'\

e
,"‘ \"\ X

N Y




Dari

éoa1 di atas Jjika diambil g = n = 2, maka
D : -3/5X; - 4/8X, =0
-3/5 -4/5 . -3/5 473
A2 = A2 =
4/3 -1 , ~4/5 -1
Po = Ap(Aphs)-1A, ) o
| . 9+16  -12+12]
.. | -3/ -ass -3/5 4/3 25 15
A2A2 = . - - . .
4/3 -1 - ~4/5 -1 -i2 4 16
: » et 41
15 5 9
VS I I
2727 | o 25/9
272 | o sgyz5
5 -3/4 4/3 1 0 -3/5 -4/5
2 ~4/5 -1 || 0 9/25 4/3 -1
9 144 12 38]
_ |-3/5 38/25||-3/5 -4/5| _ |25 225 25 75
-4/5 -3/25|| 4/3 -1 | |12 36 16 9
| 25 75 25 25 r
| 0
" lo
= 0




L
R L v

Ay = (2,1)

PoX = 0

XD = 0

|PoX| = ¥ 5, |PyX] =0

Untuk q = 0 maka dapat diselesaikan sebagai berikut

PO = 0
Sehingga : Pq = TI- ﬁq
POA = I -0
Po = 1
didapat
‘ 2
REEE L T ORI

Secara umum dapat dibuktikan bahwa

1A

|Pqtl € |PqoyX| < [PgoaX| +v. < Pox = X

[PoX]

BT

|P{X] < [PoX| > 0< 1< (5




L
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3.3. BENTUK KUADRATIK

Bentuk kuadratik dengan n—varigbe1 Xir XoyeivusiX

dapat dituliskan sebagai berikut

»
L

CF{Xya X, Xn) = ci1x2 + 2612xjx2 S +2C1 X 1%,
* Cppxp * 2Cpgxpxg Fo...... t2Can%2%n.
+ C33Xg * ....... i+'2c3nx3xn + +
R + ChnXp (3.38)

dengan koefisien—-koefisien riil. Apabila persamaan

tersebut simetris dengan Cij T Cji maka persamaan

djatas dépat ditulis

F = (011x1'+ c1éx2 = l}..{l-d1nxn) X4
+(c:21x1 t ConXg + ...l C2nxn) Xo
1]
+(cn1x1 t ChoXp F oLl Cnnxn) Xn {3.37)

Jika. koefisien~koefisien tLersusun dalam bentuk
matriks simetris C berukuran {(nxn) dan variabel-variabel
n-vektor x adalah riil, maka sisi kanan dari persamaan
(3.37) menghasilkan suatu skalar. ¥aitu haéf? darivektor
baris x’ dikalikan dengan vektor kolom CX.

Dalam bentuk maltriks persamaan (3.37) dapat dituliskan
sebagai | '

CF(x) = X7CXT 7 dimana ¢ matriks simetris

]




Bentuk persamaan (3.37) mengalami p?r]uasan yaitu

F(x) = p1x1}+ PoXo + L., + PaXp
+ (011}(] + C12x2 B 1 + C1nxn) X-i
+ (021)(1 + C22'X2_+ ........ + Cznxn) X2
+ (cn1x1 + ChoXo + ... + Cnnxn) X

Sistim di atas dapat dalam disajikan dalam bentuk matrik

F(x) = p'X + x’cx v

dimana | | e
p = matriks berukuran.n x 1

X = matriks berukuran n x 1

C = matriks berukuran n x n

Dalam program non linier kita mengenal’ adanya
fungsi-fungsi kendala. Terutama yang. dapat penulis
sajikan adalah kendala linier dan dapat disajikan

sebagai berikut

h1(X) = a1-iX1 4+ 8.12.’(2 -+ .......-. S a1nxn' = b-i
ho(x) = a21x todpoXy toL.L.... + 89X = by
ha(x) = a,yxy t BroXo F i +. a..x_ = b

0
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‘dapét disederhansdkan dalam bentuklmatriké sebagai

| hi(x) = aqx = bi

Jika di dalam program kuadaratik dari  fungsi .
obyéktip untuk meminima1kan maka pada fungs% kenda1a‘
digunakan tanda > tetapi untuk kasus maksimal maka tanda
P diubah menjadi tanda.siygng dihagi}kan_.ﬁengan -1,
Dengan demikiaﬁ untuk program kuadratik berbentuk
masalah maXsiﬁa? maka fungsi obyektif konkaf.g-Da1amr
keadaan ini F(x) dapat dituliskan dengan_: : ,

F(x) = px —_xbx dimana C matrfks semidefinit
‘pbsitip; Apabila fungsi obyektif tidak konvek atau
- konkaf maka tergantung dar{'prﬁgram yang dipakai untuk -
menyesuaikan. Masing—masing program mempunya{ keistimef

waan sendiri-sendiri.
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