BAB TX

KONSEP MATRIKS DAN VEKTOR

2.1. MATRIKS

2.1.1. Pengerttan Matriks

Definisi 2.1.1.:

Matriks adalah himpunan skalar (bilangan riil maupun
kompleks) yang disusun secara empat persegi panjang,
menurut baris dan kolom.

~ Dituliskan sebagai

211 12 21n

8z1 fgz .- 8pp , .
A = . . . . , {2.1)

i Bm2 Tt qnn 1

Dapat pula ditulis A(mxn) yvang maksudnya matriks A
berukuran m-baris dan n-kolom. ay; adalah elemen dari
baris ke-i dan kolom ke-j.

dimana : 1 = 1,2,........ i
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Definisi 2.1.2.:

Matriks bujur sangkar adalah suatu matriks yang banyak
baris sama dengan banyak kolom. Dengan demikian menurﬁt_

definisit 1 dapat ditulis m = n.

Definisi 2.1.3.:

D{agona1 utama suatu matriks bujur sangkar adalah

elemen matriks a5 5 dimana 1 = J.
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Definisi 2.1.4.:

Matriks identitas adalah matriks bujur sangkar yang
element diagonal utamanya adalah satu dan elemen yang

lainnya nol.

Contoh
~10 0 0]
O”J;O ... O ' 0 untuk 1 % 3°
I = e T e atau a.: = ' (2.3)

~ N 'IJ . .
S : T untuk i = j




Definisi 2.1.5.

Kesamaan dua buah matriks adalah jika ada matrik A

dan matriks B berukuran sama vaitu {(mxn) dan berlaku

aij = bij_untuk setiap 1 dan 3}
dimana : i = 1,2, ... m
J =1,2, n

Definisi 2.1.6.

Transpose matrik adalah matriks yang dihasilkan dengan
cara menukar baris menjadi kolom dan kolom menjadi
baris. Jika maﬁriks A pada {2.1.1) ditranspose maka

dapat dituiis :
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Definisi 2.1.7.:

Matriks bujur sangkar akan simetris Jjika dan hanya

Jika dipenuhi A' = A

Definisi 2.1:8.:

Suatu matrik bujur sangkar simebtris ¢ dikatakan matriks

definite positif jika semua determinan minor dari C
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adalah positif.

Definisi 2.1.9.:

Matriks bujur sangkar simetris C dikatakan matriks ‘semi

definit positif jika dipenuhi ; | Ch | z 0

2.1.2. Operasi Malriks

a. Penjumliahan matriks
“Jika A = (aij) dan B = (bij) adalah matriks yang

berukuran sama (m x n), maka operasi penjumlahan A+B

akan menghasilkan matriks € = (Cij) dimana

CIJ = aiJ + b'lj'

Cantoh
r 1 [ 1
| 3 L ] 0 2 |

A = | | dan B = ] |

4 2| BEER
L 3 L 4
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l |+ | | = | =1 |
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b. Perkalian matriks

Perkalian matriks dengan skalar
Perkalian matriks A dengan skalar ditentukan dapat

dituliskan sebaga{

r |

L ain{

. 1 (2.5)
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- Perkalian Matriks dengan matriks
Perkalian dari suatu matriks A (m x n) dengan matriks B

(n x g) maka akan dihasilkan matriks € (m x a).

Dituiis C = (Cik) dengan Cip = ¢ aiQ b,k
untuk 1 =1 ..., m
k=1 (..., q

sehingga dupat dituliskan A.B = C
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maka perkalian matriks dapat dilakukan apabila banyaknya

- kolom dari. matriks pertama sama dengan banyaknya baris

pada matriks ke dua.
Pada perkalian matriks berlaku hukum asosiatif

(AB)C = A(BC) = ABC

.tetapi tidak berlaku nukum komutatif

AB # BA

'Tfanspose dari  perkalian matriks'Ldapat dituliskan

{AB)' = B'A’ . (2.7)

Secara umum

(A.B .. ... .t Q)T = Q" el B'A’ (2.8)

2.1.3. Matriks Invers

Definist 2.1.10.:

Sebuah matriks bujur sangkar A berordo n  disebut

- mempunyail invers apabila ada suatu matriks B, sehingga

AB = In' Matriks B disebut dinvers matriks A dan

dinotasikan dengan AT merupakan mabtriks bujur sangkar

berordo n.




" Contoh
r 1
| 2 1]
Carilah invers dari A = | |
| 4 3|
L 3
Misal
N 0
] a b |
ATl = | |; maka berlaku ATV = 1
| ¢ d|
L ]
Sehingga :
F 17 i [ |
| 2 11| a b | | 1 o |
| 1 | = | N
| 4 3] | ¢ d | | 0 1
L 1L 4 L J
T 1T 1
I 2atc 2b+d | | 1 0]
B | = | 1
| 4a+3c  4p+3d| | o 1 |
L d L J

Menurut definisi kesamaan matriks maka didapatkan

Zatc = 1 4a+3¢c =0

- 2b+d = 0 ' 4b+3d 1
Bila disubstitusikan akan didapatkan

a = 3/2 b = ~1/2 c = -2 d = 1

Jadi
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Untuk matriks yang berordo besar, katakanlah n 2 3 dapat

diselesaikan dengan beberapa metode dan akan dibahas

tersendiri.

a., Matriks invers dengan adjoint

Adjoint dari matriks A {(n x n).

311 612 “ e oaa a1n l
8o 1 aon |
A = .
{ 2n1 nn |
Didefinisikan dengan
e . "
I Art Agy Ant
b A Anz
Aadj = E .
A A
L jn nn ]
dimana
r o
M Mg fger 0 B
s e Al L .
Ajj (-1) -1 1 - ?1—13—1 ?1—1j+1 L ?i—1n (2.10)
4y 4441 j=i F+1 41 o - F41p
a ce A d. s ee o a..
{ ni nj-i nj+l nn |




Jadi dikatakan kofaktor Aij apabila matrik tersebut
untuk baris ke-1i dan kolom ke-j dihilangkan kemudian
dicari determinannya dan mengalihkannya dengan (-1)1%J,

Contoh;

Carilah Adjoint dari matrik A
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Dicari kofaktor dari kesembilan elemen dari A sbb:-

-1

r 1 | b3 T T
AT ea pieats aLL=(-1)273 2 3] = 5
S
L J L 4

I T 2 P 1
[1 5 | -4 2
L A L J
{ 1 - [ k!
Ara=(-113 o —afs 4 Ag=(-1)3F2 | 2 4] =4
1 -1} | o 2
L 4 L J
oii | T P ]
AZ.I:(—-I)C""I 3 -4 i:_-s-i A33___(_1)3+3 I 2 3; =—5
=15 ] | 0 ~4|
L 4 L d
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Dengan pertoltongan matriks adjoint dapat‘dicari invers

suatu matriks, menggunakan rumus

. ad] A
AT = ———— dengan syarat det (A) + 0 (2.11)
% det (A) ‘
Dari contoh di atas dapal dicari A1
[ ‘ -7
| 2 3 -4 |
det A = | 0 -4 2 |
|1 -1 5 |
L 4
[ 1 r 1 r 1
| -4 2 | I 3 -4 | | 3 -4 |
= -E, I + O[ | + 1[ . I = -48
I -1-85 | ] =1 8 | | -4 2 |
L. 4 L 1 L d
: : adj -A
sehingga P
|A]
I ] r o
i ]-18 -11 -10 | | 9/23 11/48 5/23
= - — l 2 14 -4 ] = [ -1/23 -7/28 2/23
46 | 4 5 -8 | | -2/23 -5/46 4/23
L 4 L

b. Mencari Invers Matriks dengan Partfsi {sekatan)

- Pengertian Partisi Matriks

Untuk maltriks berukuran besar dapatdikerjakan dengan
‘bertahap, dengan membagi matriks tersebut menjadi
submatriks;submatriks(partisi).Apabi]a suatu matriks A

---dipecah-pecah - menjadi - submatriks  'submatriks ~ dengan -

| S Swn———
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memberi sekatan-sekatan garis horisontal diantara dua

baris dan garis .vertikal diantara dua kolom, maka

matriks tersebut dikatakan Lelah dipartisi.

Contloh

O oW

T o

e 0
. |

Misalnya dipartisi sebagai

r 1 F ] i )

| a b i c | [ a ., b ¢ ] a'l b ¢

fd e} f | atau | d | e f | ataupun ———————
N il B S aie f

| I 1 ]

'lght-]l lgthI Ty T

t . L . g i h J

Dan rbanyak cara untuk membuat partisi dari suatu

matriks. Tetapi matriks berikut 1ini. bukan termasuk:

dipartisi.

I ] r 1
| a bl c ] | a b c |
jd el f] | = |
| - ] [ dte f|
| 9 hilJ] | 9 v h |
L _ g L "

% garis horisontal tidak memisahkan. seluruh baris ke-2
dan ke-3
%% garis vertikal tidak memisahkan seluruh kolom ke-1

dan ke-2
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Dengan menggunakan partisi matriks dapat dicari invers
dari suatu matriks.Pandang matriks—matﬁfks vang telah

dipartisi.

_ PT+QV  PU+QW .
\_ RT+8V  RU+SW

Perkalian di atas berlaku pula untuk  matriks. partisi. .
dengan ukuran yang lain. Tebtapi yang perlu diperhatikan
cara melakukan partisi supaya perkalian dapat dilakukan.
Det (A) = det (P) - det {Q) det (R), (asalkan B, @, R, S
bujur sangkar).

Fandang sekérang matriks bujur sangkar A bérofdo N yang
mempunyai invers A”1 = B, Dapat dilakukan partisi -

sebagai berikut

T ' ]
» 1
At v A
(p x p) | {(px q) |
A= | memmmeee e Rty
Aol 1 App
) (g x pYy | (a x q)




r .
Byg v By
(p x p) | (p xa)
B = | —-mm-mm- e
Boy 1 Bpp
(g x p) | (g x q) )
L i
Dimana : p + g = n.
Karena A~ = B maka AB = BA = I,
{ At Az } [ Bit Biz ]' _ [ I, © }
Ao Agp Boy Bap o I
(1) Aqq Big + Agp By = I
(1) Ayq Byp + Ayp Bpp = 0
(111) Bpy Aqq + By Agy = 0
(V) Bay Agp ¥ Bpp App = I

qusa]kan

Boo = L1 dari

(i11) 854

S (A -1
L0 (A1 Aqy)
-1

11l

: 1
(1) Byy = Ayg 0~ AT Ay By |

_ = A+ (At Al Ay, AT
Bila disubstitusikan ke IV

-1 -1 -1 o
- o, 1y,
L= App = (A Ay ') Ao

= App — Apy (Aqy Ay

Contoh
1 3 3

A=t 1 4 3 hitung A”! dengan partisi
o1 4

e

(2.13)
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Dapat dipartisi menjadi
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A11_1 = (dengan menggunakan adjoint) i
-1 1 ;
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1 1 3 -3
Bio = =(A;." 0 An) LV = o [ 1 } =
12 11 12 Hn 0
Bor = -L7! (Any A1) = | -1 0
21 21 Aty

- —1 2
-Boo = L =1

Diperoleh
' I 7 -3 -3
o { Botr By J I
B21 Bap 1 g

2.2. VEKTOR
2.2.i. Pengertian Vektor

Definisi 2.2.1 :

Secara ilmu - ukur vektor adatlah suatu potongan
garis/segmen yang mempunyai arah dan mempunyai panjang
sesuai dengan besarnya skala. Dapat dinotasikan dengan

4, a, A, A, atau AB maupun AB.
Gambar 1. ‘//

Sedangkan besarnya vektor biasa diberikan dengan simbol

lal ~dan dirumuskan dengan: :




) n
2] Jaa = | % a? (2.14)

Dengan demikian Jarak antara dua Litik X, dan X, dapat

dicari dengan [X2 —‘X1|

Definisi 2.2.2

Gua buah vektor dikalakan sama, jika panjang dan arah
" sama (arﬁinya mempunya#i garis pembawa yang berimpit atau
sejajar dengan arah vyang sama). ~Jadi, vektor tidak

tergantunyg kepada tempatnya, tetapi ganjang dan arahnya,~

'Seperti'gambar'QE"' ' a_#'b

e

a X bT/
S/
S S

V4
Vektor kolom dari matriks (n x 1) yaitu sebuah matriks

yang mana terdiri dari satu kolom dengan n elemen. Dapat

dituliskan
211
- 221 r -
a4 = . = | oay | - (2.15)
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S 8n
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asq adalah komponen-komponen dari vektor a.Transpose
dari vektor kolom adalah (1 x n) dikatakan vektor baris.

a = [311, 8o, S an1]

Definisi 2.2.3 :

Himpunan m-buah ~ vektor _{él,‘ég,i_..;l _ém} dikatakan
bergantung linier (linearly dependent) .bi1a terdapat
skalar-skalar A1,_.A2. C ey Am yang tidak semua  nol,
sedemikian sehinggé'dipeﬁuhi

}\1é1 + /\26'12 ~+ + . + ;‘\ma‘.rn = 0

‘Definié{_2.2;4 ;o - | ' S
Hfmpunanum—éuah vektor {éT' s, ‘;‘i_ém} dikap;kan beba§ ‘
‘ 1€nj;r” (]inéar1y independent)'apabilé terdapat sRaTarm
skalar -A1, Az, ASP ...,,Km, sedemikian sehingga
Aqdg+ App + oo+ N\ A = 0
hanya dipenuhi jika

/\1::./\'2 = --';"\m = 0

'2.2.2. Kombinasi Linier

Definisi 2.2.5

Suatu vektor V dikatakan kombinasi linier dari vektor
fa;, 45, ..., ém}.bila_terdapat'sﬁa}ar{\T,,&2, o Apg

sehingga dipenuhi =




-+

V = /\1&’].1 + /\zéz + /\”.Iélm
Contoh
a=1fz, 1,2}, b=1I1, 0, 31, c = [23, 1, 5]

& merupakan kombinasi limnier dari b ‘dan c Jika dipenuni:

[2, 1, 21 = Aq01, 0, 3] +Apl3, 1, 51
atau
2 = Ay o+ 3, ()
T = 0\ + Ap . (2}
2 = 3\, + 5\, . (3)
Terdapat tiga persamaan dengan ? variabel .(jika

disé1ésaikan déngan ISubstithi déri'persamaan {2) ke
persamaan (1), maka didapatkan Ay = -1 A, = 1
Dari nilail Lersebut masukkan ke persamaan (3),ternyata
dipenuhi pula. Jadi didapatkan

a = -b + c

sehingga dipenuhi & merupakan kombinasi dari b dan c.

Teorema 2.1

Jika m (m > 1) vektor {é1,'é2, e, 'ém} “bergantung
Tinier, maka paling sedikit ter dgapal salu vektor yang
dapat ditulis sebagai kombinasi “linier dari vektor
lainnya.
Bukt{ :
Karena {éi' ”521.53: c e, é@} bergantung - linier,  maka. ...

valing sedikit' satu diantara skalar Ay, A,, ..., A,




tidak nol, misalnya A\ . sehingga berlaku

&)
v

"

/\1é1 + /‘\2&12 +. . .+ /\”]é!n —/\pép

H

/‘\131 +/\‘2<'712 L /\p_«lélp_-l */\p+1ép+1 +...+ /‘\mém .

Karena,kp f 0 maka
U /\-] /\72 )\9“1 A
= @y — - S - z
- Up - 1 p - p~1
Ag Ap Ag
/\p+1 Am
\ p+1 T s 4 e e s s - \ am
“p “*p

Jadi-Up kombinasi linier vektor-vektor lainnya.

Teocrema 2.2

 ija‘ satu diantqra”m~vektor_{éi,_ éz, ..,,ém} adalah
kombinasi linter vektor-vektor lainnya, maka m-vektor
tersebut bergan-tung linier.

Bukti :

Misalnya ép adalah kombinasi linier dari himpunan vektor
{éi’ éE' T E’lp—1’ ép+1' s ém}

maka

Cdg = ALA + Azd, 4oL FAp-1lp-1 T Apridpe F oo A
bila ép pindahrruas dibero1eh

0 = Aqdy +Apdp o kAL g - dp 4 A A

+ ..., + /\mém

Ternyata tidak semua A\; = 0 karena \_ =-14 0O

Jadi m~vektor tersebut bergantung linier.




Teorema 2.3

Jika m-vektltor {é1, ég, Cee, ém} bebas linier dan {(m + 1i
vektor-vektor {61, dp, ..., &5, V} bergantung linier
" maka YV adalah kombinasi linier dari {ay, a5, ..., 4.}
Bukti :
_Karena.{é1, Bop ey a., V} bergantung linier, mak; pada .
persamaan ,A1é1 +,&2é2 + ...+ Amém +'Am+1 terdapat ‘Ki

+ G dalam hal ini pastilah ’\m+1 + 0 karena bila tidak

demikian terjadi kontradiksi yaitu A; £ 0 adalah

diantara 1 = 1, 2, ., M yang mana
Aqdy +Apdp ¥ .. A A+ OV = O
/\1 f‘:i-l + /\2&2 + ...+ /\mé[h = 0

bera‘ﬂbat {U} ? U2 1wt ,U

m] - bergantung linier. Maka

bila Am+1Y pindah ruas diperoieh

Amt1Y TAE) F Apdy oLl 4 Amlm dan Am#1 T O

/\1 /\2 /\m
V = - é] = a.2_ = é.m
At 1 Am+1 ' Am+1
B e B L

Jadi V kombinasi linier dari {éi' ée, - 1






