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2.1. Integral Tertentu
Definisi

Andaikan f fungsi vang didefinisikan pade selang
(a.bl pandang suatu partisi p padp » selang [2.b] meniadi n
bagian (tidak perln berpanjang sama) memakai ©titik-tizik
a = x0<x1<.;.<xh_i<xn: b dan andaikan Ax = x - x .
Pada tiap selang bagian [x _,x ] ambil  titik x_  (vang

mungkin sebuah titik ujung). Tetapkan |p| dissbut norm »p,

IS

menyatakan panjang selang baglan terpanjang dari partisi p -

™

Jika 1lin T f(ﬁt} Ax. ada, dikatakan f adalah
ipl =0 i=1 - b
terintegral pads =melang [a,bl. Lebih lanjut J'f(x}dx,

disebut integral ftertentn (atau Integral Riemann) © dari a

ke b diberikan oleh

b ™
Wﬂm.mejhﬂ(xyﬁdxw:wmlimw““sz(ii}mWAx{W,ﬁqum”w.Mﬂm,Tw(?wlgw.mw”.ﬂWmm”ﬁm.

[pi-oc i=1
Teorema @

Andaikan f kontinu pada [a,b]l dan andaikan F

sebarang anti turunan dari £, maka

jpf(x} i = by - Beas o e
a
Bukti:
Andaikan partisi p pada seiang .Ea,b] Iadalah suatg
himpunanAbe;hingga {a = x0<xi<...<xn_1<xn: b} sedemikian
sehingga a":'xo<x1<.:.<xn_1<xﬂ: b. Maka

F(b}fF<a}. F(xn)_F(XnF1)+F(Xn—1)fE(Xn—z)+"'+F<x1}“5(xo}




ol

= T [FGx) - Fox )]

. =1
L=1
menurut teorema nilai rata-rata wvaitu apabila F kontinn

dan_terdeferensiatkan  pdda  (xio 5 xi) _
pada [x,_,x JWmaka paling sedikif ada satu titik X, dalam

(x,_,.x.) dimana F(x) - F(x_) = F'(ﬁi)(xi - %, )

4 L—1

F(x ) - F(x. ) = f(x.) Ax,
1 11— . T
™
Jadi @ F{by - F(a) = T f{kx ) Ax

Pada ruas kiri merupakan sebuah konstanta, pada ruas kanan
merupakan jumlah Riemann f pada [a,b]l. Apabila kedua >»uas
diambil limitnya untuk |p] — 0, maka diperocleh

F(b) - F{(a) = lim ¥ f(ii} Ax,
(pl»o i=1
b
I f(x) dx
a

Contoh

S5
Hitung [, (4x - 6x )dx

b
Jawab : [ (f(x)dx = F(b) - F(a)
anti turunan atau integral dari 4dx - 8% adalah
1

F(x) = 2x° - 2x°
be ]

=
§ (ax - 6x")dx = {2x® - 2x?]
2 2

(50 - 250) - (8 - 18)

= -192

2.2. Improper Integral
Definisi 2.2.1.

Integral tak wajar (improper integral) dengan batas

tak berhingga.




1. Untuk salah =atu batas integral tak berhingga

Definisi

b b
J f(x) dx = lim [ £(x) dx (2.3)
-0 A~-»=-00 A
e b
[ £(xy dx = lim [ f(x) dx (2.4)
a b a
Apabila limit di ruas kanan ada, maka intagral tak
wajar tersebut konvergen dan memiliki woilzil vang
tunggal, dan Jjika tidak maka integral tersebut
divergen.
2. Untuk kedua batas integral ftak berhingga
Definisi :
T o e e .
Apabila | f(x) dx dan [ f£(x) dx konvergen,
- Q0 o]
g
maka dikatakan [ f(x) dx konvergen dengan nilai
-C0
w Q o8]
f e(xy dx = [ £(x) dx + [ £(x) dx c..{2.5)
- - [}
e a  rar ma  ran e T e e < i e aans e w, R S
dalam hal yang lain f f{xy dx dinamakan divergen.
-0
Contoh
-4 _ 2
1. Tentukan 'f x e = dx
~-
Penvelesaian
f X e dx = lim I”x'e *dxc
-C0 X+—m a
1 -1 _ 2 2
= lim = [ e * dx
A+-0 =
2 -4
= lim = [—e‘* ]
-




N

a—+—0
_ 1
- T Te
-1 _ 2
Jadi f x & © dx konvergen.
-00
(3 3]
Tentukan f sin x dx
o
Penyelésaian
w0 w0
f sin x dx = lim | sin x dx
o bowe o
|
= 1lim [— cos x}
b0 o
= lim [1;'cos“b]
b
= 1 - lim Cos b
b+
<o
Jadi [ sin x dx divergen karena lim cos b tidak ada.
o b
. jos)
2
Tentukan [ 1/(1+x ) dx.
e T . o -
Penvelesaian
) o o
1 dx = f 1 dx + 1 dx
_ z 2 ' z
-0 (1+x 3 G (1+x ) -0 (1+x )
b 8]
= lin [ —t—dx + lim L dx
b—ow o 1 + x b—-o b 1 + x
. . b S o
= lim [arctan x] + lim [arctan x]
b o o b
= lim arctan b + lim - arctan b
b > o h -0
-4+ % -
© s _
Jadi dx % konvergen.

L



Al

o
-~ CO0S X
4. Tentukan ] —= ax
Penvelesaian
© cCos X ad cos X .
J — dx = lim .f ——= dx NED
X A—+—00 b
o cos X
sehingga terlebih dahulu menghitung f ; dx
A
C 2 cos x .
f S dx = lim coz X X
4 X B—=30 e
A A
sin x o in x
= 1im { + = dx}
B =00 b 2z
X
sin X cog X 2 cos X
= ,lp { =40 Sz f st ay
X A
sin X cos8 X sin X Bsir X
—_ ] -~ 3 3 _ 1
- BL%& { x 2 2 a Bf 4 d%}
X A X
= - -2 24
B_lﬂ}gjg{ 2 5= -2 —=+5 +24 f dx}
X X A X
' . sin %X co0s X s5i s X i
= 11£{ - LI nxX ,g £os yoq4 Sin X
B—> b z
X X
sin x
+ 120 == dx}
L]
A X
o . 5 .
- lig [ Sin X 008X o sin x . cos X ., sin x
I ,B__’,ﬁ i N S e R e B e - B T -
7 X
B Cos X
- 120 cos x ] - Bl === }
o A A
% X
. . ' sin » cCOoS B Ssin B COS B 5in B
= - 2
D.J:.}.,l{{ { n 2 a + o +24 5
B H n B
- 120 pos B s i A o A @ g A S :
o — —......ln 4. 1S +2. s1n : "8005. A 24 310 A o
L= A 2 a ) Y |
B A A a
n
120 cos A 0SS X
- T a3 - A
F B! j\—ij—— dx
A a b
Maks
© cos X 171 : .
t a < ‘ i1n A cos A & A
| 2o gy e - S04 208 A Lo 81N g COS A ., sin
- X A = e ) % :
A A A A A

-
A

120 cog




2

1

7]
e
.

[0
wn

al

b
4




Definisi 2.2.2.

Integral tidak wajar dengan integran tak berhingga

1. Jika f(x) manjadi tidak terbatas pada titik ujung x = a

dari interwval a
b

[ f(xy dx =
a

= x = b maka didefinisikan
1]
lim [ f£(x) dx ... (2.8)
£330 a+e

Apabilas limit pada ruas kanan ada, maka dinamakan

integral ruas

divergen.

kiri konvergen dasn Jika tidak maka

2._Jika f{x) menjadi tak terbatas di Litlk ujung x = b

dari interval a £ x £ b, maka didefinisikan

b

T

J£(x) dx = lim_ [ f£(x) dx @

a

&+ a

Apabila limit 4di ruas kanan ada, maka integral di ruas

kiri konvergen dan Jika tidak maka divergen.

3. Jika f(x) menjadi tidak terbatss hanya disebuah titik

maka didefinisikan

b

J f{x) dx = lim .
a e:‘__—ro

i

_dalam (interior point) x = x dari interval a = x<b,

X5 ~£, b
f(xydx + lim _ J‘f(x) dx ...(2.8)
£ 0 Ag+ey |

{

Integral ruas kiri konvergen atau divergen tergantung

‘pada apakah limit di ruas kanan ada atau tidak.

- Gontoh =

* _d
1. Hitung | =
o

Penvelesaian

2

__dx
ofw

?4—3.

£-20 O Yéd—-x
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2—-£
_ . . x
= Lim .| aresin —=-

[a]

e —0 2
. . 2—-£ .
= Lim , 2fc sin — - arc sin 0
g =0
= arc sin 1 - O
_ 7T
s )
2. Hitung dx s
o{x-1) v
//’J E(x)
Penyelesaian *
g 1 2 3 X
E— = Lim - vdx L g dx
o (x-1)>® = Lim I + Lim

= Lin [3(—5}”G—3(—1)1/3]+Lim *[3.2”@-3(52)”q]

-
el &0

il
w
+
W
3]

1
(o3}
~]
a0

Definisi : 2.2.3.

Nilai utama Canchy (Cauchy Principal Value) jika f({x)
- menjadi tidak terbatas hanya disebuah titik x  dari

interval a £ x £ b, maka didefinisikan
b

b X -£
[ £(x) dx = Lin +['j ° E(x)dx+f
a

e —> 3 +
0 a X,

f(x) dx] (2.9
=

Apabila limitnya ada, maka nilai pembatas (limiting Valus)

ini dinamakan sebagai nilai utama Cauchy dari integral.




1%

5

Contoh : Hitung f dx 5
-1 (x-1)
Penvelesaian
5 dx 2 s 5 dx
j'( _yy? = Lim | [ —= + [ (x-1)7 ]
—g VX £ —0 -1 (x-13 1+= xmiy
- . (i-g . 5
= Lim L— = , + - —= l ]
£ 0 2(x-17 -1 2(x-17

= Lim _ [— LU i% . ~%—- ;o2 }

£ >0 2.5‘2 2.18 2&2:
. i 1 3
= Lim [ m— ——] = =
‘$—>O+ 8 32 32

2. 3. Fungsi Kontinu Setiap:Segmennya
Definisi
Suatu fungsi f(x) disebut kontinu- setlap segmennya

pada interval tertentu kalau

1-W¥EPEFY?1,??r??bUt bisa dibagi kedalam beberapa interval
lebih kecil wvang terhingga dimana ffggmlégéérwégégigiéé
interval tersebut juga kontinu.

2. Limit dari f(x) ketika x mendekati ujung-ujungnya dari
setiap sub interval adalah terhingga,

Atau dengan istilah lain bahwa fungsi yang kontinu setiap

segmennya adalsh suatu fungsi yang mempunyal sejumlal

berhingga dari ketidak Rontinuanﬁyé. |

Contoh

Fung;i f(x) padsa ggmbar

berikut merupakan fun gsi

vang kontinu setlap =Segmennva. X - s b X X

Fungsi tersebut tidak kontinu pada x = a dan x = b




2. 4: Fungsi Mutlak dapat Terintégralkan
Definisi 3

Suatu fungsi f disebut mutlék dapat terintegralkan
pada interval fa,bl ( dimana =z muhgkin -0 dan b mangkin o)
Jika ada sejumlah berhinggs _titik-titik dalam [a,b]
yaitu a = e, ¢ e, < ... <e_=b ; sedemikian sehingga

1. feR pada setiap sub interval berhingga dari [a,b]

vang tidak satupun memnsat titik-titik e, c;, NN
Cy
2. Untuk k = 1,2,... n, integral [ f(x) dx
o
k-%

salsh sstu ada, untuk integral Riemann tertentuy atasu
“untuk improper integral Riemanfi konvergen mutlak.

Apabila kondisi-kondisi ini dipenuhi, ditulis feR (afb) dan

didefinisikan :
. 0§ |
JE(x>dx =2 [ f(x) dx c.(2.10)
& k=1 ¢
k-1
Lemmas

Jika fungsi f dapat terintegral secars mutlak pada

interval fa.b] (dimana a mungkin -o dan b mungkin o) maka

~

untuk setiap bilangan riil £ berlaku

Lim [ £(x) sin (ax + #) dx = 0 (2.1

o —r a

. Bukti lemma:
~-Akan-dibuktikan dus kali yaitu @
I. Untuk fungsi f terintegral secara Riemann pada [a,b]

maka untuk setisp bilangan riil 2 berlaku:
. o |
Lim J £(x) sin (ax + B) dx = 0 - e N

a—y ™ §
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atau untuk setiap >0 yang diberikan dapat ditemuksn A>D
sedemikian sehingga I f f(x) sin (ax + ) dx |<a untuk oa>A
8. .

Bukti: .
Jika f konstan pada [=s,b], hasilnys jelas karena
.y b -b
l.f £(x) sin (ax + f3) dx l:!oos(dx+ﬁ} J
a 1 a ’ a
—|cos (abi3) - cos (aa+ﬁ)l
p .

sin{a(a+b)+2R}/2 .Sin{a(a-b)/Zj‘

ol

= 2/a , jika a>0
Hasilnya berlakn jika f konstan pads fa,b], tanpa

memperhatikan bagaimana f(a) dan f(b) didefinisiksn. Sebsab

"itu'péféémadd (*):berlaku“jika £ merupakan fungsi step

(fungsi tangga).
Persamaan () akan Bibuktikan dengan mengangsgap bahwa
setiap fungsi dapat terintegral Riemanr. Jdika e>0)

diberikan, kemudian dipilih partisi P pada '[a;b]

~~gedenikian sehingga-korespondensi-jumlah~atas —danjumlah — —

bawah Riemann memenuhi pertidaksamsan U(p,f)~L(p,f)<§

b | b -
derigan L(p,f} = [ m(x) dx dan U(p,f) = [ M(x) dx
a a - i

dimana m dan M merupakan fungsi-fungsi tangga sedemikian
sehingga m(x)= (%)< M(x) berlaku sepanjang [{a,b].Kemudian

b
foCE(xy=m(xy) sin. (ax +@) dx
a

b
= fiHceo-=n(x)|dx <
a

&

2

tetapli untuk £ yang sama kita dapat memilih A sedemikian_

b

J n(x) sin (ax +3) dx l < ‘%

sehingga o>A maks
v 8ES = R
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sehinggs:
b
J m(x)sin(ax +3) dx ]:

b . b
JE(x)sin(ax +3)dx- fm(x)sin(ax+3)dx
a a &

b
+f m(x) sin (ax +3) dx 1
. :

b b
:l frE(x)-m(x3] sinCax+B)dx +  m(x) sin(ax+B)dx ‘
a a

b
= | [ [Ex)-m(x)] sin(ax+3)dx |+
&

b
, fm(x) sin(ax+ﬁ)dxl
a I .

< g/2 + 2/2 = &

. b
sehingga Lim f f(x) sin (ax 4+ B) dx = 0
Ol O a
.l?1“3iké,f,terintegral Riemann pada  [a,;b] dan diambil
. b ,
3=0, maka Linm J £(x) sin ax dx = 0
Sl—3 0O a8

Z. Jika f terintegral Riemann pada [a,b] dan diambil
b
#=n/2, maka Lim [ £(x) cos ax dx = 0

o—r0

(b »] .
I1. Untuk fungsi f berlaku [ [£(x)| dx konvergen, yakni f
_ £ e .

integrabel mutlak pada (-w,m), Maks

[+ + BN
lim [ e'®* f£(x) dx = 0 | - NCY
S—3> 0 -0
o0 _ ) j
atau Lim [ f(x) cos sx dx +# i Linm JE(x) sin sx dx = 0
S—3 - S—p0 —00
dengan-demikian-berlaku“r
32] 203
Lim [ £(x) cos sx dx = Lin JE(x) sin sx dx = 0
=a oo o _

S—r -
Bukti

Transformasi Fourier fungsi - F(x) didefinisikan
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[o » B
sebagai F(s) = 17 2 [ &15% pey) ax ... (00)
’ -0
Dengan menggunskan
eni T eo8g ™+ 1 sinnw = -1
maks:
1 ® 7i i
~F(s) = J e " er* r(xy dx
/ 2 -00 -
1 ® si(x+n/s)
-F(s) = J eSHXTIS0 ey ax
-_/Zn —w
o . . .
-F(s) = f S ¥ f(x-n/s) dx ...{000)

1
Vfﬁgﬁ -0

Mengurangkan perssmsan (oo ) dengan persamasn (ooo ), maka

diperoleh:
Q0
2F(s) = —2— [ 51Xt pyy pivinssy v
sehingga: | | o
| 28] = | =L e%3X ¢ pixyp(xenss) jax [
‘ / 27 -»
1 ® X
2|F(s)| = { B(x)-f(x-n/s) }|dx
| | = g . s) 3
- R 71y7 I T
= J | £G0O-E(x-n/s) |dx

S/ 2w

Karens f terintegral mutlsk pada (—m ) ‘maka setiap >0

ada A>0 sedemikian sehingga | ff fx)- f(x—n/s} [dx [ <&

Untuk s>A. Atsa lim ° f | f(x)- f(x~ﬂ/s) ]dx =
S o
Maka: L @
2{F(s)| < JI £(x)-E(x-n/5) |dx

20 -




185

< 1 E
/ 2n
|F(sy] « —22
/ ?2n
Padahal:
o , w
IFCsd | =] —2— [ %1% pex) ax| « —2¢
J 2m " - / 2
, J‘ eSlX f(x) dx [ & —2—81:.. 3 S)O
&
: o,
Sehingga  lim | e F(x) dx =0
, 5—00 -0
Karensa
p18% = cO5 =X + 1 s5in sy
'“Dengan”demikiah'berlaku:m
lim | £(x) cos sx dx = linm [ £(x) sin sx dx
S—0 - S—® -
= 0
Untuk 1im  [f(x) cos sx dx = lim f f(x) sin(sx+n/2) dx
Z-300 —(o S—r0 -0
,.,:,w. e e ot e e e e et et e e :”DW e o
w 0
dar lim  [f£(x) sin sx dx = lim J £(x) sin(sx+0) dx
S5—»00 -~ S—r —00
=0

Maka untuk # = =n/2 dan fB=0 berlakn
o e S .
lim ff(x) sin (sx+3) dx = O
S - . e e

Sebagai ékibatrdafi lemma diatas adalah sebagai berikut:

‘1. Jika fERf(a,b)_dan untuk f3=0 maka berlaku

b .
lim J £(x) sin ax dx = 0 _ .. (2.12)

T o0 -5y
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7. Jiks =R (a.b) dan diambil 3 =
b

Lim [ £(x) sin (ex + —) dx =
o — 0 a

Z maka berlaku

b

Lim  f £(x) cos ex dx = 0 c..(2.13)
o —0¢ a

Contoh

Diketahul fungsi f(x) = e " dapat terintegral

secara mutlak padsa [0,x].

[sa]
Buktikan bahwa : Lim f e X cos ax dx = O
o —» o (o3
Penyelesaian
F(x) = e * dapat terintegral secara mutlak pada
(8 ¢]
[0,0 ) vakni berlakn f | £(x)] dx konvergen
o
o ©®
fle™ dx = [e™ dx
o] Q
o _
e c=.Lim. . fel dx -
a—> (&}
-x 2 o]
= Lim -8 ] = lim -e + &
g~ o o g —m
= lim i-e ¥ = 1-0=1
a —a
e . o
Karena [ |[f(x)] dx =f & dx

8]
Jadi [ e dx konvergen mutlak
o SR _

_ o .
Selanjutnya menghitung harda lim [ e " Cos ax dx
: : o =@ Q

o - o Ca
lim f Cos ax dx = lim {lim f e Cos ox dx}

§ @ O Ao\ o g

[ SR



=1
Menghitung f e Cos ax dx
Q

18

2
= -e Cos ex - o e sin ax do
[o]
a
= -2 “Cos ax+ae—xsinax~a?f e ‘Coseax dx
O
a . a
(1+e®) f eCos ax dx :{—e_x Cos xa + ae—xsinax]
O = o]
& a a
f e ‘Cos ox dx = ?EEE [—e Cos aat + ae sin aa+1]
Q
Sehingga

1

A

im

Jadi

2.5.

a

{ lim f s Cos ox dx} =

3 = o

¥

- 4
lim f e Cos ax dx
o —00 (o]

Ruang Hilbert

Definisi 2.5.1

Suatu ruang linier X

. . -a
lim {llm g Cos ax + ae

d, = LA -

lim: —%
od =  14a

= 0

1 + o

= e =00

atas field F adalah

'kumpulan dari elemen-elemen dalam X dengan didefi

dua operasi aljabar

vailtu

operasi

penjumlahan

elemen dalam ¥ dan multiplikasi untuk elemen-elemen

1.

Terhadap

--gperasi --penjumlahan, -X-

- merupsakan -

komutatif bashwa jikas f,g,h = X maka

..a.‘

b.

f+0

Bersifat assosiétif

(f+g)+h =

= f untuk setiap f € X

Bersifat tertutup, vaitu f+g berada dalam X

f+(g+h)

sin act+1 }

suatu
nisikan
elemen-

dalam

X dengan skalar dalam F dan memennhi aksioma-aksioma

Terdapat elemen netral o dalam X'sedemikian sehingga
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d. Untnk setiap f € X terdapat elemen invers vang
dinotasikan (-f) dalam X sedemikian berlaku
f+ (-fy =20
2. bersifat komutatif : f+g = g+f
Z. Multiplikasl elemen-elemen dalam X dengan skalar dalam
¥ adalsah fertutup, maka
a. 1.£ = £ untuk semna f & X

b. aa.f dalam X untuk semna f €« { dan « = F

o

Untuk semna «,3 € F dan £ X, maka of(3f = (o) f
3. Berlsku hunkum distributifitas, vaitu
a. a(f+g) = af + ag  untuk semua « « F dan f,g € X

bh. (a+3)Ff

Il

af + 3t ' untuk semus o, < F dan £ « X

Definisi 2.5.2

Sebush ruang linear X disebut ruang inner produact

didefinisikan operasi inner product. Apabilsa f;g =X {ruang
linier riil atan komplek) maka inner product dinoﬁasikan
dengan (f,g) adalah suatu bilangan nyata. Sedemikian
. sehingga dipenuhi sifat-sifat sebagai berikut:
1. Untuok setiap skalar a,3 € F dan untuk semua f,g,h e X
~(ruang linier riil atau komplek) berlaku :
~(af + fg, h) = «(f, h) + (g, h)
~(h;af + Bg) = ach, £) + A¢h, @)
2. Untuk semua f,g € X (komplek), berlaku (f,g) = (g, 5
dan jika f£,2 « ¥ (riil), berlaku (f, g) = (g, f£)

‘3. Bersifat definit positip wvaitun

{(f, f> 2z 0O dan (f, f) = 0 jika hanva jika £ = 0
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Catatan

(f,f) adalah riil, karena (f,£) = (f,f>

Definisi 2.5.3

1. Norm {|.] pada ruang inner product diasosiasikan dengan

inner product didefinisikan dengan

172

I£1 = <(£,£)7, untuk setiap f dalam ruang inner product
2. Metriknya dinyvatakan dengan d(f,g) = |f-g}
dimana |£-gff = (f-g, £-g)*% untuk semua f, g dalam

rouang inner producth.

Definisi 2.5.4

Suatu ruang norm linier adalah ruang linier dimans
semea vektor kolom £ = [fg dengan 3 = 1,2,3,..... n  tetap
merupakan panjang umum dan dinotasikan  dengan  |f}
_ mempunyai empat sifat sebagai berikut :

1. |f} » 0, untuk £ = O

2. |f) = 0 Jika hanya jika £ = O
3. It} = laf £} dimana aeF
4

- feel = fgl o+ fel

.Definisi 2.5.5.

Misal & suatu ruang inner  product dan {fn} suatu
barisan Cauchy dalam 8. Sedemikian bahwa barisannys
mempunysi sifat untuk setiap € > 0 yang diberikan, dapat
ditemukan N(e) sedemikian sehingga [[f -f || -< < untuk
n,m 5> N(e) atau dengan katsa 1&in'};§_*¢"fa—fmﬂ = O

% disebut ruang Hilbert Jika setiasp barisan Cauchy
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konvergen ke suatn elemen dalsm .
Dengan melihat jika barilisan Cauchy vang konvergen maka

harus Konvergen ke elemen tunggal dalam barizan Cauchy.

andaikan {fn} barisan Cauchy

Lim ﬁk = g ,fnksub barisan {frn} konvergen ke g
n. —C :

X

Linm fmk = h ,fmk sub barisan {fn} konvergen ke h

m,_—0

gy
Sehinggs adaYsub sequence dalam {fh}

l2-af

tH

“g—fnk + fnk - "fn"'}c + fmk - h”

tA

le-trl + dine = Il + fEmonl

Untuk m, dan m cukup besar sehingga kita mempunvail
le-tr | <= so e fmde > Wiy ~hlice mokg Yg-hl L sreve <3 e

Karena g dan h independent untuk n, dan m, dan & > 0 maks

le-hll = O dengan demikian g = h

Jadi setiap barisan Cauchy yang konvergen mwmaka konvergen

wi;”éiéﬁéhmgﬁgéégim&éigiwggéiéga;q.“Vqu"M“Wmmmwwmwmw

Contoh
Ik(—m,m} kumpulan semua fungsi-fungsi riil vang
kontinu dan didefinisikan pada (-o,®) adalah ruang

Hilbert. Karena untuk. setiap fungsi .vang . berada dalam
Lz(—m,m), berlaku inner product vang dinvatakan dengan
- e SEn o CoT T T =

(f,é) ZVI f(k) g(x) dx; untuk semua £(x),g(x)el, (~o,®)

Apabila Lim f f(x) g(x) dx ada

A =0 —A

Metrik d untuk L (-o,®) dinyatakan dengan

) o . | i
d(f.g) = [j { F(x) - g(x) } dx]




N

.MEWEM£M1Wé@taiﬁéﬁaw%;#mgaﬁ“éééwqwWMWWNq”,qumwmw,qwmmmwwm
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dan norm untuk f(x) € L {(-o,®) adalah
[us] z f: N
£ = { [ 120 dx}
=0

Untuk bahasan selanjutnva ruang Hilbert dinotasikan dengan

L,(-c, ).

2.3.68. Operstor dalam ruang Hilber:
Pefinisi 2.5.6.1 |
Rusng Hilbert %€ disebut jumlah langsung dari ruang 7
dan 2Z, dapat ditulis V & & Jjika
i.® = Vuz L. (20145

A0 = VN =

Sifat

' Misal @ sub ruang Hilbert 5 dan ¥ himpunan senua
vektor ortogonal dmpprgm;[mqﬂggz G, gﬂﬂq%q T disebuk ereegomnal
komplemen dart G - Don dituls sebagal ¥ = oG c.(2.15)

Sehingga % = F ® @, maka setiap he$® diwakill dalam bentuk

Definisi 2.5.86.2

Operator proveksi pada ruang Hilbert

Operator yang memetakan setiap h e % ke dalanm
proveksinya g € G disebut operator proyeksi padé G =atau
o§é¥g£of.ﬁfoyekéi..béﬁgan notééi éém%£§ﬁ- bilé mdalam.méub.
ruang G ditulis P relasi g dan h dapat dinyatakan dengan

Pr =g

_ Contoh

Ambil sebarang vektor.h € ¥, yvang diproveksikan ke




2%

dalam G oleh operator proveksi P, sehinggs didapat g &

Fa e
Ph = g
G i . . @proveksi h pada G dengan
. N operator proyeksi P
g &

Apabila h dalam % diproyveksikan kedalam ¥ didapat f=F

maka @ Ph = T

P : operator proyveksil pada F

Definisi 2.5.6.3
Definisi Operstor Unitary pada ruang Hilbert
operator U dalan ruang Hilbert adalah uq;tary_apgbila :
1. ¢ Uf, Ug)y = (f, g) untuk semua f, g € &
stan

Jued. = g

2. Operator U mempunyai invers pada ruang Hilbert vang

diberikan oleh adjoin U yaitu U .

(BE, g) = (£, U g)

(f, U'g), untuk semua £, g dalam %
Pada ruang Hilbert dapat dipenuhi operator proveksi dan-

operator unitary vaitu sesual dengan definisi 2.5.8.2 dan

. definisi 2.5.6.3.

E;G. Transformasi Fouriefr
2.6.1. Definisi transformasi Fourier
Transformasi Fourier dari f(x) e L (-0, )
diaefinisikén dengaﬁ | “ |

1 ®
FIEY = ~=— [ &TF(x)dx (217
Y2 -
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F{(f} merupskan tranformasi Fourler dari f£{(x). Dengan
F[f1=F[s) dimana s adalah suatu perubah hasil transformasi.
Sedang transformasi invers Fourier dari FLE}
ditulis sebagai f(x) = F*{F[f}} dan didefinisikan dengan
E(x) = —5 [ s ™R(s) ds ..(2.18)
Y2mr —o

Jika f(x) merupakan fungsi gensp vang berarti

f{x) = £(-x) untuk semua x
maka
1 [a0]
F[f] = —— [ Cos sx f(x) dx
Yo —m

'F{fj-

(o]
'--l
[Xa]
o

f—%~ J £(x)Cos sx dx o
o] . .

F(f) merupakan transformasi Cosinus Fourier dari £f{x} dan

dinotasikan dengan FC[f}.

Dan transformasi invers Cosinus Fourier dinvstakan dengan

TE(x) = F. {F.(f]} dan didefinisikan dengan

i

oo}
£(x) = Y= [ F.(s) Cos sx dp . .(2.20)
Q

Apabila f{x) merupakan fungs=si ganjil'yaﬁg berarti

F(-x) = -f(x), untuk semusa x
maka
. ST L
FIf] = o sin sx f(x} dx
Y2 -

. : g S
FIE] =V % [ £(x) sin sx dx
. o .
F{f} adalah trasformasi sinus Fourier dan dinotasikan

dengan Fg{f) sehingga
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2 (s8]
F{f} = = Y= [ f(x) sin sx dx o.(2.21)
8]

sedangkan transformasi invers sinus Fourier dari FS[f]

F"‘{FS [f]}

dinyatakan dengan : f(x)

] Q0
dan £(x) = ¥— [ F_(f) sin sx ds ...(Z.ZZ
ja
Contoh
1 Jx]«=
1. Tentukan transformasl Fourier dari f(x) = {
0 x| >a
Penvelessian
1 ]
F{f} = .. 5 j‘ e %7 . f(x) dx
1 a La X
Fr_f:} = ﬁl’ I e dx
B
1 ensx a 1 e\.sx -i83
T Y is ]_El = Yo 1s
- 2 _sin sa ) s = 0O
sY 2
uantnk 3 — 0O
. . 2 s3in sa 2 . sin sa
Maksa lim F(s) = 1lim —=7on = ﬁ7z~.11m _—
s =30 3 20 s72n T 8 —0 s
_  2Z2a -
T Yom
~rafik
Tf(X} TF(S}

i
o
o
o0
(
o
R
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Dengan mengguniakan contoh 1, di atas maka dapat ditentukan

[e0] . .
J‘ S1in dun
~C0
r 1 IX] <a
vaitu - dari £{x) = 1
g |x| > a
_ 2 sin sB
dan F(s) = ~X7on

sehingga F { FLf] } = F(x)

1 ®
f(xy = — [ e TF{f} ds
¥2r -m
¥ ]
_ 1 -isx  Z2gin sa
= ——?r[ [Coe 572—?_{“—“" ds
__l_ j‘ -isx 51n sa ds
o ) o s
o - - 1 lx] < =
naka —— [ oo Siosa 4o - {
w =
-0 0 ]X[ > &
® .« sin sa T ]x] <. a
J‘ [~ —-'"'—S'—d‘S = {

@ -
dengan mengambil x = 0 dan a = 1, maka : | SIS 4s = n

® sin u
] =

Jadi dua = =m

-0

2. Tentukan transformasi Cosinus Fourier dari

f{(x) = cos x , untak 0= x=<b

Penyelesaian

- €0
CF{f) = ¥j%—” §f £(x) cos sx dx
Q
. 5 b
F{f} =7V [ cosx cos sx dx
. O

_/Z fb' Cos x(s+1) + Cos x(s-1) .

T 2




2
ﬁ% %%‘[‘é?iSin x (=s+1) + sll sin x(s—l)]

1 sin b(s+1) 5 sin b (s-1)
i s+1 oS-

-~

. . . . —Ax
3. Tentukan transformasi sinus Fourier dari f£(x) = e

Penvelesaian

[0.0]
FIfl = Y= [ £(x) sin sx dx
O

o
2 ~ —ax .
Y— | e sin sx dx
n 8]

]

-dx . —dx fos]
- /S 2 -z sinsx—-se Cos sx%
- 23 2 2
s + 7 o
- /T [_9_:.__@:_53_}
e 2 z
T - 8 +-a
= 2 S
—_— 2 2
T 5+ &

2.8.2. Teorema-teorema untama untuk transformasi Fourier

1. Similarity Theorema (theorema kesamaan)

Jika F(s) adalah transformasi Fourier untuk f(x)
maka trasformasi Fourier dari f{ax) adalah JEQ%§ZL

Bukti

SX

x .
F(s) = -2 [ & £(x) dx
-0

RE=MY

. - |
F{f(ax)) = —o—f & f(ax) dx

dengan substitusi ;

U = AX ————— ¥ =
a
1
dx = du
a
untukx:-m=>u:_m

X = 0 smmw—————— |3 = (O
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a
1 is{u S 1
F{f(BX)} m 54 f(u} —a—du

-0
_ 1 1 is(u 8 N '
= —g 7§TI _£ 2 f(Ll P 'du
F{f(ax}} - -%5 F(s/a) (2.23)

Contoh

Carilah : F {e'ba"} -

Jawab

Dengan menggunakan teorema kesamaan maka didapat

1 Z b
S )
(<)

sz + (ab}z

2. Adition Theorema (fteorema penjumlahan )

Jika f(x) dan g(x} memﬁunyai transformasi Fourier
masing-masing adalah F(s) dan G(s), maka

F{f(X) + g(x) } = FL{f} + Flegl - }

oL (2,24
= F(s) + G(s)
Bukti :
F(s) = Vo f e Fx) dx
. -0
1 © igsx
G(s) = = [ o7 g(x) dx
-

x

maka’ F{f(x) + gxp = éﬁ f e"s"{ F(x)+ g(X)} dx




= = [ e () + e g(x)  dx
= -0
_ 1 LsxF 1 g Lex
Y f & f(x)dx +7§T J e g{x)dx
- -0
= F[f] + F[e2]
= F(s) + G(s)
sebagai akibatnys
Apabila c suatu konstanta sebarang maka
transformasi Fourier dari cof(x) adalah cF(s)
Shift theorem (teorems pergeseran)
a. Jika F {f(:{}} = F(s) maka F{f(x—a)} = O F(s)
b. Jika F {f(x)} = F(s) maka F{f(x+a)} = &% F(sd
(2.25)
Bukti
1 ai)sk
F(s) = Jee(x> dx
N AL —n
1 SO -
F{f(x-a)} = J e e(x-a) dx
Yirn o
DEnEAl “SUBSEIERET ¥ U S T ey E R g e
{ = u + a =—— dx = du
Untuk = = —w = U = -
X = o Emmm——— ] = W
Sehingga
o, QO .
— 1SX f(x—a) dx = l . J~ .eLs(u+a.)f(u) du
YInr o ¥Zn -0
L W S
- 1 J- etsu.el.s‘a F(u) du
Y -
- 1 s . Lau =
= — & fe f(u) du
AT "
_ ei.sa. F(s)

29
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1 .
b. F(s) = [ &7 f(x) dx
¥ 2n —00
1 ®
F{f(x+a)} = [ &% (x+a) dx
¥ an -0

dengan substitusi

¥ o+ & = v e ¥ D Y e g e % = dv
Untuk x = -w —_— 7 = —O
¥ = ey, 7 = (D
Sehingga
1 oy 1 Lstx ~3)
imx N Lstx 3> L,
— e T f(x+2) dx = J (v) dv
¥2n -0 ¥Yim - '
X0
1 i3 — .
- 1 f eL v Lsaf(v v
Yim -
1 el
e A~ AR=ATg .
= — 2 f e f(V) dw
¥ -
-isH
- zis F(s)

4. Teoremsa

Jika trasformasi Fourier dari f(x) adalah F(s) maka

WﬁwWwwwmmwzrasﬁqnmagimuntukmex)NCQs“meﬁdalabm:i—MEﬁﬁrg)i:%:Eést@)ww
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Bukti

1 it isx
F(s) = [ e E(x)dx

2 -0

1 7 '
F{f(x) Cos wx} = - f éﬁxf(x)Cos wyx dx
Y2 -

WX —hax
[=] + e
L2

dari Cos wx =
maka

(RS —LiOx

o ,
F{f(x) Cos wx} L i ewxf<x)sz§:u£_u dx
Y2n -

w

: 1 LX{S T . (RN ) S
_—— [ e f(x) + e F(x) dx
T AYPm -o )
a P ixtstw - TR

=—L [ e F(x)+
Y2 —w 93¥2n -

F(x) dx




F{f(x}Cos wx} = & F(ste) + = F(s-) .. .(2.28)
5. Teorema
1 0.5 X .
Operator integral F{f} = [ e rixydx
Y2n -co

dimana F{f} merupakan transformasi Fourier dari

F(x) & L (-0,

Operator integral tersebut bersifat unitary wmaka
«© 2 ®© 2
o> [ |F{f1|7ds = [ |£(x)]"dx {2027
-0 —0

. - _,'*' - . 1 .
dan invers dari F adalsh F sedemikian sehingga

f(x) = {F[fT}
1

f(x) =— j & BT Ids
R, %y - oS .

persamaan (2.27) dikenal dengan identitas parseval untuk

integral Fourier, dan perssmasn vang lebih ucmum adalah

1] o
k) [ FIf] Flgl ds = [ f(x) &(x) dx ... (2.28)
-~ - :

dimana garls di atas menungukkan komplek konjugate Vang

dldapat aoablla i dlgantl dengan -1

Bukti
0 2 0 "
© ) [ |FE ds = [ £
- -0
Bukti
- . PO o
I |F[f]| ds = [ F(f) F[f] ds
=00 . : L .
0 1 © .
= f FLf1 —— f e F(x) dx ds
—m. Y27 —» . .

1 sx
—_— FI1f(x) e ds dx
f‘" f I
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=l o jF[f] e °"ds dx
2T o
1 = -
=1 f(x) [FLE] e "“"ds dx
SRR
:—j £(x) jF[f] Tre¥gs dx
2T ~oo
m ——m
= [ £(x) £f(x) dx
—{0
® 4
= [ |f(xy]” dx
-0
oo _ —
Kok ) [my[f] gl ds = j FLf] ——;—Im e %7 g(x) dx ds
m__' e
= j F{(f1 [ &7 g dx ds
Y2n - —co.
= g(x) o™ F [f] ds dx
¥ an ‘[cn I
= [ g0 2— e"*F [f] ds dx
I ‘|/2n ‘[oo
= J’ g(x)y f(x) dx
—0
m r—
= [ £(x) £(x) dx
=0

2.6.3 KONVOLUSI
Definisi :

Diberikan F(x) dan g(x) -dua -fungsi vyang berada
‘dalam L_(-®,®),  maka konvolusi untuk - f(x) dan g(x)
didefinisikan sebagai ] _

(f*g) (x> = j@f(v) g(x-y)dy : .. (2.28)

-0
biasanya ditulis dengan h(x) = £{x) * g(x)
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Teorema : RKonvolusi untunk Transformasi Fourier
(k8]

Jika (f*kg)(x) = f f(y) g(x-v) dy maka trasformasi
-

Fouriler dari (fkg) (x> adalah

F{f K g} = ¥2m F[f] Fl[g] .. (2.30)
Bukti o
s3]
CE % g)Cxy = _f F(y) g(x~-v) dy
~C0
T
F{f * g} = —= [T (f x @)(x) dx
. Y27 -~
1 © iex ®©
= —= e [ f(yy alx-y) dy dx
¥2m -0 —C0
1 .(I) o] A
= __ f(Y) f e g(x—y)dxdy
Y2 —w o
LW
= L f F(y)yam F{Q(X~Y)} dy
Y2 —w
Menurut tecrema pergeseran F{f(x—a)} = F(s)
= gffyprer

maka F{ g(x—y)} = & Flgl

1t

o .
F{f * g} j F(y) e™ Flgldy

H

Flgl f E(yy &% dy
= V Flg] Qh— J' f(y) &% dy

Yo -~

4 Flg]l F{f]
v F{f] Fiel

It

i

Bukti bahwa : { Y F[f] F[g]} (f * g)(X)




&0
Y an Fre] Frelb = o &=/ 2r FL£] Flel ds
2~
S
= f e 7F[f] Flg] ds
-

= I
J e AT e e(y) dyFle] ds
—00 Yin —w

_ 1 ® @ —Ls(x—y? .
= = [Jy) [ e Flgl dv ds

on —0 -
0]

S £y alx-y) dy

-0

1]

(f * g)(xj

Jadi- {% FLED chz} = F {F{f X. g}}

= (f * g) (x)






