2.1. MATRIKS

Sebuah matriks

riil atau Lkompleks)

secars empat

Definisi 2.1.1
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~vang terdiri dari m baris dan n kolom. Matriks ditulis
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dalam matriks ini disebut elemen

atau entri didalam matriks. Indeks i dan j

menyatakan baris dsn  kolom dari entri




matriks tersebut.

Suatu matriks aksan seringkali dinyataksan dengan
suatuy huruf besar, seperti misalnya A dalanm (2.1.1.}) atau
dengan lambang au vang wmenunjukksn entri.yang sesuai.

Suatu wmatriks yang hanya mempunyai .satu. baris
dinamakan suatu matriks baris (atau  vektor - baris)
sedangkan suatu matriks yang hanya mempunyai satu  kolom
dinamakan suatu matriks kolom (atau vektor kolom).

Jika banyaknya baris m dan kolom n sama (m = n), matriks
tersebut dinamakan matriks bujur sangkar berukuran nxn

_atsu disingkat n, dan,éniriaentriwmaﬁ,, a...

22 AR A
dikatakan berada pada diagonal utama dari A. Suatu
matriks dikatakan matriks riil atau matriks kompleks

sesual dengan entrinysa, bilangan riil atauksh bilangan

kompleks.

Conteh 2.1.1

Penyelesaian

B matriks berukuran 2 x 3
Matriks B dapat dipandang sebagail matriks koefisien dari
sistem persamaan linier

22X+ y -z = 0

,,,a,,,,,,,, E



x - 3y + 5z = @
atau sébagai matriks lengkap dari sistem persamsan linier
tak homogen

Zx o+ y = =1

X - 3y = §

Definisi 2.1.2

Matriks bujur sangkar A yang entri-entri nya a; = g,
untuk 133 diéebut matriks segitiga atas; matriks bujur
sanghkar yang entri-entri nya 3, = 0 untuk 1i<j disebut

matrikes segitiga bawah.
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Matriks N = 8 Q0 & _ ...0
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matriks diaganal.
Jika didalam matriks dl&gonallﬂ, a ., = a,,= Bog= - = gnnfk,

ﬁatriks ﬁ\diﬁamakan matriks shkalar; dan Jjika k = 1,

matriks /\ disebut matriks satuan dan ditunjukkan oleh In

Contoh 2.1.2

tn




Definisi 2.1.3
Yang dimsaksud 'dengan transformasi elementer pads
baris (kolom) suatn matriks A adalah sebagai berikut
(i). Pertuksran tempat baris ke i dan baris ke j
ditalis R (A L L
‘&ii)p iPéfgukéfaﬁlﬁembéf kolom ke 1 dan kolom ke j
ditulisg KN<A}
(iii). Hengalikan baris ke i dengan skalar »=0 , ditulis

hy,

H "(A)

1

(iv). Mengalikan kolom ke i dengan skalar A=Q , ditulis

(v). Henambah baris ke i dengan » kali baris ke i
ditulis HS’(A)
(vi}. Henambah kolom ke i dengan A kali kolom ke 3

ditulis K{T(A)

Theorema 2.1.1

Jumlah dari hasil kali entri-entri pada suatu baris

(atau kolom) dengan kofaktor-kofaktor dari baris (atau

kolom) lainnya adalah nol .Ditulis dengan lambang

2]
La A =0 atzau
1=1 3

1 5 i)
1]
o=

.20, 3iks p®q . ...(2.1.8) .




Bukti
841 aiz """ 84n
A - api apz """" apn
ani anz e am_,

Jika diurai sesuai dengan kolom ke p mempunvai nilai

det (4A) = apiﬁpi + aPZAp2+....+ apnépn

n
= I

a A .
j=1 PIPI

"Mié&lhyaﬂeleméﬂ'EA{aalaﬁwbéfis7ké?§"a&fi'A”aiééﬁtiwdéhééﬁwwrﬂ

elemen vang bersesuszian aqjdari baris ke q dimana p = q,
maka dua baris ini skan sama dan determinan baru vang
diperoleh menjadi nol. Karena & . = a ., maka (2.1.7)

Pl qi
menjadi

g = aqiﬁ . aqzap2+....+ "qn on
n
0 = a_ A .
j=1 P
. I
Jadi E_ aquRi= o,p=q . (2.1.8)
i=1
umwﬁgﬁé&ﬁ”ﬁéﬁééﬁﬁﬁﬂgﬁwkéiﬁﬁ”aéfiugggi;'iﬁiw“mm”m“
n : :
™ = -~
i anAjp .p=q ... (2.1.9)
i=1

Jiks p = q, maka (2.1.8) dan (2.1.8) menjadi




det (4)

nMya

2, ifoi
1 -

det (A)
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Definisi 2.1.4 :

.“ "A Ha£ri£sdtéR.ﬁ§i A dikatakan mempunyai rank r jika
paling sedikit satu dari minor bujursangkar rxr tidak sama
dengan nol, sedangkan setiap minor bujursangkar

(r+1) x (r+1), jiks ada adalsh nol.
Hatriks nol disebut mempunysi rank 0.

Contoft 2.1.3

~1 W
e

(LAY

Tiniau vank &, dimana A o [

el 6 Y

Penyelesaian
Rank dari A adalsh r = 2, karensa

1 2

= -1 = 0, sedangkan | A | = O.

" SUURN, S S

Definisi 2.1.5
_ Hatriks bujursangkar A, n x n disebut matriks non
singular jika ranknya r = n, yaitu jika | 4 | = 0.

Jika matriks bujur sangkar A, nxn mempunyal rank r#n,

CVETtn C jika  det (Y = 0. mabrive A dissbut  matriks

gingular,

Definisi 2.1.6




Jika untuk suatu matriks bujursangksr A terdapat suatu
matriks B sehingge AB = I, makas B dinamakan invers dari A

dan dinyatakan dengan A .

Theorema 2.1.2 :
I. Jika A suatu matriks tak singular berukuran n (ysitu
det (A)Y # 0}, maka terdspat tepat satu invers A"j

sehingga AA™Y = A'A =1 dan A" dinyatakan dalam

bentuk o
4]
m s (2.1.123%

i

.dimana. [A .1  adalah matriks. ,d,ar,i,,,,kofaktof,,,ﬁi,j,,,,dan,
[ALj}T = {Aﬁ] adalah transpoze-nva.
IT.. Dan invers matriks mempunyail sifat

¢(aBy ™ = g7ia™,

BaEETT — S : S ——

1. Pandang

41 aiz et ain Aii sz et Ain
. SR . 8 . A . e .
T 21 22 Z2n 21 22 Zn
AfA ] = . . . . . . . .
i] . . . . . . . .
a a L * & &
ni Nz ann Ahi Anz Arm

Pada aturan mengalikan determinan vang sama dengan
m;;ag;Iigéhm Mﬁ;;;gké:_”méi;;ég”wm;;;”“_é;i;;m_“maé£;£ﬁ£5;ﬁmwmm___ .
hasilnya ditentukan dengan mengambil jumliah dari
hasilksli elemen dibaris ke q pada determinan pertsma-

dah dikolcﬁ.ké p pada"determiﬁ&n kédué.'




n
Jadi 'cpq = ainpi + aqupz + ..+ aanpn: Ejiqupj
Tetapil menurut (2.1.8) dan (2.1.7)
| o » P ™ g
(84 =
S Vdet (A), p = q
sehinggs :
det(A) 0] cn 8]
- G det (A} R 0
A[Ai53 = . . .

0 0 o det(A)

Jika de;(ﬁ) 7 D_, maks

1 g

A[a.u.}T i 5 1

det (&Y : : :
g 0 o 1

sehinggas A B = I dimana

s o ATAL Y )
B = A" = —— v
_ det (A)
II. Misalkan x = (ABY .
___(AB) x = 1 {I matriks ssatuan)
A(Bx) = I (hukum assosiatif)
(Bx) = A"'.1 = a™* (Digandakan dengan A %)
(AT'AX(Bx) = AT (hukum assosiatif)
I(Bx) = A *
Bx = at
B *¢Bx) = B f.a"? (digandskan dengan B ')
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(B iB)x

= LA ‘(hukum assosiatif)
I.x = B '™
x = B '.a"
Jadi  (ABY 1 = B7'.a7F

2. 2. Ruang Vektor

Pefinisi 2.2.1 -+
Hisalkan V # 0 suatu hiﬁpunan.Jika V.meménuhi ﬁksioma
(i) s.d. (x) , nmnaka V dinamakan rusng vektor.
Aksioms tersebut ialsh
_ (1> untok semua x€V, yeV sda satu dan hanya satu zeV, yang

dinamakan Jumlah dari x dan y dan ditulis: z = x + y

vang dinyvatakan oleh ax
(131) x + (y + 2) = (x + ¥y} + = (sifat assosistif)
{iv} ada satu dan hanys satu vektor di V¥, yang dinyatakan

dengan 0, vang bersifat x+0=x untuk semua xeV,{elemen nol)

(v)_untuﬁwéemua x€V, ada satu danwhanya satu yeV seﬁgggggm

x+y=0; v dinvatakan dengan -x (invers penjumlahan)

Jadi x + (-x) = 0. - (elemen negatif)
Selanjutnya ditulié X + (—&) dengan x - V.

(vi) 2+ vy = v + X (sifat komutatif)

vii) a (Bx) = (aB)x, aeR, BeR, xeV.,

{(viii) sds elemen satuaﬁ ditulis dengan 1, sehingga 1x = x

untuk semua xeV - {elemen satusn)
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(ix) o (x + y) = &ax + ay, o=k, x=V, vyeV¥
(distributivitas elemen V)
(x) (a0 + B)x = ax + Bx, oaeR, peR, xeV

{distributivitas elemen R}

Contoh 2.2.1
R" = {fx .x ., ..., x 1, xR, i=1, 2, ..., n} sadalah

himpunan vektor baris berkomp onen n, dengan ocperasi

1}

(XaXpm ooy X 34(Y Ly, 0.0, ¥, ) (R, +Y, X4, 000, X 4y )

alx , %

. . ey xn}

(axi,axz, cees QXD

2? )

-adalah ruang vektor:terhadab R.

Definisi 2.2.2

n
Jika x = ¢ A&, maka x dinamakan kombinssi linier

. 1
L= %
dari himpunan vektor-vektor {ai, Bos o an}.
wommpunan-fag e s rrryE Y U dinamakan T bevgantung  iinier
Jika ada skalar &, i=1,2, ..., n yang tidak semus nol
D
sehingga ¥ a s, = g
i=a

Himpunan vyang tidak bergdantung 1linier, disebut bebas
. n
linier. Jadi {ai, Bos eney an} bebas linier, jikas E aa =0
' i=4

_dipenuhi oleh & =0, i =1,2, ..., n.
Himpunan yang terdiri dari vektor 0 : {0} dalam v adalsah
bergantung linier, karens untuk setisp » e R, didapat'

» 0 =0, sedangkan himpunan {a}, a = 0O, selalu bebsas
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linier, karena jika A a = g, maka A = 0.

Conteh 2.2.2.

Tinjan vektor-vektor v = (1,

2, -1) dan V = (6, 4, 2%

di dalam R>. Perlihstkan bahus

w = (89, 2, 7y sadalash
koﬁbinési iiﬁier”dari d"dan v dan bahwa w' = (4, -1. 8)
bukanlah kombinasi linier dari u dan v.

Penyelesaian :

Agar w merupakan kombinasi linier dari u dan v, maka
- harus ada ki dan kz .sehingga w = ki u + kz v, vakni :

“1) + kZ (8: 43 2)

(8, 2, 7> k1(1’ 2,
atan (8, 2, ")

H

(k1+6k2, 2k1+4k2, -k1+2k2)
I&+5kz= g; 2k1+4k2= 2; —k£+2k2= 7
k= -3, k =

4 2 2 sehingda w = -3u + 2v

. Agar w' merupakan kombinasi linier._ dari._u..dan..wv,

herus ads skalar k1 dan k_ sehinggs w' = kiu + kzv ;

vaitu : (4, -1, 83 kx(i’ 2, -1) + kz(S, 4, 2)

(4, -1, 8)

t&+“8kz, 2k;+'4ké, 4kﬁ# Zkz
— k1+ Skz = 4

2k + 4k _= -1
1 2

Sistim persamaan ini tidak konsistén, sehingga tidak adar
skalar yang seperti itu.

* W bukan kombinssi linier dari u dapn v.
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Defipnisi 2.2.3

Jiks Vs Vy s eees Vo adalah vektor-vektor di dslam
sebuah ruang vektor- -V dan jika tiap-tiap vektor di dslsm V
dapalt dinyatakan sebagai kombinssi linier dari Ver Vosis,

%r&méka'dikatakahIvektor%vekfdf iﬁi.ﬁeféﬁiané f;

Definisi 2.2.4
Misalkan V ruang vektof dan S <« V, maka S dinamakan
himpunan basis dari V¥V, jika (i) 8 himpunan bebas linier

(1i) S merentang V.

Definisi 2.2.5
Banyaknysa vektor dalam basis dinamakan dimen=zi dari

ruang vektor V. Ditulis dim V.

Sebusah ruasng vektor taknol V dikstskan berdimensi

higga Jjiksa memuat nimpunan dari vektor-vektor

-{vi,vz,...,vn}-yang membentuk sebush basis.

Definisi 2.2.7

tak berhigga jika tidak memuat himpunan berhinggsa dari

vektor-vektor {vi,vz,...,vh} vang membentuk sebush basis.

14




. .adslah basis dari.R

Contoh Z2.2.3.

Tunjukk=sn bahwsa

.

L

QOO
= OO0

OO
[an B e S SN an

Penyelesaian
Terdapsat Ki ;1 = 1,2,3,4 sehinggs A e 4+A e2+?\.3e9+7x4e4 = Q

1 4 ) 2
. = T A= k= = A =
karena €,,8,,8,,€, 2 , wmaka . 2 ka ‘ 0,

Jadi A bebas linier. | e S

sedangkan- % P + Kzez + kaes + K4e4 ;X eV

Jadi A merentang V. LW (2D

Dari (1) dan (2), maka A basis dari R*.

Definisi 2.2.8 :

Himpunan W dinamakan ruang bagian dari ruang vektor V

Jika @ (i) W >0 , WcyV

(ii) ox+ay €W, untuk semua xeW, yeW, aeR, eR.

Contoh 2.2.4.

Perlihatkan bahwa himpunan ¥ dari semus matriks 2x2 =

vang mempunyail bilangan-bilangan nol padsa diagonal
utamanya adalah sebuah ruang bagiasn dari ruvang vektor sz

dari semua matriks 2x2.
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Penyelesaian :

a 8, g b12
Misalkan A = , B = adalsh sebarang
3210 b210

dua matriks didalam W, dan %k adslah sebsrang skalsr.

kA = 0 .kaiz . A+ B = O ‘aiz.faiz. .
_ ka21 g i’ . a:1+b21 0 

Karena kA dan A + B mempunyai bilangan-bilangan nol pads

Haka

diagonal utama, maks kA dan A + B terletsk dalam W. Jadi W

adalah sebush subruang dari Mzz.

Definisi 2.2.9 :
Misalkan V:(F) dan V:(F).dua ruang vektor. Jumlahnya
adalah keseluruhan vektor4vektor X + Y dimana ¥ di V:(F)

dan Y di V:(F}. Jelas, ini =adalah sustu ruang vektor,

disebut ruang jumlah V:(F). Dimensi s ruang jumlah dus

~-ruang--—bektor —tidak--melebihi-jumlah-dimensi-keduanyg -

Definisi 2.2.10

Misalkan V:(F)'danlv:(F) dua ruang vektor irissn dus

ruang vektor adalah vektor milik bersama kedus ruang itu.

Jika X adalah vektor milik bersama kedua ruang itu,

“demikian Jugs aX. JFika ¥ dan V adalsh milik bersams hedus

ruang demikian juga aX + bY. Jadi irisan dua ruang adalsh
suatu ruang vektor, disebut rusng irisan Vi(F).

Dimensi rushg dirisan dua ruang vektor +tidsak dapat

i8




melebihi dimensi yang lebih kecil disntara dua ruang itu.

Definisi 2.2.11:

Jika F : V —— ¥ adalsh sebuah fungei dari ruang
vektor V ke daslam ruang wvektor W, maka V dinamakan
transformasi linier, jika :
(1Y F(utv} = Fluy + F(v) untuk semus vekior u dan v di

dalam V.

(ii) F(ku) kF(u) untuk semua vektor u di dslam V dan

semua skalar k.
2.3, Sistim-sistim Karakteristik.

Definisi 2.3.1

Jika A adalah =sebush matriks nxn, maka sebush vektor

_vang._ tidak _nol _x.  dalam. . R’ _dinamakan. sebush.. . vektor. .. ... ... ..

karakteristik dari A jika Ax adalsh kelipatsn skalsr dsari

%x; vaitu Ax = Ax , untuk suatu skalar Ax. Skalar M

dinamakan harga karakteristik dari A, dan x disebut
sebuah vektor karakteristik yang bersesuaian dengan .

Harga-harga karakteristik dan vektor-vektor Lkarskteristik

Tt SISt T RaFaltBFIS LR ARFL A =

Definisi 2.3.2

Misal A = [aij] matriks bujursangkar berordo n.  MHaksa

17




determinan dari matriks (A - AI)

~-A
aii 12 in
8 a e -1
21 22 2n
P A-XT14 =
a a a -A
ni n2 nn

disebut sunku banyak karakteristik davri A Dan petSamaaﬁ
£(x) = |A - XI| = O disebut perssmasn karakteristik A.

Akar-akar dari A vaitu Ai, by hn disebut harga-

57 LU |
harga hkarakteristik A.

Jika A = Ai adalsh harga harakteristik A, maks persamssn
Ax = Ax mempunvsi solusi-soclusi non trivial vang

bersesusaian denganwharga~hafga—karakteristikwAr

Contoh 2.3.1

Carilah harga-hargs karakteristik dasri A dsn vektor-

karakteristik vang bersesuaian dengan: harga-hargs

 karakteristiknya, jika
A = 0 2 1

1 G 3

Penyelesaian :
det A - AI|

1-x o 8

S S — hl.. .Dm..v.v ‘...,.8‘, S U VSO

e 0 21 1 = (2- x)}(l Ay 8 i

T TR
= (2-A) (5-2) (1+x) = O

Harga-harga karakteristik : XA = -1, x = 2, N = 5,

Vektor karskteristik vang bersesuaian dengsn » = -1

18




diperoleh dari

1-x 0 8 ) a
0 2-X 2 = 5]
0 3-A s 0
2 0 8 X, g 12
o Jad i o 3 1 Xz - g o x, = i
1 g 4 X, 0 -3

Vektor karakteristik yang bersesusian dengan A = 2

-1 it} 8 X, ¥ iz
1] g 1 X, = 0.1 == X, = 1
i a 1 X, g -3

Vektor karakteristik yvang bersesusian dendan A = 5 :

-4 g 8 X, o 5
D‘ -3 1 X, = | @0 = X, = 1
1 g -2 X, G 3

2.4, Matriks Tak Sempurna

Definisi 2.4.1

Sebuah matriks A berukuran nxn vang tidsk mempunysi

sejumlah n vektor karakteristik .. yang bebss linier .. .

dikatakan sebagai matriks tak sempurna.

Defipisi 2.4.2 :

Jika n akar-askar dari persamsan karakteristik vang

bersesuaian dengan matriks A, nxn adalah harga-hargs dari

», vang berulang k kali, maks X, disebut sebuah harga
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karakteristik dengan keragaman m, = k.
Ruang bagian Vo ada dalam Vo disebut sebuah

karakteristik dari A

20

ruang bagian






