BAB 11
FUNGSI TERUKUR

3.1 UKURAN

Pertama didefinisikan sebuah himpunan U dan sebush
kalas & yang mérubakan himpunan bagian - himpunan bagian
U, sehinggaISetiap kejadian A diartikan sebagai beberapa

himpunan bagian dari U termasuk dalam &. Karena  sebarang

kejadian A diartikan sebagai gabungan { " union ) _
elemen-elemen dari U yang termasuk dalam A, +titik-titik

~dalam himpunan U disebut Elemen kejadian (Elementary-

Events) dan himpunan U disebut ruang dari elmentary event.

Kelas & adalah sebuah himpunan dari kejadian-kejadian A.

Definisi 3.1.1
Sebuah aljabar dari himpunan-himpunan & disebut

sebuah o¢-aljabar Jika untuk sebarang barisan dari

himpunan-himpunan Ae @, untuk k = 1, 2, 3, ... , U A,
k=1
€ ©. Himpunasn A € & disebut terukur pada < atan
©-terukur (karena A = U A , irisan dari sebarang .
k=1 k=1

kumpulan terhitung dari himpunan -~ himpunan yang termasuk .

dalam € juga termasuk dalam &y

Teorema 3.1.1

~Untuk setiap klms dari himpunan-himpunan # terdapat
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sebuah ¢o-aljabar € terkecil memuat .

Bukti :

e—aljabar ini disebut o-aljabar yang dibéngun‘oleh
klas #, dan dinotaesikan dengan o{#}. Adalah mudah untuk
membuktikan keberadaan dari o-aljabar seperti | itu.
Térdépét... UualjaSér—&—aljabar memuat -ﬂ; ' Untuk
menunjukkannya cukup mengambil klas dari semua himpuﬁan
bagian-himpunan bagian dari himpunan . ~atatan bahwa
irisan dari sebarang himpunan co-aljabar ‘adalah zebush
o-zljabar, terlihat bahwa irisan dari semua o-aljabar

memuat & adalah ¢-aljabar minimal yang memuat #.

 Misal bahwa untuk setiap himpunan A dalam kelas

tertentu dari himpunan-himpunan #, dengan & < & ,Ldi-
tentukan sebuah bilangan berhingga (definite) W = W({a),
vang mungkin - atau +®©. Ini memberi definisi fungsi
himpunan W.pada-ﬁ into himpunan bilangan-bilangan real
A — W = W(A).

befinisi 3.1.2

Sebuah fungsi himpunan W dikatakan additive {atau
additive berhingga) Jika diasumsikan harga-harga tak
berhingga (infinite) dengan hanya satu tanda dan Jika
untuk sebarang barisan berhingga dari himpunan-himpunan A&

1, 2, ...,n) merupakan pasangan saling

il

i

o untuk k # r, k.,r= 1, 2, ;..,nJ- dan @

'menunjukkan Himpunan kosong sedemikian sehingga :
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™

UAe »

=1Ak
Didapatkan bahwa

n

v (U a) = 3

k=1

Jika persamaan ini dipenuhi untuk sebarang kumpulan

countable (terhitung) dari himpunan-himpunan vaitu Jika :

W [ u ] = ¥ W)

k=1 Ak kz; Ak
Untuk sebarang barisan dari himpunan-himpunan Aﬁe s, di
mana A&ﬁ A%: g , kx#r, untuk k,r = 1, -2,- . « R,

sedemikian sehingga :

) éxr'
=1Ak

maka fungsi himpunan W = W(A) dikatakan countably additive

(atau completely additive).

Definizi 3.1.3

Sebuah fungsi himpunén non negatif o = #(A}‘ Yang
countably additive didefinisikan rada sebuah o-aliasbar
dari himpunan-himpunan € dan memenuhi u(B) = 0 dinamakan
sebuah ukuran. |

Jika sebuash o-aljabar dari himpunan-himpunan &
didefinisikan pada sebuah himpunan U dan sebuah ukuran u
didefinisikan pada &, maka'himpunan U dinamakan sehuah

ruang dengan ukuran { U, &, y } atau sebush ruang terukur.

Bagian terakhir akan dlapllkaelkan untuk =ebuah hlmpunan U C

dengan ebuah o— alaabar tprtentu dar1 himpunan-himpunan &

~dimana ukuran ¢ tidak diberikan.  Dapat dilihat dengan -
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mudah bahwa keadaan p(8) = 0 ekivalen dengan keadaan bahwa
H(A) tidak sama dengan + ® untuk semus A e <,

Seb.arang himpunan A € € dari sebuzh ruang dengan
ukuran { U, &, u } dapat dianggap sebagai sebuah ruang
dengan ukuran.{ A,GA , JJA} di mana @Aadalah o-aljabar dari ]
himpunan bagian-himpunan bagian A dari bentuk A A B untuk "
sebarang himpunan bagian { subset ) B dari € dan QA(C) =

H#(C) untuk setiap C e @A.

Teorema 3.1.2

a. Jika A dan B > A termasuk dalam &, maka p(A) = p(B),
dan jika w(A) # © , maka p(B\A) = u(B) - H(A).

b. Jika {A } adalah sebuah barisan infinite atau
countable ..himpunan—~himpunan yang termasuk dalam @&,
maka p [ UhAnJ = Z‘ ;JV(AT‘)

c. Jika {A } adalah sebush barisan naik dari

himpunan-himpunan dalam © vaitu jika Am-i:' An untuk

n=1,2, . .. maka
Limu 4, )= [0 a) (1)
N3
d. Jika {A }, untuk n = 1, 2, .... adalah sebuah

barisan turun dari himpunan-himpunan dalasm & dan
Jika H(A ) < wmaka :
Limu A ) =n( na) (2)

[als 26 )

Bukti

a. Jika B\A € & dan B = A U (B\A) (untuk A < B), maka
H(B) = p(A) + u(B\A)
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n-i

b. Diambil C, = Adan C= A\ [ U Ak] untuk
R =1
n-=2<2., 3. ... Himpunan Cntermasuk dalam & dan

mereka pasangan disjeoint { yaitu Cnn Crz o  untuk

DCh = 0 Ah dan ;J(Ch) = u (Aﬁ) maka :

n=1 (AR
w{ Ua J=ul Uc }=Yuecys Juam)
- n=1 n=1 n=1 n=1
c. Jika A< A untuk n = 1, 2,... ,diperoleh
C.= A\py, dan H(C ) = w(A) - (A _),
Jika H(Ah_i) = w. Misal bahwa ;J(Ah_) = untuk
setiap n dan AO = @, maka :
(3 a) =3 wep =3 uay - ]
-1 Nn—-1 n~%
, S L pim ;u(A;) L ,
P—3C0

Pada bagian lain , jika p(A  )=o untuk n = n , maka

0
untuk n > n  secara langsung diperoleh H(A ) = ®
dan w LU An]: o,
=1
d. Diambil B = ANA untuk n = 1,2, ... - Himpunan

Bntermasuk dalam o-aljabar &, mereks menambah sifat

monotoﬁ (yaitu B <« B. } dan dari {c),
n n+i

u{ Ug )= Limus)
n=4 N—300
Pada bagian lain, a A= AN\ Can maka :
n=1 n=1

u{n ) =u@)u(U8] = ua) - Lin u(B)
n=t I Lorow
= n(A))- L’im"[p(Ai') - u('An"')]_'"

n—*00
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= Lim “(Ah) =
n—>00

Definisi 3.1.4

Diambil {A } untuk n = 1, 2, ... menunjukkan sebuah
barisan tak berhingga himpunan-himpunan. Limit superior
(Lim A )dari barisan {An}didéfinisikan sebggai himpunan
vang terdiri dari titik—titik_délam_u yang_ﬁermasuk dalam-‘
beberapa himpuna A vang tak berﬁingga.' Sédanékan iimit
inferior (LimA ) dari barisan {4} didefinisikan sebagai
himpunan ti£ik-titik dalam rusng U yvang +termasuk dalam

gsemua himpunan Ah yang berhingga ,untuk n= 1,2, ...

Lim 4 =n U &
n=ik=n o

Lim A =Un 4
n=dl=n

Jika sebuzh b

)

risan {A } , wuntuk n = 1,2, ...

adalah sebuah barisan naik {(increasing), maka Lim Ah = Lim

A = iiAn- Jika 4 A } adalah barisan turun {decreasing)
nzi .

maka Lim Ah = Lim An :r}Ah. Dari definisi 1limit superior
[g = 3 :

dan inferior , limit superior dan inferior dari -barisan

himpunan - himpunan yang termasuk dalam o-gliabar € juga

termasuk dalam €. Jika u merunjukkan sebuah ukuran pada <,

maka dari pernyataan (c) dan (d) (theorema 2) bahwa

u( m.An ] = Lin [kghak ] - (3)
dlpen )= mmp (n)

dengan persamsan 3 berlaku Jika ukuran u berhingga,_
- Berdasarkan definisi ‘konvergensi dari suatu barisan

himpunan—himpunan bahwa untuk setizp titik w e U termasuk
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dalam hanya pada bilangan berhingga dari himpunan'Ah atau
termasuk dalam semu=a Ah untuk beberapa n dan setiap

barigsan monoton adalah konvergen. Karena :

" [ nAk] su(Aﬂ)Su][ UAk],
k=n k=n
dan dari persamaan (1) dan (2) bahwa untuk setiap barisan
konvergen {Aﬂ}mudari himpunan - -himpunan Ahdan~-satiép"
ukuran ~ berhingga
# { Lim A ) = Lim u(Ah)
Pergamaan ini diperoleh dari.:

1. Jika A adalah barisan naik maka Lim A = U An
n : > n=41 .

# (Lim A ) = p [ G An]
' n=i

= Lim H(A ) (dari persamaan 1 theorema 2).

2. Jika An adalah barisan turun, maka Lim Ah = An
N LEF

H (Lim Aﬁ) = M [ N Ah }
=4

= Lim “(An) (dari persamaan 2 theorema 2).
n=0n

Perhatikan sebarang fungsi-fungsi - Countably -
additive yang didefinisikan pada sebuzah o-aljabar &, yang
disebut sebagai harga-harga. Karena setiap harga adalah
bengurangan antara dua ukuran, konsep tentang. hargawhargar

menghasilkan konsep tentang uvkuran—ukuran.

Definisi 3.1.5

Untuk sebarang A € & » besarnya

CW(A) = Sup W(A®) . ; W(A) = Inf W(A-)
” A'CA; A= A'Ch;A B

disebut.variasi positif dan negatif dari harga W pada
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himpunan A, dan besarnya |[W|- (4) = WAy +  wW(a)
dinamakan variasi absolut. Untuk sebarang A € & ,
(Wl (A) = |W(Aa)|
Dari definisi bahwa W dan W adalah nonnegatif dan - fungsi
himpunan nondecreasing : jika A < B, maka
0= W(A) £ W(B)
- S

+ : o+ +
W“(AIU A) = W(Ai) + W (A)

Definisi 3.1.85
Sebarang harga dapat digambarkan sebagai

pengurangan dua ukuran

W (A) = W) -  wi(a)

3.2 SYARAT FUNGSI TERUKUR

Sebuah wvariabel random dapat dianggap sebagai-

sebuah fungsi dari =zebuah  elemen kejadian (elementary
event), & = f(u), u €. Pada -theory dasar Probabilitas
sebuah variabel random ¥ secara lengkap ditunjukkan dengan
fungsi distribusinya F(x) = p { ¢ « % }. Jika dalam theory
Probabilitas digunakan elemen kejadian { & < x } maka
dalam ruang dengan ukuran digunakan himpunan { v, f(ui<x te
Selanjutnya untuk membicarakan sebuszh fungsi distribusi
dari sebuah variabel random, himpunan { u, f(n)y < =x H

harus untuk sebarang real X termasuk dalam &, Pada"bagian

ini akan dipelajari klas dari fungsi - fungsi yang.

didefinisikan pada raang teruvkur { U, &,  p } dengan

-sifat-gifatnya.
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Definisi 3.2.1
€ menunjukkan sebuah o-aljabar dari himpunan-

himpunan dalam ruang U. Diambil F{u) menunjukkan - sebuah

fungsi yang di definisikan pafda gebuah himpunan ©S-terukur

M dan dapat diasumsikan harga-hargs real (kemungkinan =
Wy, Masing—masing fungsi f(u} dikatakan ©S-terukur Jika
untuk ‘sétisp real x himpunan { w ; F(u) < x t adalah

G-terukur.

Corollary
Jika f(u) adalah fungsi @-terukur , maka untuk

setiap %, himpunan

{u;.uEM,f(uJEX}.; {fusueM, fu) >x }.

,{u;'ure‘M,f(u,)Zx} ,'{u;uEM,f(u)=x}
» fusuelM, s fu) < b}, dst. ’

adalah @-terukur.

Bukti

1. F(u) adalzh @-terukures untuk sebarang real pd
| himpunan { wu; f{u) = x ¢ adalah S-terukur .
Jika f(u) adalah &-terukur, maka untuk masing-masing
bilangan real x himpunan { w; sf(uw) < x t adalah
Q;terukur (definisi 1). ﬁaka komplemen dari himpunan
{u; F(w) < x ¥ yaitu { u; fw) = ox + adalsh

S-terukur. Sebaliknya juga demikian.

2. f (u) adalah S-terukur < ‘untuk masing-masing bilangan %

‘himpunan { w; f(u) £ % } adalah G-terukur. Jika f(u)
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adalah @€-teruvkur maka himpunan { u; f(u) < x + —%— H
adalah ©-terukur untuk n = 1,2,... sehingga

a{ u; f(u) « x+—% = {4 w; f(uw) £ x } adalah
n=1

@-terukur. Sebaliknya juga demikian.

3. /(u) adalah &-terukur == himpunsn { u; f(u) = =x o

adalah ©-terukiur untuk masing-masing bilangan real',
Tw flwy ==t =4 w Fw)zxtndu Flu) <x}
Karena himpunan-himpunan pada TUAS kanan adalah

C-tervkur maka irisannyva juga merupakan ©-terukur.

Teorema 3.2.1
Diambil { f (u) , n = 1,2, ..., uwe ! } menunjukkan
sebuah bELI"].Sd.n dari fungsi Gmtprukur- Maka Lungalmfungul :

Sup f,(u) , Inf f (w, Lim /, (w) , Lim /_(w)

1] ™ n

adalah ©-terukur.

Buktis

Dipercleh dari relasi - relasi

{us;u e M ,Sup f.(w) »xi hgi{ wueM ,f (u) >»x }

Jusu e M, Inf fw) <xp = U{ vsuen S (u) < x }

{us;u € M le f () <= } = U U n {usu eM S (w) x——_— ¢
k=in=1j=n

{usu € M ,Lim f(u) »x | o= U U n {usu eM L7/ (u)»x+—~} =

: n k=in=1j=n

Definisi 3.2.2

Fungsi indikator X (u} dari sebuah himpunan A
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didefinisikan sebagai sebuah fungsi yang sama dengan 1

untuk u € A dan ssms dengan ¢ untuk B & A, Jadi bisa

dinyatakan -
{ 1 Jika u e A
X (u) =
A
O Jika uw = A
Catatan :
xAnB(u) = X, (u) X, (u)
XkUB(u) = x;(u) + xg(u)_ ( AnB=p)
x: (uy =1 - Xk(uj
o = Mmox, (w
T . n
*iim 4 = Lim X, ()

—_— - R n

Definisi 3.2.3
Sebuah fungsi S-terukur » F(u) dikatakan "fungsi
sederhana” jika didefinigikan pada sebuah himpunan M € &

dan diasumsikan harga-hsrga Bos &

2 ~--5 & (untuk a = a.,
2 nt 1 b
Jika i # j, untuk i3 = 1,2, ..., n}. Ambil himpunan Aj‘ =
{usueM f(u) = a, t untuk :1,2;..-,n . Maka A,
adalah S-terukur dan | ‘
rn
AT YN NYC . ue M (1)

dengan x; (u) adalah fungsi indikator darj himpunan
J
A;. Setiap fungsi. vang dlgambarkan dalam bentuk (1) ‘

"merupakan fung51 sederhana yang dldeflnlslkan Pada M.
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Teorema 3.2.2
Untuk sebuah fung=i f(u) ( antuk e M € & )

@-terukur Jjika dan hanya jika limit dari barisan fungsi

sederhana konvergen di mana-mana {everywhere) pada M.

Bukti :
Syafa.t perlu ( = )
Fungsi f(u) ©-terukur =—— - limitnya kon\(ergeﬁ

everywhere pada M. Dapat diambil

A, 2" N ={ v iueM, Ff(z)<-N}
AN,}{ = { u; uvweE M, k;i = Ff(uy < kN. }':
2 2
k=-2"N+1, -2Nu+z, .., 2NN,
A, 2 B+l ={usuel, f(u) 2 N},
N
G
felu) = o ?CAN k(u), u € M,
N El
k=-2" N
Maka | f, (u) - f(u) } < 27" jika | f(u) | N, F,(u) = N

dika f{(u) = N dan f'N(u) < =~ N jika f(u) < - N. Maka dari
itu Lim £ (u) = 7F(u) , u e M. h
Syarat cukup { e—m—— l)
Limit sebuah barisan fungsi sederhana  konvergen
everywhere pada M = fungsi 7(u) adalah @—terukur-r
Bukti syarat cukup mengikuti theorema 1 : o

Barisan fungsi sederhana konvergen sverywhere pads
M maks : |

o Limf o= AW, ue M

dan dari definisi limit inferior dan superior bahwa sebuah
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barisan konvergen jika
Lim fN(u) = Lim fN(u) = Lim fN(u) = f{u)

Dari =ini diperoleh bahwa fungsi f(u) adalah ©-terukur.

Jika f{(u) adalah non negatif dan S-teprukur maka -

F{(u) adalah limit dari barlsan tldak turun yang konvergen

everywhere, dlmana f(u) adalah fung31 seéderhana. Dari sini
diketahui bahwa fungsi-fungsi fN(u) merupakan sebuah

barisan tidak turun dengan beberapsa bilangan N.

Definisi 3.2.4

Ambil M menunjukkan sebuah ukuran dengan daerah
asal dari definisi &. Dua fungsi F dan g dlk&takan
e¢kivalen (lebih tepatnya Iy, eklvalen) pada sebuaﬂ himpunan
M e &, jika himpunan

={usueM, Fflu) ® g(a) t adalah ©-terukur  dan

H{A) = 0.

Definisi 3.2.5

Sebuah o-aljabar dari himpunan &€ dikatakan lengkap
{(atau u lengkap atau  lengkap terhadap ukuran u) Jika
sebarang himpunan bagian N dari himpunan N dengan ukuran
H , 0 adalah ®S-terukur »  vaitu jika relasi N < N, Ne 6
dan 4(N} = 0 menyatakan :

r

N « &
Ukurun M dldpilnlulkdn pada  sebuah ,ﬁﬁlengkap.
O—alJabar dari himpunan-himpunan adalah Juga dikatakan

lengkap. Sehingga w(N 'y = 0.
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Teorema 32.2.3

Jika € adalah sebuah H-lengksp o-~aljabar, jika F{u)
untuk u = M, adalah sebuah fungsi S-terukur dan Jika
fungsi-fungsi f(u) dan g(u) adalah ekivalen pada M, maka

g(u), untuk w € M adalah Juga S-terukur.

Bukti :

| Dari theorema sebeiumnya bahwa untuk'sebarang real
a, maka :

tusueM, gw)<ap=4{u:uek, flu) <a AN UN,

dengan N dan N ‘adalah himpunan bagian dari himpunan

N={u uw e M, Ffu) = g .}' dengan ukuran u,0.

Berdasarkan kelengkapan dari  ukuran, himpunan

{.u.; ﬁ €M, g(u) < 2 } adalah S-terukur.

Himpunan dari semua fungsi-fungei S-terukur
didefinisikan pada M dan ekivalen pada fungsi vang
diberikan f(u) merupakan klas ekivalen yang lengkap dari
fungsi-fungsi. Dalam beberapa masalah tidak ada titik
yang membedakan (khusus) diantara fungsi-fungsi ekivalen,
maka kata “fungsi® ‘berlaku untuk ° semua klas dari
fungsi-fungsi ©-terukur vang ekivalen terhadap yang lain.

Sifat tertentu dikatakan memenuhi "H-almost

everywhere” pada M jika ukuran # dari himpunan titik-titik

vang tidak diberiken atsu tidak didefinisikan dianggap

Sama dengan O. Contohnya, jika dua fungsi f dan g ekivalen

:_Qadé_M,.dikatakanwbahwa.f dan g - sama "/ serupa u-almost

everywhere (u hampir di mana-mana) pada M.

Sebuah barisan dari fungei-fungsi f.(u) untuk n=1,2

E BRSNS
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dan u €M dikatakan konvergen p-almost everywhere ke fungsi

f(u) pada M, jika ukuran y dari himpunan titik-titik n e M

dengan Lim f o (u)tidek ada atau tidak sama dengan f(u)
Nn—0

adalah sama dengan nol {0).

l Jika memenuhi sifat u-almost everywhere pada sebuah
himpunan M, dapat diyatakan  dengan (mod Qi sébégéi
pengganti p-almost everywhere. Méka jika‘f dan g adalzh
ekivalen pada M, dapat dinyatakan dengan f(u) = g(u),n e M
( mod #). Dengan cara yang sama, jika { fn(u)} konvergen
ke f(u) p#-almost everywhere péda M, maka dapat dinyatakan

Lim ¥ (u) = f(u), ue M {mod ) . o
n-—-—>mh-






