BAB II

MONIC MATRIK POLYNOMIALS
2.1 Pengertian .
Monic matrik polynomials adalah matrik polynomials

_ . .
bujursangkar dengan bentnk. L{XN)=Y AR dimana Ag, Ay,

...,Ag adalah matrik-matrik skalar berordo nxn, dan Az =I
(matrik identitas). Monic matrik polynomials dengan degree

£ dapat ditulis

£ -1 .
LAYy = IN + ¥ ARA e, (2.1)
_ i=0
Contoh 2.1
3 2_
L(A) = LN A=A
A2-A A8
[1 0}.2 . Jo 1}.2 0 -1 00
lo 1]?‘ *'[1 0]" ¥ [1 D-I?‘ * [o o-‘
- =~ [ - = - - -

L(7\) adalah monic matrik polynomials dengan degree 3,

dimana A, = [8 g],A1 = [2 “é]:Aa = [Ell é-‘:ﬁs = [é U]:I
J

L

(matrik' identitas).
2.2 Eigenvalue dan Eigenvektor Matrik Polynomizals

Definisi 2.1:

£ j '
L{A)=L A;» adalah matrik polynomial, dimana Ag,As,
j=o '

...A; masing-masing adalsh matrik beruvkuran nxn.
Dengan determinan L(X), vang selanjutnya ditulis

det L(\), merupakan polynomial dengan degree tidak

w..lobih. dari..né.. Akar-akar polynomial vang . _memenuhi
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det L(A) = O disebut eigenvalue uﬁtﬁk matrik
polynomial L{A). Himpunan vang memuat eigenvslue-
eigenvalue darﬁ matrik polynomial L{A) ditulis
o(L) = {xg|XNy adalah eigenvalue dari L{(\)}.

__DefiniSi 2;2;

Vektor x dimensi-n yang tidak sama dengan nol, vang
memenuhi L{xgx =0 L ... (2.2
disebut eigenvektor untuk matrik polynomial L{A)} yang
terkait dengan eigenvalue A,.

~Contoh 2.2

‘Pandang L{A) dengan bentuk

2 -
LAY = 2232 -3 1]
A3+4 A
‘ _Jool.e 1ol 1o [-3 1
“lre™ Too)r TloiMt a0
Det L(A) = rxZsa-3n-2%-4

AZ-3a-4

Bigenvalue—-eigenvalue dapat dicari dengan det L{A)=0
AN - 3. -4=0
(N - 43N + 1) = 0

Ay = 4, Ap = -1, maka o(L) = {4,-1}

Selanjutnya dicari eigenvektor yang sesuai dengan
. ' _ . Hgq
elgenvalue A,=4 ambil x,= % = 0
. 12

_sehingga memenuhi




sehingga memenuhi .

N 17 1 Xyq _ 0 3 Lo {\“x_. . r"i".
L(4)X1 - [88 4] [xiz] - [ 8] ] F "\\ o < ‘

maka diperoleh oot
. A
17}{114' X4z =0 ... ( L) \ . ‘-— ooy -
B8x,,+ 4%, = 0 L.l (i)

Persamaaﬁ (1':}. dan (ii) berkelipatan, sehingga rank
L(4) kurang dari n wvariabel (1<2).

Karena itu cukup diambil satu persamaan, misal:

17%,,+ X432 = 0, dapat dipilih x4 = ¢, X4, = -17c,

¢ = konstanta ®# 0,sehingga

X, = c = o 1 ) | _ : - v o
1% 117¢ -17 , L, e

e

N

Eigenvektor yang sesual dengan A, = -1,

bls
ambll x, = I-ﬂ] = 0

ana
sehingga memenuhi L{-1)x, =[_33 _11] '[zzi} =[8]
22 )
maka |
“3Xpy * Koz = 0 i (i)
3xpy =~ Xea = 0 oLl (ii)

Persamaan (i) dan (ii) berkelipatan, maka cukup
diambil satu persamaan: -3Xpt¥Xa, = 0, ambil xp,=e,

Xap = 3C, sehingga x; = [300] E [ é ]

2.3 Companion Makrik

"Definisi 2.3:

" Pandang menic matrik polvaomial L(N) berukiran mxa




LAt z
L(\) = % Ap, didefinisikan matrik C berordo pé&nf /
j=0 \\H//

berbentuk
o0 I o0 o ]
0 0 I o
c = 1 (2.3)

6 0 0 ... I
‘“Ao _Ai —Aa . . . “Af_i

L . . . o

matrik C diatas disebut companion matrik, dimana O
adalah matrik nol.

Contoh 2.3:

LA

1

A-2 AZ+d

A2+l A ]
L .

_frol,e, [o1 Jr o0
= lg 1]?‘ + [1 o]" + [-2 4]
] .

n =2, £{= 2, maka ordo C adalah 4

(6 o 1 0]
0 g 0 1
C = :
-1 0 0 -1
~ 2 -4 -1 0
\x ﬁfhwf“muuﬁ
2.4 Jordan Chains (Rantai Jordan) o
i . T
E : / ~
I Definisi 2.4 :/ ~ . o
N i =\"1‘»;: ‘ : s B o )
\ Barisan’ vektor-vektor ‘dimensi-n 7 Xe, Xgs ... X

v

\\\\& dengdan X, bukan vektor nol, ysng-memenuhi persamaan:

i " i e \
T L% = 0, 1= 0,1,...,k ... (2.4)

o
“dengan L®(n,)- adalah derivatif “tingkat<o dari L(X\)

ke-—-}., i20,1. .., i dan sesuai d_engan el_genvalue?\.o




I?
disebut rantai Jordan dengan panjang k+1, untuk

monic matrik polynomial:

£ £-d 3
LAY = In + 5 AN,

j=o

Contoh 2.4:

.A. bl . L()\) . ..;\2 0
i =
o A AZ
=

det L{(A) =
Eigenvalue~eigenvalué dicari dengan det L{X)=0
4

A= 0

D maka o(L) = {0}
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KO
Eigenvektor dicari dengan persamqan (2.2):
L(x)x = 0, dimana Ay = 0 maka L{(0)x =0
Sehingga setiap vektor dimensi-2 yang tidak sama

dengan nol adalah eigenvektor dari L(K).

Xoa -
Ambil x4 = e £°\ {0}
x02J .
Xy
Eigenvektor umum pertams ambil x, = %
42
dan memenuhi persamaan (2.4) dengan i = 1

L (O)xo + L(O0¥x, =

0 ¢ Xos ]
1 0 Xo2
x, ada jika -~ Xey = 0 -dan - Xg = 0, dapat diambil

" sembarang konstan.




Aoy
Eigenvektor umum kedua ambil x, = [ ]

dan memenuhi persamaan (2.4) dengan i = 2

2L (0)xe + L'(0)%, + L(O)x, = O

i1l 0 0._. 0. 0tf X141 - |0 '.0" Xog .
+ + = 0
0 1ff X2} [1 off *= 0 0| ¥e2
dipenuhi bila Xoa = —Xg4» 392 dapat diambil

sembarang konstan.

Selanjutnya rantai Jordan diperpanjang dengan Xg,

- sehingga dengan cara yang sama untuk Xg

no
N

L NN

g: -

| IE—

memenuhi persamaan (2.4) dengan i = 3

PR i P ’
il (0% + zmL (0)x, + L(00x, + L(O)xg =

i
o

o ol[o 1 O Xg4 C 0 X2y
o+ +

{0 0] Foz 0 1)) *s 1 g ¥ee
o o] xa

+. =0

0 0 Lz
~dipenuhi untuk x,, = -x,;, dan x,, = O
Kontradiksi sebab  x,, = -%,, * 0, sehingga tidak

" mungkin ada xg.
Dari penyelidikan diatas dapat - diketahni bahwa

2

' : X 0
panjang rantai Jordan dari L(A) = | .| tidak

: dapat melebihi 3 dengan eigenvektor = x,

TR
e
iMoo
e
W —




: Xoa
Penyelidikan diatas untnk eigenvekior o = x .
o2
dimana X,z# 0 € R atau ¢
X0

Sekarang dipilih eigenvektbr vang lain yaitu Xxg= 0

Eigenvektor umum pertama ambil x, = <
12

dan memenuhi persamaan (2.4) dengan 1 = 1
L°{0)x, + L(O0)x, = 0O
0 D Xo4 0 0}f%¥u
_ + - %, = 0
1 0jio § _D 0 i2
diperoleh X0, = 0, kontradiksi sebab =xo4 # O

Sehingga rantai Jordan dengan eigenvektor
[ %o rxo:.
xozl 0 J.mempunyai panjang satu yaitu xozlg
Dari contoh diatas, secara umum rantai Jordan dapat
ditulis sebagai berikut:

(1) Rantai Jordan dengan panjang satu: Xg = x
o2

dimana Xo4, Xz € R. atau £ dan keduanva tidak
sama dengan nol

(2) Rantai Jordan dengan panjang dua:r

dimana ¥,.%0, X4, X4 € R atau £
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(3) Rantai Jordan dengan panjang tiga:
o i1 | Xaq

XD: > x1= ] x2=

X X12 Xaz

dimana Xes ® 0, Xy, Xsps Xza» X22, < R atau Z

2.5 Pasangan Jordan {Jordan Pair)
T . .

Pandang L(A) = IXN" + T A adalah monic matrik

j=o
polynomial' berdegree ¢ dan berordo-n. Det L(A) adalah
polynqmial skalar dengan degree né, yang mempunyal harda
nocl paling banyak nf. Pandang XNy, Aps  --+5 Ap adalah
_harga nol yang berlainan dari  det.L(x), dan misalkan

i r
banyaknya A; adalah &, i=1,2,...,r sehindga L & = né.

i=1

-

Spektrum L{X\) adalah o(L) = {hi,?\a,. . .,}\,.}.

Setiap A; dapat ditentukan rantai-rantail Jordan dari monic
matrik p.o'lynomial L(N) vang sesual dengan A 7dengan
panjang ,u;i).

Misalkan:

(i) (W) (L) .
Xip s Xz 2 == xj.ujgtgi , 3 =1,2,...,8

menvatakan banyak rantail Jordan vyang gesual dengan Ag

2 (i)

untuk i=1,2,...,r dengan syarat X #; = &
j=t

Selanjutnya rdibentuk pasangan matrik (X;,J{), dimana




(i), (1‘.).
. Xi= [ %40 ,---,Xiyit}li:xao >

(i)
R P

vaitu wmatrik beruvkuran n

matrik diagonal blok Jordan dimana

J

o

{1)

(L)

. ’xzp‘éi—)i’
(L)
LaX (L)
sity —1
= (i)
X I 1 = n ¥x o dan J; adalah

C 3=t

i
Jw

Ji.s

iy (i3

sedangkan Jy; adalah blok Jordan dengan uvkuran My R

dengan eigenvalue A;, untuk ji=1,2,...,s dan i=1,2,....r,

blok Jordan:

¢ 1
0 A
o 0

A

T

Paséngan (X;,Jy) disebut pasangan Jordan dari L(A) sesusi

dengan eigenvalue XA;. Pasangan

matrik (X,J) disebut

pasangan Jordan untuk L{A), dimana X:[Xi.‘.Xr] adalah

matrik berukuran nxnf, dan J=diag ~Eh:---»3r] adalah

matrik berukuran néxné.

Suatu ciri penting dari

pagangan

Jordan vang terksit

‘dengan A\; adalah memenuhi persamasn berikut:

 BoXir AXJI L.+ Ap X JT

£

+ 'XLJi ) :0 .

11




12

Contoh 2.5:

AA-1)® bA —[2%-2a%r2n A

Ambil L{A)= 2
0 (-2 | 0 AEoan®

{1 ol.af-2 ol 2 » 0 o
=g 1]?\4'[0 _2]?\4-[0 0]}&[0 U],bez

. Akan dicari pasangan Jordan  untuk monie matrik

polynomial L({A}.

Pertama, mencari eigenvalue-sigenvalue dari L{XA)
det L(A) = A3(a-1)%(r-2)
AP(x-1)%(n-2) = 0
Ay 20, X =1, ARg = 2

sehingga diperoleh (L) {0, 1,.2}'

H

Selanjutnya, dicari pasangan-pasangan Jordan (Xy,d40,
(¥5,92), (Z3,J2) berturut-turut terkait dengan
eigenvalue- eigenvalue

Ay =0, g =1, Ag= 2.

Pandang untuk Ay, = 0

Bényakﬁya Ay = 0 adalah 3 maka o = 3

Rantal Jordan dengan X; = 0 diperocleh dengan cara
berikut

Karena L(O)ﬁﬂ maka setiap vektor dimensi dua vang

tidak sama dengan nol adalah eigenveltor dari L{XxD

fa

- Selanjutnya. --akan. . ditentukan - -rantai-rantai. .Jordan..

yvang terkait dengan Xx; = 0. -




: u 1 u
Untuk eigenvektor xi;) = *1, ambil x,(;) = [ a:l
vy Vo
yang memenuhi persamaan (2.4) dengan i=1
L (=L + L(ox = 0
1 b ui-l 0 0-“-113
. 1} + i _ 1 =0
0 0ffYs 0 0 Va
u1.+bv1 -0
| O
dipenuhi bila u,= -bv,, ambil u,=-b, V=1, uz, Va,

sembarang konstan.

Jadi x& = [_b] dan misal xi = [D
1 .0

- -
Untuk eigenvektor xéi)z[—bj, xiP= 0] , ambil
1

4 - -
xia)z [ua] vang memenuhi persamaan (2.4) dengan i = 2
Va

i , -
SR AT S A AP AGPES

-2 0 -b 11 b 0 C O g
+ + = 0
0 -2 1 0 O 0 0 O Va3

Ternyata persamaan tidak dipenuhi, sehingga rantail

. i - .
Jordan dengan eigenvekior xéi)z[b] mempunyat

panjang dua yaitu gy = [_b], xi:’:[ 0 ]
L 1 g

....S.ehingga......y?f.). :2 e e e e,

13




Rantai xo’ = [—'b], xi:) = [ U ] ini berpasangan
1 0
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dengan blok Jordan Jﬂ: [O 1](berukuran 2 x 2).
g 0
s . (1) _ _ o (ay _ . .
Karena I #;° = o, s = 3 dan p° = 2 maka dicari

rantai lagi untuk eigenvektor xéz)-':[l], ambil
0

xéf: uz] vang memenuhi persamaan (2.4) dengan i = 1
Va.

L7(0x + L(o)xP = 0o

i bij 1l 0 01 fus )
A+ =0
0 0 0 G 0fiVa
Ternyata persamasn tidak dipenuhi, sehingga rantail

Jordan dengan eigenvektor x,_(.io)z[ i ] mempunyai

panjang satu yaitu 'x;;)z{ 1 ]
: 0

Sehingga pé” =1

Rantai xézjz[ 1-] ini berpasangan dengan blok Jordan

J,_a:[ 0 ] (berukuran 1 x 1).
Sehingga diperoleh :

(1) ¢ ) - g
B R

4

0 &

Ji ) dlag[ Jqu]: dlag{[elj r U] }




Pandang untuk Ay, =1

o b
L(1) =
o -1

1 misal xio)

'Elgenvektor yang terkalt dengan A

sehingga L(l)}dﬁ’

] [i:

dipenuhi oleh:

= 0

I
o

bv, | . . b . .
-y = 0 — vy : = 0 maka wy=0, u, sebarang
. 4 L =11 . .
konstan, ambil u,=1

Sehingga: xg) = I:;}

7 la
Untuk eigenvektor xiﬁj = I-éj , ambil xif)- [va] vang
2

memenuhi persamaan (2.4) dengan i=1

L' (1)xa) + L(1)x2 =

B E

dipenuhi oleh:

by T
2:! =0 — v, }i] = 0 maka wv,=0 , u, sebarang

konstan, ambil u,=0

diperoleh: x{j = [g

Sehlngga yi)— 2




Rantai xiﬁ) = [é s xi?: [g] berpasangan dengan
blok Jordan J, = ; 1] (berukuran 2x2)

S8ehingga diperoleh:
. o
g [xiz) : x’(:.)] = I_G OJ- :
J,= diag [Ja] = ['é 1]

Pandang untuk A,= 2
2 2bl -
(2) [0 0]
Eigenvektor yang.terkait dengan. Az=2
{3) (3)

L(2)x4" = 0, %= 0O
{2 zb]lh‘] = G, dipenuhi oleh:
0 0] Vs
2u, + 2bv, ' |
0 =0 —— 2u, + 2bv, = 0

uy, = -bv,, ambil uii—b, v;=1

maka diperoleh: xi§)= [ ~b ] = X3
1

Panjang rantai Jordan adalah satu, sehingga blok
Jordan 1lxl vaitu Jiz = [ 2 ].

Jadi pasgngan Jordan (X,J) untuk L{(X) -adalah:

X

11
=
4
$a
g
3]
e
W
[
H
e |
1
= o
[ow B o
Qo
[ow I S
Q
I
| SR |
[«
[
o
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' 0 1
3 = diage o 35 3] = diag [on = [é | ﬂ ek




2.6 Pasangan Standar

Definisi 2.5:

Pasangan dalam bentuk (X,T) diMana X adalah matrik
berordo nxn{ dan T matrik berorde nZxné¢ disebut
pasangan standar - untuk monic matrik polynomial

4
LAy = IX + F Aﬁd jika memenuhi:

T=o
T
- XT
(i) col (XThfﬁz = : adalah non singular
XTGd

Lt ' i £ - )
(i)Y AT + XT" =0
i=e

Pasangan Jordan (X,J) merupakan:  pasangan standar

bila col(XJifﬁi non singular.

Contoh 2.6:
A1) ba :
L) = > , bet
| o A% (A-2)
C AT-2a2i DA N
L{x) =

. - [ 5 0 1 1 0 -b ]

e AF-2n® ]

1 0]. [-2 o}, 1 .b 0 0
= A%+ P A+
0 1 0 -2 0 o 0 0

Dengan perhitungan pada contoh 2.5 didapat pasangan

Jordan dimana

1 g .0 0. .0 1.

17




"o 1 -
g 0 -
0
J = 11
0. 1
| 2
Dapat dicek:
b 0 1 1 0 -b |
X i 0 0 0 © 1
(i) | XJ =]lo0o -b 0 1 1 =2b
XJa 0 1 0 0 1] 2
0 0 0 1 2 -4b
|0 -0 0o 0 0 4 |
_
det | XJ =z -4 # 0 maka non singular
X3*

(ii) A% + AXJT + AXI® + x3% =0

[l b] [—b 0 1 1 0O ~b]+_‘2 0 [0 0 0 1 2 -4b-l
coili1 0 0 0o 0o 1 0-2j10 0 0 0 0 4 j
+[0001 3-8b]_0 o 0o 1 1 o]+
0 0 0 0O 0 8 0o 0 0 © ©8 O
[0 0 0 -2 -4 —Bb] . [o C 0 1 3 -Sb] -
6 0 0 0 © -8B o o o o 0o s
(0 adalah matrik nol nxnd)
2.7 Tripel Standar dan Tripel Jordan
corem s o Migalkan L(?\.)= I« E AEK adalah Hénie matrik
. j=0 ] .
__polynomial dengan pasangan standar (X,T>, dimana X adalah
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matrik berukuran nxn{ dan T-matrik berukuran'néxnt.

Definisi 2.6:

Jika pasangan standar (X,T) dan matrik Y vyang

p= -_1 - -

X 0
didefinisikan- dengan-- Y = l . |- <
h XTJ_i- - I -l

maka (X,T,Y) disebut tripel standar untuk L{XA).
Jika T=J (matrik Jordan) maka (X,J,Y) disebut tripel
Jordan untuk L{)\).
Catatan bahwa 'pada tripel standar memenuhi pérsamaah
berikut:

2-

Ao + TYA, + ... + TOap, + T = 0

- Contoh 2.7:

Ambil L{A) sama seperti pada contoh 2.8
LNy = AA-1F ba b < g
M=t o=’ -
Pasangan Jordan untuk L(X) adalah (X,J) vang
merupaksan pasangan standar.

Sekarang ambil: ‘
_ ' --1

-b 0 1 1 0 -b
1 g 0 0 8] i
X -1
0 -b 0 1 i =2b
xJ =
172 o 1 G 0 8] 2
0 0 0 1 2 -4bp
| O 0 g ] 4 ]




Q1 0 0 0 -1
x
0 0o 0 i 0 -1
=
_ 1 b -2 -2b 1 b
0 0 2 2b -1 -b
0 0 -1 -b 1 b
41
L 0 '0 0 - 0 F
TP
-
D -1
x 71 =
o 1 b
Y= | XJ gl =
XJa I -1 ~-h
1 b
: 1
. O = ]

Karena (X,J) pasangan standar (menurut contoh 2.8)
L 4-1

20

maka col(XJ ){., non singular, sehinggas tripel

(X,J,Y) adalah tripel standar dan karena T=J maka -

tripel (X,J,Y) adalah tripel Jordan.
2.8 Similaritas
2.8.1 Similaritas Pus Pasangan Standar

Theorema 2.7:

Misalkan P = [ I 0 .o 0] ] dan
0 I ... 0 |
0 g0 ... O
C = .
0o 0 1|
| "Be’ By ... -hApy

_dimana P adalah matrik berordo nxn{, dan C adalah -

companion matrik dari suatu monic matrik polynomial
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L{x), maka (P,C) adalah pasangan standar.

Dépat ditunjukkan bahws _ |

pCc’ = [o ... 0 I 0... c], i=0,1, ..., &1
dimana I terletak di i+1,-dan
'Pc‘rz'[—a;," A, ... “—Ag'_i]'
Sehingga:

col (Pct)f;; = I ——s det [col (PCi)f;:',] = det I =1

Syarat pertama untnk pasangan standar dipenuhi yaitu
col(XTi)ﬁ$ adalah non singular, dimana X=P dan T=C.

Syvarat kedua untuk pasangan standar yakni:

{1 ;
F apct + pct = 0

i=9

‘ é_ia,._[o__.o I 0...0]+ [-8 Ay . -Az, ] :-0

=0
Terbukti (P,C) adalah pasahgan gtandar.

Theoremna 2.8:

Dua pasangan standar (X,T) dan (X",T") dari monic

matrik polynomial LAY = Ihz + é{: Aﬂ3 vang
berorde nxn dan berdégree—t,adalag similar Jjika
terdapat matrik non singular S berordo ndxn<d,
sedemikian hingga:

X'=Xs, T°=8'r's ... (2.5)

. - . N - .
dengan S = [col ( xr* f:?,] col (xr-t i=0

Ssbaliknyat

Jika (X,T) pasangan standar dan suatu pasangan lain




(X",T°) dimsna X'= X8, T'= $*TS dan matrik S
diberikan cleh (2.6) diatas,. maka (X',T°) Jjugsa
pasangan sfandar untuk monic matrik polynomial L{A)

dengan X’ berordo nxnf dan T’ berordoc nixnl.

Bukti:

Untuk pernyataan kedua bahwa (X°,T°) juga pasangan
standar dibuktikan demikian:
(i) cot (X7 )&t = co1 (7% )52 s

Karena col ( _XTf' )f;;_non sindular dan S Juga

22

matrik non singular maka col ( X7t Jvﬂ adalah

non singular

‘ti i ‘8 3_1 J
(i) § AT+ x7 %= zatx'r + xt¢ s =0

1 i=
Svarat-syarat pasandgan standar dipenuhi aleh
pasangan (X°,T") maka (X°,T°) juga pasangan
standar.

Pernyataan pertama bahwa X'= XS, T'= S'TS dimana S

diberikan oleh (2.8) dapat dibuktikan demikian.

Diperlihatkan bahwa C col [ XT '&d = { xrt Jrﬂ T,
dimana C adalah companion matrik
(o - 1 ... o 7. .. o
0 0 ... O X XT X
XT xT® XT
= = T
- .TAO. --—AS.--- e _'_"Ac_g.- de e e e e s s s e o

Rarena AX + A,XT + ... + A XT°* + x1%7 = 0
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maka blok baris terakhir dari hasil kali -

C ool (xT%:  adalah

(AKX + AXT + 1.. + ApXTT 4 x1° ) = x7°
Sehlngga C col (XT i; = col [ xTt {:z T

Karena (X ,T7) Juga pasangan standar maka dengan

cara yang sams diperoleh:

C col (XT o (xrt )

c = col(XT ,,_0 [ool [:XT ,__0] ...... (L)

¢ = colxT” ),__o T [col(_X T )L-o] ...... (L)

Sehingga perbandingan persamaan - (L) dan (iL)
didapat:

cor (xr* )i 1 [ cor (xrdi 1™ =

col (x7° 9% T'[ cor{ xrr- 982 ]_1

[col(X T~ t),__o] ool ( XT J,__o T [ col ([ xT' f;; ]—1
col (%1 :._.10 = T’

Karena_[ eol{ xT* ‘_.,,3 ]_1001( X'T’ )zdi = 5 dan

R i AR Ko
st = [col( X7 f—;:;] col{ xT )f_o sehingga:

s*rs = T° atau T = §TTS
~Dari definisi-matrik -invers, .maka. ...

~-----°°1 (XT *--0 ...[__‘?'_0_.1( xt)5s ]_1L = 1 :
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Karena col (XTI berordo néxnf sehingga I berordo
néxn{ pula. Maka sekarang tinggal melihat perkalian

blok baris pertama dari col (XTi)f;f; dengan

.t |1
[col( xT" i$ ] » yaitu:

X..[coiCX—Ti'f;—:]-i'zu[I U .O]

-1
Karena X berordo nxn{ dan [ col( XT" i; ] berordo
nixn{ maka Bﬁ g R O] berordo nxné. Dengan I

berordo nxn. Sehingga:

¥s =X [ col( x93 ]-11301( X'T’f’jff_.:

(1 o ... D]col[X’T'L.f_;;

= X’

Jadi terbukti X~ = XS dan T = $7'TS.

2.8.2 Similaritas Dua Tripel S5tandar
Dari Theorema 2.8 dan definisi tripel =standar

dapat dinyatakan bahwa dua tripel standar (X,T,Y) dan
(X",T°,Y¥") adalah similar, vyaitu untuk suatu matrik non
singular S ©berordo néxn{ sama seperti pada (2.8),
memenuhi relasi-relasi:

X" = X5, T° = §-47g | e (2.7
Pernyataan ini &apat dijelaskan sebagai berikut.

Karena (X,T,Y> tripel“standartmaka'(X;T)-pasangan'standar'

“daﬁm(XW;Ti}nﬁéééﬁééﬁméféﬁdéfufaﬁé“éimiiégmaéﬂééﬁ-(K;Tjjm-m“m”mm.”

Sehingga tinggal membuktikan bahwa




Y =871y

-1 I Ay N £
§-ty= [col(X’T ")] cOL(XT ) (g [col(x‘lft)m] 001(Serl) =

:[col(X'T'i)] 1ool<<5s.zl)f=1 =Y
.Konvérs.pernyataan diatas juga.benaf vaitu jiké LX,T,¥%)
édalah tripel standar dari L(A) dan (X',T’,Y’}. adalah
tripel matrik dimana. nkuran X, T, Y  berturut-turut
adalah nxné, nfxné, dan ntxh sedemikian hingga (2.7)

memenuhi, maka (X",T",Y ) adalah tripel standar dari
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-L{X). Hal ini dapat dijelaskan, karena pada Theorema 1.25

telah dibuktikan bahwa (¥X’,T°) pasangan standar maka
tinggal membuktikan untuk Y-
Y'= sy

-4

-4
. g = i & £
[col(X'T"'}] col(XT‘)izﬁ[colcx'r‘)i::] CoLl(Siel dims

-4
i Z
[col(X'T'L)] Col(Sipl )=y

2.9 Representaéi Monic Matrik Polvnomials

Theorema 2.5:

Ambil ‘ L(?x)zl?s.c-!—f::ié.jkj adalah monic matrik
polynomial berdé;ree £ dengan tripel standar
(X,T,Y). Maka L{MN) dapat disajian dalam bentuk
beéikut:_ﬁ_

(1) Rigﬁt canonical form:

 Lew=IndoaT _[Vf;-vza\_-;-___,_ _ méfi_]___ 28

- dimana V; adalah matrik-matrik berukuran nixn
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-4
sedemikian hingga [\'.71 - V«C]:[col(XT"-)f;:,] :
(2) Left ecancnical form:
£ Z '
L{x)=N I“[W1+ AW, +.. .+ ;f‘iwz]T Yoo (2.9)

dimana W; adalah matrik-matrik berukuran nxn¢

"sedémikian hingga
P ) -1
col (W)izp = [row (TLY)‘-E;;] ;

— [ 2 £-1 ] -t
- 1Y TY TY ... T Y
(3) Resolvent form: '
(L(k})_i:X(IR—T)*iY, ANe \_a(L), e e (2.10)

A bukan eigenvalue dari L{A)

Catatan. bahwa X dan T terdapat pada right
canonical form dari L{(A), sedangkan T dan Y terdapat
rada left canonieal fornm. Istilah right dan left
digunakan untuk menvatakan pasanéan bertﬁrut—turut (X,T)
dan (T,Y) dari L(A). o

Ketiga bentuk (2.8}, (2.9), (2.10) dipilih bebas
dari tripel standar (X,T,Y).

Pandang (Z2.8)

Dibuktikan bahwa jika (X,T,Y) dan (X",T",Y") tripel- .
tripel standar dari L{A), maks

_xm‘[vim;.. vg]=x<<T4>‘[v; e v;] v o (2011

e e g
dimana [ Vi ... Ve ] = [ co‘l(XT"-)f;z ]
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-1
- y = I S ') .
[Vz---vz]—[col(XT )m] ;

Karena tripel-tripel standar ﬁdalah similar:

X': XS, T = S-iTS
L . -1 T s 1
Hake | Vi V2] = | eorcx'r o |

-4
= | col¢ XS (87'rg)t )f;‘o]

-1
= | col(xTHYt s ]

e

s“[ Vy ool Vg ]

'Sehingga. _ _ o _
X'(T')"[V; v;g] - %8 (s7'rs)? s‘%[vi v,;]

= Xs S™'T43 s“[ V, ... Vg]

XT‘E[V,. v;]
(2.11) terbukti.

Pandangs (2.9)

Dibuktikan bahwa jika (¥X,T,Y¥) dan (X ,T7,Y") triéel—

tripel standar dari L{XA), maksa
£ mdv N 4 NG, S
col (wi){_ziT ;*COl(#i)i=i<T ) ¥ e (2.12)

dimans

.Z, bt §
col (Wy)ieg = [y Y ... Tf'*vf]

. . S _c L ST . i 3 s P . AU
eol (W{)i = [Y Y ... (7T ] |

Karena tripel-tripel standar adalah similar:
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b}
col (Wy)ie = [Y' Ty ... (YT ]
| - -1
= | sy sty ... girty ]
- . . —4
=]l s&y 1Y ... 1% ]
T . 1 '
=L T T s
Sehingga

col (HE (T Y% = col (WL, s (s7'rs)y%s Yy

1

col (WY, s s’ s

1

col (WL, T&

(2.12) terbukti.
Pandang (2.10)

Dibuktikan bahwa Jjika (X,T,Y) dan (X',T ,Y") tripel-
tripel standar dari L(\) naka

XT'Y = X(THOYTYT ... .(2.13)
Earena tripel-tripel standar adalah simila%:

X" = XS, T* = 87rs, ¥° = s™%
maka

X (TH)™Y" = X3 (s7'Ts)™ s

H

XS (T8)™g s7'v
XS s™'t™'s g7y

X Tty

tl

(2.13) terbukti.-






