BAB III

PERSAMAAN RUANG KEADAAN

3.1. Persamaan Ruang Keadaan Dari Sistem Berjenis n s

Pada bab III ini akan dibahas metode—metode
untuk mencari penyajian persamaan ruang keadaan dari

persamaan aiferensial orde ke n.

3.1.1. Penyajian Ruang Keadaan Dari Sistem Rerjenis n

vang dinyatakan oleh Diferensial Linier deangan

. Fungsi Penggerak tidak Melibatkan Bentuk Turunan

Tinijiauan sistem orde ke n berikut :

N n—i -2 .
Yy + & ¥ *tazy T oa.. Fag gV + a v = u (3.1)

U{t) = masukan untuk t > 0

ViR, weE), wa. 5 ¥y lr) g himpunan n variabel

. keadaan

Kita definisikan : xq =¥

n—1
Hy = ¥ ‘
Selanjutnya persamaan (3-1_ dapat ditulis szbagai:

-

1 T Y T ¥

X = Y T Xy

I3
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. n-z n—1
}:n:“any_an-iy—:-l_agy “aiy + 1

= _an xi - af‘t—l xr; - ---"azxn__i - al}(n +

s

¥ = A Xt BUliisssiiiiar s i arnsnns (302D

dimana :
1 xli 0 i L I O b a0
I Xl 1 0O 0 1 ... ‘O N & TR
woEooh LT A = - . e i
1 1] ¥ I t ]
¥ - i ] L] - - - ¥ ¥ - 1
| . . - . 4 LI ©
S =~an —&p.1 —an_g...—al! 11 !
Parsamaan keluaran meniadi :
] :{ 1
o _ T
I S S SRR S - o I
v L1000 o . . Q3 0 4 LT
bo.od
1 ]
i - H
t }in;
atau :
¥ = L M eearencrvrrenaroonnrrsnunven (Bed)

dimans
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Fersamaan diferensial perjenis satu :
Paréamaan (3*2)_ada1ah persamaan Eeadaan
Ferzamaan (3-3) adalah persamaan keluaran

Contoh 3
Tinjau sistem yang didefinigsihkan oleh 1

y. o+ B ;‘ + 1i ; 478 y. = 8 U

dimana y‘ adalah keluaran dan u adalah masukan
EiStEW:I

Carilah persamaan keadaan dari sistem.
Penyelesaian : |

Kita definisikan variabel keadzan sebagai @
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#y =y Kita peroleh @ %y = x5
2 TV 2 T %3
¥z T Y Kz = ~Bry—1ix,—Bxo+8U

Dengan menggunakan notasi matriks vekitor dapat di

.fulié sebagai befikuf

e N .
boxgt PO 1 0 b dwg PO
O B N
Poxal 1O 0 1Y g totou
1 - i ) 1 3 - 3 1 i
] = B i L] 1 [l ] ¥
boxgl 1-B -1t -8 1 iy P g

-

o

3.1.5. Penyajian Ruang Keadaan ﬁari Sistem_ Berjsnis 3
vang Dinvatakan Cleh Fersamaan Diferensial Linier
Dengan Fungsi Penggerak Melibatkan Bentuk Turwnan.

Tinjaw persamaan Diferensizal berikut

n—1 -

n .
Yy *tayy + ... ta 4y +a,y=bg T S

+bn__1u+bn Ut.!'ﬂltl!_!l.vl!DI'I!!IUI!:I::!::II.:-(3.6)
Mendefinisikan wvariabel keadaan dalam kasus ini
terletak pada bentuk turunan pada ruas  kanan,  Sshingoa

variabel keadaan didefinisikan sebagai :
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persamaan

n ditentukan dari

samaan keluaran dari
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Y=CK+DU—-.I'.‘l-llll-ll.l!lll...l-’.l(3-8)

dimana :

!
|
I
I
]
}

Py 1 HIY 1 0 .ae 0 i
i } i H
boxe ta Q 1 N
: ] HE . . .
® = o A = HE- - - - 1.

[] 1 L] 1
] ] [ 3 ]
I T | H - :
D% ! e o 0 1
: : ' :
| Xn } i~ag —an_y —a,.-o —ali
} 1

VB E=(1 ¢ Q.. .90

P2 b D=Pqg=by

1 [ H

B = i . K

} . :

! ]

P

i 1

' B,

" Contoh ¢+ T 7
Carilah persamaan keadaan dari persansan diferensial
perikut :

xwm M - &

y + a3y + 8y + 20y = 10U+ 30U
Fenyelesaian @
Definisi dari wvariabel ksadaan :

xg =y -Bo U

]

%o ;’“'ﬁoé'ﬁiL‘“’.‘i “f”1 u

Y—@ou—f%U“ﬁzU*“é‘ﬁzU

f

X 3

dimana 2
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-

Fersamaan keadaan =

E
|
t

*1
H2

Her
T

e e e e
T e e e o eee

]
“
i

[

clan Fersamaan keluaran

3-2. PENYELESAIAN PERSAMAAN

keadaan

Sebelumnya kita‘

J.2.1.

FPada bab

ini akan

Theorema 3.1"

Pandangan Der

gen berifut &

dimang -

X (Lt

-

v
”~t

fungsi &

it

parameter konstan yang homogen dan

tinjau dulu Persamaan di+

Samaan diferensjal sk

a

= 0
~afo=0-5.0=q
mafy - anpy = 10 -~ 5.0 ~ B.o =
“alﬁz“ﬂzfl T8z n
- Ea 10 - BIO - 20-0
~ 50
: T
b o 1 R
P b oo ;
!0 R S A Ty R R
R e : I ,;—, '
G20 -8 =moy oy *z 04 5
H :'fl
y =01 0 0y |,
*z

KEADAAN PARAMETER -

40

1o

KONSTAN
meEncari spolosi Fersamaan
non-hemogen .

Parsamaan Keadaan'Hommgen

erensial . skaler,

alar yang homo-

:{I(t)il-lzlxhuuhuﬂﬂﬁltt{'3_'9)
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a = kKonstan
Maka F.D. tersebut diatas mempunyal solosi berbentuk :
wit) = 2% % (o) |
Bukti 3
- Misal jawab s {t}) mempugyai“bentuk's
x{E) = by 4+ byt + bot? + Lo btR e Ll Ll E IO
%(E) = By + Zbaty + 3bgt? . ..+kb R 4 L

Sehingga

&=

X(t) = a % (t)

=z

By * Ebp + SbEtT oF a4 kb};?k—i Foea ®
Catby * bt o+ bot? e bR e Ly
e 1 2 PP L wa
Sehingga : di dapat hubungan :

bi = abo

b2 = i ﬁbi = L.a.a bﬂ = l =] bﬂ
2 ) 2
obg o= i oaby = l.anlafhy = 1.abg oo
5 3 3.2
by =L abz = L a. L ahy = 1 a* b,
4 4 J2 4.35.2
- - ' k=1
bk = 1 abp_i = L &8 a 1 a bO
k (I‘(_i) (ku—z}:nh'—:;n:
- 1 )
TT s e st e s e 4 1ot o oy B e ik e St i o e s e e aLb
ko (k=1)0 (R=2)u .., 3.2 ‘
= _:!._ ak bo # = o 4w M N AT NRETE R YRS R AT MU N AR 41(3-11)
B

Harga by diperoleb dengan dengan mensubstitusikan t = 0
ke dalam pergaﬁaén (3 - 10), sebingga diperocleh :

¥{Q) = bG




Sehingga jawab x (&) dapat ditulis :
®{E) = by + byt + bot? + bt 4 ., 4 b £ + ..,

= bg + abgt + 1 alngt2 «

—

8]
Gl ps

(1 +at + 1 aZt2 4

Karena :

%(10) = by

Maka

&y

wit)o= et L ay (terbupti)........;..;.....;(J;IZJ:iﬁim:
Thenremu 4.2;?: .
FPandang persamaan diferensial matriks - vektor homogen :
;(t) =0 x(t).................................(3.13)
dimana :

%) = vektor n dimensi ...

A

I

matriks n % n
Maka soiusi parsamaan diferensial tersebut diatas mempu-
nyai bentuk : x(t) = Pt #.(0)
Bukti s

Berdasarkan bukti Theorema Fel
A(EY = ba + b, t 4 B £< 4+ bt + + btk L zim
(3 O 1 i 2 3 LI k LI ) el W
XOE) = by + Zby t + 3 bat? 4 L, 4 kb tb™l o4 L,
Sehingga H

x{E) = A x(t)
by + 26t + 3hot2 4., .4 kb. tk 1 = Blby + b (t + b t2, . a0tk 4L,
1 2 '.r .- :-- 0 2 s Ex k --n

Dengan menywmakan PDEFiBlEn*kDeflSlEﬂ dari suku-suku ke t
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dengan pangkat yang sama,-diperuleh H

By = L Aby = § A.Aby = 1 AZ by
2 2
2 =
b3 = _1_._ ptbz = _:!._ Plnj._ tho = l AUDO
3 T 2 3.2
b= 1 = - A 4
bg = Labg =1a 1 A%, L A%,
| 3 4 3.2 4.3.2
B = L Ab,_y =1 A . 1 ak—lp
k k (k'—'l) (k—'z_) .« nea 352
= 1 AFpg
k!

diperolesh »

X{0) = b,

Solusi x(t) dapat ditulis :

-

#¢E) = bg +byt + byt® 4+ bztT L., 4+ btk 4 L,

=,ba*.ﬁbotn+v%l.93b0t3+%aw93b0t3+~...+inAkbofk+:;.'*
= (I +at+ 1 A% 41 A%S 4 L, o+ 1 oakek 4 L, by
2 3 T
Karena
et =1 s a4 1 A2 4 A% 4L
' 21 3!
x{0) = by,
maka =
xt) = Pt (o), (terbuktid.....on...... A T3

FPendekatan transformasi Laplace pada Jawab persamaan
keadaan yang homogen :
Sebelumnya kita akan mencari dahulu penyelesaian

persamaan diferensial skalar homogen, kemudian mencari

~
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penyelesaian persamaan diferensial matriks-vektor dengan

pendekatan transformasi Laplace.

Theorema 3.3
Pandang persamaan di%erensial skalar homogen s
}.f(tjza K(t)ll.lll.lll.n-lll.ili.llllu'.l.ll'.ll’lII-‘I.(3]16.)

dimana

i

®{t) fungsi t
a = konstan
Maka P.D. tersebut mempunyai péﬁyeieéaian berbentukuz
Condty = a8, o) : SRR T
Bukti

ﬁ [x(t)]

i

X{s)
£ tiens = s xes) = wio

Transformasi Laplace dari PRrFsamaan (3~14) adalah &

wwﬁﬁK(sLW?wHXO)~=wa”XfS)”“'W”*W
2 X({s) - 3 X€s) = sy
(8=a) X(s) = x (o)

X{s) = 4§ #A{0)
S—a

X(s) = (s=a)71 (o)

-

1 =1+ a + g9 4 “nx

1 £+ a,
- 51 5 8= s

- 2.5 I =
i1[13=1+at+a“t‘+a*‘t"‘+...

g3 ! 3!
= mat

Transformasi:Laplace baliknya adalah ;

x(t) = gat R T T
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Theorema 3.4 :
Fandang persamaan diferensial matriks*Vektor'homngen :

(k) = @& e T VT

dimana :
;ft) = vektor n dimensi
“A.”. = ﬁaf%iks kﬁnsﬁan_n'x n.
haké peﬁyalesaian persamaan diferensial tersebut

mempunyail bentuk
x(ty = &PF (o)
Bukti 3

::iﬁzfxftll;

W

Kilgd) - o
£ = s xee) - wioy
Transformasi Lapla;gﬂdari persamaan (J.18) adalah s
s X{s) - x(M = A X{g)

s X{s) - A X{s)

= u{0)
8B T~ B X(S) = o0y
X¢s) = 1 %{0)
SI-f

= (s I - MY wm

-1 (s I -m~Y7 i)

1
fs
e
pod
in
et
Ll
i

xety = P71 oris 1 - py-ly XCO) e iwnraa (3.19)
Untuk @ -
s I -l =11 +p2 435, .
: s g% gF g%
maka
Zf s I~ w1 = 1 4 oAt 4 a2e2 4 avts 4 L,
: 20 E

At
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Behingga penyelesaian dari persamaén {3.18) adalah :

x(t) = et w0y, ..., (terbukti)
Contoh

Carilah Pt = 25'1 Ets I -~ M7 11 dari persamaan
berikut

o I R y

Mo C o= —& -5 Xo

Fenvelesaian 3

1 1
A =
~-& -5
” A
5 Q Q 1
g I -4 = — oo
: ¢ s ~-& =3
(s ~1
& a+5
Y /
1 s5+5 i
(s T ~ay" b w ——
s{s+3) - (-1} & L —& =y
_ _ e P o
1 s+5 i
5 + Hg 4+ 4 L —& 1
ra
oo -~
1 s54+3 I
(g + 2} (s + 3) 3 -6 -1
/
ht
[ s+ 5 1
(s+2) {s+3) (s+2) (z5+3)
—g 5
{s+2} {(g+3) {s+2) (s+3)
i — 1 -1 ]
_____ 4 e —— ——— e
s + 2 s + X 3 4+ 2 s + '3
~& & -2 2
nnnnn + o ——— —————— ot i
s + 2 g + F 5 + 2 s 4+ 3
. Vd




3e-2t — EE"'Et e"'zt — E“Zt
P lrts 1 ~m iy = -
_65_2t + 6E_~.= —Da 2t - 2 "‘-».‘lt
atau
Fe~2t - 9u~3t 2t _ -3t
At o
LT s L -+ S Ee"*tJ

N

S.2.2. Persamaan Keadaan Non Homogen
Untuk mempermudah mencari penyelesaian Persamaan
Keadaan Non Hombogen, lebifh dulu. kita meﬁcari
panyelésaian Rretrsamaan diferensial non homagen

skalar :

Theorema 3.5 : .
FPandang persamaan diferensial nop homogen skalar :

#{EY = a x<(t) + b U(t)......................(3.20)

u

atau : x(t) - a () = b Ut)
,,dimanavzﬁ!mm“m“ . , . ~
(L) = fungsi t
ut) = fungsi +
a = konstan
b = konstan

Maka persamaan difergnzial ini mEapunyai  penyelesaian
yang bentuknya :

) . t :
xit) = o3t (o) v LBt [TomaTy oy, 2 2 uena (3.21)
o - . :

Bukti »
#{E)Y ~ a xit) = b Uy

Bila ruas kanan dan kiri dikalikan dengan e_at, dipéroleh




e [i(t) - a k()3 = 273 pioey

d_te™®t i1 = emat pu

———

dt
v .t
e” 3t L1y - sity) = f 22T hu(r ) dy

TG

t
e ) = wctg + f e 3T ucZ) ar
ta .

. |
Tat) = et ity + et [ ama% gy gy
. to .
Untuk to = 0, maka 3

| | .
#(t) = 8% 200y + &3t [ omaT pycxy gy

e®t x(m + [ e2t~F) Ly gt (terbuktis
- D .

Theorema 3.6 =

skalar _
| m;(t) =8 x{t) + B U(t)...1.........-...Q..;a..(3.22)

atau x(t) -~ A x{t) = B Ut
dimana h |

#{t) = vektor n dimensi

Uit) = vektor r dimensi .

A = matriks konsfan nxn

B = matriks-konstan N x r

Maka persamaan-diferansial tersebut mempunyai penyelesaj—

an vang berbentuk :
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t
xit) = ePt w (o +J[ Pt T R (e) dZ ... (323
m)

Bukti s
©{t) — A x(t) = B UML)
Kedua ruas dikalikan dengan augts diparoleh

Pt ) - A i1 = 7P B U

d Pt i = Pt 5 oun
t _ S

o]

2Pty -~ 6P it = f e P% B Uy d

- | R
&Pt ity = &0 wiee + S e PT R Uy do
. e 5

x(t) = ePIETEDY iy w oft AT ity g

to
Untuk to = 0, maka :
¢ T
w(t) = et xim + eft [ 2 AT gyt ax
[m]
&
atau 3
-. t T : . .
wet) = At w0y w [ P T ) B v 4z (terbukti)
_ o '
Contoh :
. .
Carilah x(t) dari persamaan diferensial, berikut : T //
sy i) o 2 kg 0 : | \ //
. , = At o) ; \/
ko it) -3 =5 |Ixo(t) Lt - , -
: i
dimana untuk t = 0, maka U(t) = I(t) o o %
Penyelesatan @ | \.
1 @ 2 . 0 §
A = ' dan B = t
~Z -5 : 1 i




Dan persamaan

Pt = f”l Ci{s

s 1 - A

(3. 20)

I - ani;
N
(s o 0 2
e -
yG =3 J 3 o
- A
= =2
= S4+5
“ A . -
1 G435 - 2
s(5+5) ~ (-2) 3 L —3 =
- g
1 s+3 2
s2 4 S99 + & | —3 =3
i o]
b S+ 2
~As +.2) (s +.3) -3 )
L N
s + 5 " 7
(5+2)Y {g+%) (3+2) {(g+3) 4
-3 s
(5+2) {(s+3) {s+2) {(s+3) y
L
— /3 ,.‘:,2: — ;;?, — — 2‘ ‘W —
I S U S, F m———
s + 2 s + 3 s + 2 s + 3
-3 3 -1 1
~~~~~ F m—— +
s + 2 5 4+ 2 s + 2 s + 3
. _— —_ —
TeTt - 2pTSE o2t
13 =
- oy —
T Lt L et ~2e 2t
oAt -
__39“21: 4 35"‘31:' E_gt

% () At

=}

t o
1HO)4‘jsAﬂ"r) BU(T) de

- 2a"
+ e
- 2
+ @
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Y

(1

{1)

i1

1)

t-- . - il »
_ 3e~2(t-'“ - 29-3(t-'C) ,ZE-ZIt-'C) - 29-3(t~'l) 0
= oM yio) 4|} z x .
‘ Ak I AL S {1 ST U B Y
., . V4 a Fy
? ‘
. b
;e-’u_t-t) - _2_9'3“' ) g2t ZEJ)(t-_tl 0
2 - 3 ' 3
= ot
= " x(0) +
2T ST T ST J Lt
~ g- - i E-Zt - 2 $ Z.E-:St _1 + E‘Zt - 1 - g E—St G
2 2 - 33 I 3 '
= eﬁt oy + -
. B R L AR S T P, LRI {
2 . A2 5 33 - )
~ . ._ - _-'. ~
iﬁiezt_},g’ast _l+22t_gaat ﬂ
SSR DERI SN SO S 3 B RO
= Pt yio) & . o
| j2t -i_+'1_'2t - 1_9'3{: . J
¢ 22>
Vo) [-1+ %oz
3 3
4 :
%5{0) —1epelto g
b 2 3
' Karena syarat awal x{0) = 0, malka x{t)
disederhanakan menjadi
- — }- + e'-Et — g e At
_ X : =
# () = s -
-1+ 1 E—""t -~ 1 E"".:-t_
& 2 3

54
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dapat
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5= 3. PERSAMAAN KEADAAN PARAMETER BERUBAH
Theorema 3.7
Pandang persamaan keadaan berikut :
;zh‘:) = fA{t) :{(t).......................(3.24)
dimana

®*{t) = vektor n dimensi

Alt) matriks n u n Yang elemen-élemenya merupékan
fungsi t.

Persamaan keadaan tersebut mempunyai_penyelesaian berben—

tL[k H :1‘1:) =Cb(tit0) H(tg)-n--unln-un--------unu(3-25)
cilntuke oo o . ¢ L';r ,,1 .
s AT dY t _
_Cf)(titﬁJze- T C=Exp r [ A(T) dp 7
to
“ Bukti s

HOE) = Aadt) u(t)

g x () ~ AL x(t) = ¢ i 7
oedR
dxit) ~ ALY dt = 0
dt -
£t ..
WAIE R

Enx(t) + lene = len x(to)

. -t_thmt) de
180 x(t) = lenx(t) + len &

) ' | =T tace) gz
lenx(te) . lene '

i

®i{t)

fi

x{to) . lene
= XUED) L@ (hyty) (Terbukti)
=@ (tity) witg)




“herdkut g e e e e

5%

dimana @ (tltoJ adalah matriks non-singuler n ¥ n  vyang

memenuhi persamaan diferensial matriks berikut

P (tity) = A @ (tytg) dan @ (g, ty) = ... (3.26)

- Behingga persamaan (3. 25) merupakan penyelesaian  dari

(3.26) dapat diperiksa secara mudah, karena :
xitgl = @y, to) = I xtty)

dan _ S o
x{t) = @ (hyty) x(tg)

®w{t)

d_ (P (titg) x ity
dt.

P (tyty) x by

S it

H

ALL) x (L)

Thecrema 3.8 @

Fandang persamaan keadaan linier parameter berubiah

L) = AL R(E) 4 BUE) BUE) verrnnrrennennnens {E.27)

dimana

wit) = vektor n diménsi

Uit = vektor » dimensi
CAM) = matriks n ¥ on slemennya merupakan fungsi t
B(E) #,mafriks nox r elemennya merupakan fungsi t.

Persamaan keadaan tersebut mempunyai penyelesaian sebagai

berikut :

. . |
x ety = (B ttyte) xity) + ("tjto)tf (P"I‘tﬁto’ BCE)IUC L)Y
o ,

“atau =
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-t
x(0) = P tytg) x (kg +€£4’(t’tJ BCT) U(T) dT..(3.28)

Bukti s
Misal @ x(t) = @ (tytg) £(4)
dimana (tzto’ memenuhil persamaan berikut 2
.ftital.= ALt Qp(t}to) dan = {tg, tg) = 1
-SBelanjutnya

® )

d_ @ itygty) F(B)
dt

» a
(P (tytn) F(B) +'(Pft1to) F{t)

= ALY P (tytg) FU(D) . Loty f(E)

)
¥

= oA (P egte) F0E) B ULE)
oleh karepa :
P eyt (1) = BE) UCE)

£ (L)

it

-1, .
Pl ity B U

F{t)

It

t.
-1
fltn) % -E(CP (T’_tO) B(L)Y U{T) dT
o

Karena : f(tg) = »{tgy)
Sehingga :

x (€)= @ (tytg) £ ot

il

t
, -1
@ tytgd Dxit) +tf{p (Zitg) BATOIWT) dz]
o

. ft-l |
[}

s pltibo)x(t,) « jcgj [, %) B LT DA EETRUkED)






