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BAB II

MATERI PENDUKUNG

PENGERTIAN FUNGSI :

Definisi 2 2.1

¥ disebut - fungsi dari himpunan E ke ‘dalam R

Jika untuk setiap x E menentukan dengan tunggal
kawannya Y& R, vang ditulis dengan Y = f{x).
Suatu fungsi £ dari himpunan £ ke dalam R

sering pula didefinisikan sebagai himpunan

gamua  pasangan  bilangan riil berurutan £ =

{(x}yi 1 %€ EY sedemikian hingga, apabila " (xy;-

yl}, (Rl, YE) E $,.maha Yi{ = VYo«
Dalam definisi diatas, » disebut variabel bebas
dan y variabel tak bebas dan disebut fungsi dari .

y = f{x) disebut persamaan fungsi +$. E disebut

" domain '%dhﬁéf”'%igéﬁWEQW}Wy =W{(Qi§ disebut range

-Ffungsi ?. Bila yq = fixng), maka Yo dissbut nilai

fungsi £ di titik xg.
Contoh :

Misalkan E ={x!=2 ¢ x < 5} dan y = f(x) = %2 - 2y =3

) Tentukan :

a. f(=-2), (i) dan {5

b. Range fungsi f.




Jawab :

F () = ot - 2w~ 3

3. F(=2) = (-2 « 2.¢-2)-3  £(5) = 52-2,5 -3
= 4 &+ 4 - 3F co= 28 ~10 -3
= 8 - 3 = 2
=5
-

FO1) o= 12 - 2,1 - 3

b. Range fungsi f adalah : {y!-4 < y < 122
Definisi 2.2

Titik % = % disebut titik limit dari himpunan

bilangan—-bilangan riil E untuk setiap &g = 0

terdapat % € E sedemikian Hingga O <1 oxmrg K &
Cbemton LT e
Misalkan A = {x | 1 < x < 5 U {9 3 setiap titik
o € Ay ’“'CJ#-' 9 'mer'upaka'n titik limi_t da?‘i A. Titik
¥ = S juga titik limit dari A. Titik % = 9 bukan
bitik limit dari A, sebab terdapat § > 0, yaitu 5=1
sedemi ki an hingga untukrsetiap ¥ A kecuwali x = 9

berlaku | x -~ 9 | > §.

Definisi 2.3
Misalkan Fungsil f terdefinisikan pada himpunaﬁ

E dan misalkan titik x = xq adalah titik limit



dari E. Bilangan L disebut limit fungsi f di

titik % = Hy, dan ditulis limit f(x) = L jika
K =Ko

untuk  setiap £ > 0, bagailmapapun kecilnya

1Fgﬂ{§‘ terdapat g > QO sedemikian hingga untuk

csetiap x € E dan 0 4 1w —xg 1 < g berlaku

wy
i
-
A
'y

Contoh @

FPandang fix} = 2 $f 4+ 3 — 3

Fungsi f{x) tak terdefinisikan di ® = 1, sebab f(1)
- tak tertentu. Untuk’x;t Iy maka F 0y = 2x + 3. 0
Sehingga untuk x mendekati 1, % = i, Fix)k akan

mendekati 5. Dikatakan bpabhwa limit Ffungsi  F{x)
gititik % = 1| sama dengan 3 dan ditulis :
2 x2 + x® - 3

kimit o AFdn)Y = Limit. semmmme e e = 5
¥ ——r 1 A==l ¥ o~ 1

Fungsi Fix) diatas, untuk H#;l, D fdx)y - 58 ) =
T2+ 21 =2 1 % -1 1. Jadi untuk.gembafaﬁg £ >0
yang dipilih, | &) ~ 5} <& jika § = _&  atau
bilangan positif lain yang < ﬁ suntuk O 4 ix - i}ﬁé

2 .

berlaku | f(¢) - 5 { ¢ £ . Yang berarti limit f(x)=5

1

Definisi 2.4
Misalkan fungsi f terdefinisikan pada himpunan

E dari bilangan-bilangan riil, dan x, titik



limit dari E. Fungsi f dikatakan kontinu di
titik » = upn. Jika memenuhi syarat—-syarat :
a
(i) f (i) ada atau terdefinisikan.
(ii) limit F(x) ada
e
(iii)  limit F(x) = §(xy)
e
Contoh :
_ °
HS — . —~ &
Flw) = —ormmm——— e
W o+ 2
Misal o # = 2, maka : N |
Lo o -
1 e T ag ] - s - s, —_
- 1g X5 & (3 o+2) (=3 -
{i) Flng) = ——~—“+—“~;"~—~ = —wf—~——:———~ = My~ 3
Ay + 2 I\Q + 2
HE = - A (s 4+ 2Z) (= )
(ii) limit = = limit —-———r—m——
MM %o+ 2 LSl o+ 2
= limit x — 3
=
- Rs (P . ,
= My T D
€iii) limit Fx) = F )
b Sailey (N
Furngsi ini untuk £{(-2) tak terdefinisikan. Sehingga

(1) kontinuw di setiap ® = X dengan xc,qb -2,

PENGERTIAN DERIVATIF
Misalkan suatu fungsi f dengan persamaan y = f(x)
terdefinisika pada suatu interval yang memuat titik

e o=

o=

®g dan § kontinu di titik. terssebut, maka :
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Limit F(x) = Flxg)

o=

ey

Sehingga :

fFx) — fxp) mempunyai bentuk tertentu O
............-..._.—___._-.....:...-. {:)
X o~ Xg dititik x = g

Limit i) = Fixy) ada, maka nilail tersebut di-

H""}.ﬁO ““““““““““““
¥o— Hp sebut derivatif fungsi f.
dititik H = Xos - dan fungsd f dikatakan

terdeferensial dititik x = Xg. Derivatif £ dititik

® = xg dapat ditulis

Frllngr ="Y"1 o= —;! ----- b R St A 37 B
®O= Mg X KO My dw = Xg
Jadi
Fix) — F{xgl Jika limit diruvas
Fling) = Limit  —oemmememsmo 4
H—— ¥4 o= Mg kanan ada.

Dengan subtitusi = = % — Xg, maka » = ey tAX
dan  untuk x ——3> ng maka A x ~—> 0., Jadi derivatif
furigsei  f  dititik x = ¥, dapat uia didefinisikan

g 4]

sebagail

f gy TAx) — fixg) bila limit ruas
filngr = limit ——===rm e e e
K== 0 FANY kanan ada.
Contol =

£

Carilah derivati$ dari f(x) = w* + 3 di titik x = 2

e

Jdawab 3
2 -

Fi{x) = w5 + 3

$(2 + Ax) = (2 + 48 0% + 3




i1

i

4+44x¥(4m2+3

L

Jadi

$(2 +A4ax; — F(2) 4 + 4 A4 * (ANYS + B — 7

et ek et ot ot o e o o e et e et o e e P e e e St R T e e s b i s e =4} + 4%
& M

Untuk ax = O, zehingga i

£°(2) = Limit ——— T = Limit (& + u) = 4

Definisi 2.5

Jika Fungsi + dengan persamaan ? = {30
terdeferensial pada himpunan E, maka diferensial
gari Y, ditulis dengan dy di definisikan sebagail @

qy = f£{x) Ax . x &€F%E Wi memaannansuenes (22D

Jika dalam ﬁéfgaﬁ%éﬁ Yrﬁ %%xﬁw;réfﬁ; ¥rx;wréaka
dy = i Dafi detinisi diatas dy S-F'hb Ay = A
jaci Ax = dy dengan demikian-di$eren5ial dari Y
dapat dituliskan dengan i

Adyz'F’(}:) d;“\ ---:-l:n:n-----n:v-u-:--l--u-(Eo‘-.::')

Definisi 2.6

Hisalkan fungsi Y = f o) terdiferensial pada
himpunah  E. Maka £ (%) adalah juga fungsi dari .
wika fungsi - F° terdiferénﬁial di My maka

derivatifnya disebut derivatif tingkat dua




[N
hd

(derivatif order dua) atau derivatif kedua dari

fungsi £ dan ditulis dengan lambang f1i{x) atau

Dengan mengingat persamnaan fungsi f. Y = £y
derivatif tingkat dua dari f ditulis Juga dengan

tanda y“*dtau dgx .
dx*

jadi :
Friny = d_ 00 i eeemamecamar e (228D

dx
P

Secara umum derivatif tingkat n dari ¥ = F40, 0

sulat positis akan ditulis depgan lambang &
A f ) dTy
v o= £y s e m e dan
d“” g iy}

Contof s
Tentukan semua tingkat derivatif dari F&x) =

-r
2u? — Zu o+ 10,

Frogwy = 12
# 6o =0
= -
£ (uy o= Q

=
dan secara umnum £ = $Y00 = L. = £y = 0




2.3.

fory
L2

BERET TAYLOR dan MAC. LAURIN

Bila £(x) suatuw Ffungsi, vang dalam suatu
interval dapat di diferensiasi hingga n kali. Misal
{a; & + h) suwatu bagisan dari interval tersebut, dan
a < x < a+ h. Kemudian membentuk fungsi  Q0(x)

sebagal berikut s

a+h~—» ) (a+h=-y) 2
@G = f{ath) - f{x) — ————- fIAK) e £ 00
) 1! 2 .
{ath-u) N4 .
- e ———— 77 k) - [ftath) —f(a) -
An—=1) v
Rk B KA1
¢ S S g ——
11 Z! {in=1)!

FT7l a7 (ath=0 ot s e ennn s (206
1

F  adalah bilangan sembarang, positi+ danm bulat.

Untulk » = a dari fungsi Qix} adalah {(x) = 0 dan x =

a + h oadalabh GOa + h) = 0.

Titik x antara a dan & + h, misal x = a + gh (G&@<1)

dan @' {a + 8h) = &, jelasiah bahws i

{ath~-x)N~1 ) b
B (xym o —mmmmmm—ee $7 () & [ (aFh) - £la) = ——F (&)
{12! . - 1!
hn~1 . F (ath—3x) Pl
e AL Y 3 IR e (2.7

(n—1)t - nF
Varasma 0 (a+8h) = 0, maka 3
h he

Fla) + —— §£°(a) + —— £"(a) + ... +
it 2!

il

f{a+h)
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— '.‘n—lfa) +Rn-.----........--"...(2-8)
{n—i)!
dengan :
(1 —ayn~F
Rn = €2 4+ Bh)eerarennenns (2.9)

{in-1) I ¥

disebut suku sisé Schiﬁmiich
Jika P = 1, maka :
n(1 —gyn—!

Ry = £7¢a + Bh)eersnnsanes (2.10)
{n—-1) !

disebut suku sisa Cauchy
- dika R =inyomaka

- T ) ' g
R = A F%{a + Bhlsvenresssroccranasrsas{zall)

ot
.disebdt suku sisa Lagrange
Jika +ix) dapat didiferensiasi hingga n kali dalam
suatu interval yang mengandurng titik x = 0, dan a
kita misalkan sama dengan nol, sedangkan titik a + h

sama dzngan X, maka deret Taylaor menjadi @

e "xz'
Fipyr = F¢L .G & — 0.0 + —— F£L.0) + ...+
it 21 '
xn—l )
—————— FOTL00) 4 RN ciercrererexenanny (24120
(n—1)!
dengan :
4Ny - gyl |
¥ Rn = —mmmm e £+Mig %) suku sisa cauchy.. (2.13)
(n—1 ! ' '
1 i

¥ Rn = —— +7(8 %) suku 5iSa Lagrange...«.....(2.14)
nt ' C co . -
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Jika Limit Rn = 0 atau
n——>n

Limit {f¢x) — f( 0) — £°¢C 0) = X2 F7(0) = ...

X —
n=->n 1 pAR
HI"‘l"'l

U 3 o g o G A S §=3!
(n—-1)1

Maka berlaku ﬁubungah-{

Fx) = ALY+ x_ F7C0) + xZ o+ La iaaaaeaan(2416)

11 2!
disebut deret Mac Laurin.
Contoh
1. f{x) = &%, vraikan menjadi deret panokat :

Jawab

Fuy o= F0x0 = £rix) = .. o= #7000 = &
FLOY.= F70) = £U(0) = ... = O =1
Deret dari +(x) = &% adalah :
e = 1+ x4+ %%+ Em o+ ...
B . 1: o 3!
Untuk x = 1
g =1+ 1 + 1 + _1 -+ ...
A 2! 21
= 2,71828
2. Uraikan Ff{x) = 1 menjadi d=eret pangkat !

£i{x) = (x=x>"! uptik x 1, jadi F(O) = 1

k)

£9¢x)y = 1 . {1-x) —_— F Ay = 1
Friny =1 . 2 (1007 3 F() = 20!
Fnlx) = 1 02 .3 (=) " Femy £u0) = 3
£0%%) = 1.2.3 2as - A=l oy £0(0) = n!
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Maka :
1
- -
————— =1 +x + x° + x7 + ... Untuk 1 x 1 < 1
1-n
2.4. PERSAMAAN DIFERENSIAL
Definisi 2.7
Suatu hubungan yang berbentuk :
. 2y, n =
FiwgY, d¥s 8°Y, e 5y @Y} = Ouuvcnnceanes{2.17}
dx  dx< dx
Cdimana i % @ variabel bebas
v = variabel tak ba=bac
gy = turunan pertama dari y menurut =
dx
g2y = turunan kedua dari vy menurut x
g
gy = twrunan ke n dari y menurut
i . .

dimamalkan suatu Fersamaan Difesrencial.

Jika Fersamaan Diferensial berbentuk :

ag - Ny + a g iy o+ L. o+ aj_y 8¥ + ajy = f{xd....
dxh dxn_* o dx

(2.18)

Untuk a; (1 = 0,1,2,3, ... , M) dan f(x) adalah

fungsi-—-fungsi dari %, dinamakan Fersamaan Dife~

rensial Linier vang berjenis (tingkat! n.
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=

Untuk ai A O0y1,2,3, vur 4 1) ~konstan  dan

fi{x) adalah fungsi dari x, dinamakan Persamaan

Diferensial Linier berjenis n dengan koefisien

konstan.

Jika Persamaan Difersnsial berbentuk :.
By dn%-+-a1 d“;i¥ Foees v oagydy o+ oagy = 0.(2,19)
dx ju b5 o
Untuk ai (i = 0,1,2,3, ... , n) adalah . fungsi-
fungsi  dari x dinamakan Fersamaan Diferensial
Linigr berjenis n dan homogen. -
Untuk ai (1 o= 0,1,2,3, ~.. 5 1) adalah
'dinamakéﬁ Férsamaan Diferensial berjenis n  dan
hompgen dengan keefisien konstan.
Contoh @
1. g%y ~ 4 dy + 4 y = x° PD linier dengan kosfi-
g ox sien konstan berjenis 2
LN BY ~y = RS L ~ PD linier berjenis satu
dx
3. dzx ~bdy + 9y =0 PD linier nomogen ber—
gu= bty ' jenis dua dengan %Q@F1~
sign konstan
4, u2 dzg + 3 x dy y =0 FD linier homogen ber-
dx= oy Jenis dua.

Panyelasalan (solusi) suatwu Parsamaan Difarenslal.

konstan... ...

Mencar; fungsi vy = i) vang memenuhi suatu.
Farsamaan diferensial disebut solusi dari
Fersamaan Diferensial tersebut.

Eqntoh 4

Hitunglah : dy = x2 + 1

de
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il

Jawab @ ¥ J'(xz + 1) dx

1738 w2 4+ + .

i

2.5. TRANSFORMASI LAPLACE
Transformasi laplace” ada1ah suatu metods
opsrasional yangfﬁapta'digunakan_secara mudah
i e

untulk | menyelesaikan Persamaan - Diferensial

linier.

Definisi 2.8
Transformasi laplace dari §(t) didefinsikan oleh
o ;”7,”_7 yiirr"“' TW"1V 7 e
LF{E)] = Fs) = !’ Feoe ™™ gr ... (20200
, : o '

dimana e

Fit)rfungsi waktu t sedemikian rupa seshingga £{t)=0
untuk t < G

s ivariabel kompleks

.;fz :simbol operasional vyang .menrunjukkan  bahwa.

besaran vang didahugluinya ditran%nrmasikan

¥ o)
dengan integral laplace | 75t gy
)

Fis):transformasi laplace dari f(t)

Contoh @

i

1. Transformasi laplace dari £(t) = O untuk t < O

1 untuk £ > O

i

Jawah :

[f(t)3'=jC (11 = f &St gt
B g




~y
P

2.5.1.
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?. Tranformasi laplace dari F(t) = O untuk &t < ©

= At untuk t *» O

Jawab &

£ LAt = fmﬁt . et gt
T |

Misal : u = AT ———> du = A dt
du= e St dp ——> u = - _1 e7St
. S
5.
wy
BLoge -1 o= Att- L ~t>3 ~ j (- 2758 A dt
= a 5
- o - w ) ;,,,",,” o
Bt g = at . (- _1 &73% 3 - S (- 1 =75t a gt
L = =2 L
L%
=o'+ § & &5 gt
o s
o
= (- 1 5% 3

= _A
—Z

#

Transformasi Laplace dari turunan fungsi F(i} =
Teprema 2.1

Transformasi Laplace dari turunan fungsi  f (&)
dlberlkan sebagal : ‘

lv [ d FE)] = 5 FUs) = F{O)u,sruawasxas (2.21)
ot

Bukti. s

b
16 pfer3 = § £ty et gt
(W]
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dt
du = e %t gt w2 y = g8t
=1
‘ 4 had
‘!fit} &7t gt = scr).a7St g - st g pny ge
o : -§ © o —% JT

Fes) = £ + 1 f e75% (g ) dt
: - =4 B O d '

rr

i

FLOY + 1 . )5 I_d +4t)1
s dt

1 )Z Ld  F)T = F(s) - £4(0)

s
fz L.d_ F{)1 s(Fi{s) — £{0) 1}
oordk e T B

 2i L_d_ $(t)3

Pengan cara yang sama, untuk turunan  kesdua dari

s Fis) - f£(M

]

i), transformasi Laplacenya adalah :

ﬁi Lg% FCb) T = 52 F(s) ~ s £(0) — 00, .. (R, 2D)
Tatt

Bukti :

M:sal c FlR) = g

dt

fﬁ d*“ i) 3 =f£ d gi(tiy1] =Eng(‘l:)3—-g(0)
dt

il

5Z?E d_F)3I - £7¢0)
dt

= s [ s F(s) - £(0)3 ~ £°(Q)
= 8% F(8) = & £(0) = FI(0)unnnnn...
' {(terbukti)

Untuk tuwrunan ke n adalab 3

zz ) = D N o bk _'n—2 . _
£ gt $¢)1 = 8" F(s) -s F(O) -5 ,$ ()
o T AL S Lt P o g




2.5.2. Transformasi Laplace Balik :

Notasi transformasi balik '%"1, sehingga :

Jff? LF(8)T = () ucnrinrnvnennncccncancne (2.24)
Untuk mencari transformasi Laplace balik dapat
digunakan metode uraian pecacah parﬁial. Jika Fis)
fraﬁs?urmaéi Léﬁiaﬁe déri. ftﬁf; “diuraikéﬁ .afaé
kmmpanén—ﬁbmpmnennfa H o

Fiz) = Fy(s8) + Fo(s) + ... + Fo{s}

maka f

-1 - -1 -1 | ~1

za/ LR (s)1

= fi(t) + ¥2(t) <+ ,u._+_fn(t3
Comtoh ¢

Transformasi Laplace balik dari Fi(s) = s + 5
(5+2) {=+3)

Jawab :
i o s+85 A B ]ié'%s'a”{3('5;(2;!"'5’;'5'”' -
Fis] = - + ‘ .
{s+Z} {543} 54 2. 5+ 3 Ast+A+Bs+2B=54+3
3 -2 .
i , A+B=1 )}  3M+3B= 3
5+2 5+3 _ o==
S M+W=33  R+2B= 5
£{t) =~ [Fis)] - e —
, B=-2-
-1 -1 A+B=1
Kt 33+ K123
s+2 5+3 B-17=1
=372t - g St A=t+2

.2ia£F1(513##.Xixtﬁzis)3+;;a+:Zf.[Fn(gyj;_.;mm;;g



v
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2.6. TRANSFORMASI "Z"
Definisi 2;9
| Traﬁsfnrmasi z dari x{t) didefinisikan :
e '
ZEx ()T = X{z) = > __ (kT 27K ... (2028

k=0 ‘

X(z)  hanya tergantung pada harga % {t) pada t = k - T

Atk = 0,1,2,F, ...), maka tranformasi z balik ‘dari

X{z) untuk memberikan informasi pada x(t).

Contoh =

1. Carilah transtormasi z dari fungsi 1(t)

Jawab :
ZLICE)) = x 1k T) z 7}
k=0
=1+ 2zt w2724 7T,
2z 1

2. Carilah transformasi z dari x(t) dimana «

Cm(t) = 0 untuk t <O .

= " @t Gntuk € > 0
'Jawab !
Ve ]
zte 2ty = 3 g KTy—k
: ' k=0
= 1 + @al =1 , _—2aT 272 4 gmHal -3 ,
z
e

3. Buktikan bahwa @ zZre™®t 41 = x(ze2T)

_Bukti H

\)

7le™dt L (4y3 = 5 gakT % (KT) z7K
=0}

F
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G

% (KT) (z e8T)=—k

x
i
o

I8

x(kT) (z 8T,k

-
I§

Q
= X({x &

4. Buktikan zfaMw(t13 = x¢

Buktikan :

L7 _ o
ZEan )1 = 3 akK wqery 27K - T R (kTY sk, gk
k=0
i
ToE_ ®(kT) ()T = xqz)

‘T
i
0O

a

2.6.1. Penyelesaian Persamaan Diferensi Dengan Metoda
Transformasi "z»

JSawab persamaan difarensi dengan metods

transformasi_ z _ adalah.sangat - berguna;  seperti - RaTHyE

jawgb persamaan diferensial dengan transformasi Laplace,
Pada '.dasarnya daﬁét” mentransformasikan persamaan
diferensi menjadi persamaan al jabar dalam' Z. Dengan
menggunakan notasi  vyang disederhnanakan Xik), untuk
menyatakan % (kT),
Theorema 2.2.
Transformasi z dari % (k+1) diberikan oleh i

ZEx(Kk+1)T = 2 X(z) - = M) e s e, (2. 28)
Bukti

X(z) = Zix (k)3




Z0x (k+1) 1 wik + 1yz7K

|fi

w (kyz K+

]
y

= 20>  wik)z ¥ ~ x(m1

il

2 Rz ~ 2 H(0).ouwaa ftarﬁukti)'

Jika x{(0) g, maka =

| Z0x(k+1)3 = 2z X(z)

Jadi jika x(0) = 0, maka perkalian tranformasi dari suétu

fungsi  xlk) dengan z menghasilkan pergeseran waktu maju

;aﬁg”;ggiggé_f”"” B VT S L
Dari ﬁefsamaan (2;26) dapat dimodifikasikan éecara

Cmudah uptuk mendapatkan hubungan berikut i

b

Zhx (k4207 T ZLulk+1)3 ~ 2 n(l)

2 L2 #iz)y — 2 #{0)Y1 - 2z u (1)

b

= Z

B3

dJadi ZIx(k+2)1

=€ X(z) - 2% w(0) -

]

ML) arennuau (2.27)
Dengan cara yang saha : |
Zhu (k+md3 = 2™ X(z) = 2 x(0) - 2™ ney - 22 (o -
et = Z RN a e a i i menasmancsvararrccnrnanennunns (2.28)
dimana ﬁ adal ah bilangan bulat pnsifif. |
antoh 13
- Belesaikan persamaén. di&erensi berikut dengan metoda
transformasi =z :

| xgk+2) +_5.x{k+i) +.6 (k) = 0

dengan. x(0) . =.0 dan x(1) = 1

X¢z) ~ 22 wu(0) ~ z x(1)




- Contoh 2 1

N

25-

Jawab =
Transformasi = kedua ruas persamaan diferensi
22X {z) ~z?%(0) ~zx(1) + 5 =z

22X(2) ~ 2z + 5 2 X(z) + & X(z) = O

)]

(z2 + Bz + &) X{z) = =

Xz} = o4

i
F

z+2 z+35
Dengan mengingat;:m2£ak3m=.':z:;-
e o z-a
maka diperoleb 1 ZL(-2)K3 = -

=+ 2

zr (-3 K3

i
I8

-

rid K

+

Dengan demikian: x(k) = (-20K - (-m% (& = 0,1,2,...)

Carilah = (k) dari sistem berikut :

¥ {k+2) ~ 3 ;<k+r>‘+ 2'z<k5 = U(k)
-dimang T ik = 0 untuk E < Q
-f U0 = 4
U0 =0 untuk k € O, k > 0 .-
Jéwéb'; |

Dengan mensubstitusikan k = -1 kedalam persamaan diatas

®Ak+Z) ~ 3

®ik+1) + 2 xik) = U(K)
K (=142) = I n(~1+1) + 2 x(-1) = UY(-1)

®{L) ~ 3 x{) + 2 x(~1) = U(~-1)

Xz — £ z w(QO)Y+ax{(z)=0
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Transformasi z dari persamaan :
®Ik+2) — I x{k+1) + 2 x{k) = uik)
déhgah“xfoﬁ = Q(li =.O, adalaﬁ H o
28X4z) = 22 (0) ~ zx (1) - 3z X(z) + Tz X(0) + 2X(z)= U(z)
2€X(z) —~ 3z X(z) + 2X(z) = U(z)
(z2 - 2z + 2) X(z) = U(z)

Transformasi z dari fungsi #enggerak U(k) adalah =

errt——

uezy = >

Ukyz"K

I
s

v
(=0

o

.Séﬁingga diperoleh ¢ --
(22 - Bz o+ 2) X2y = 1

X¥iz) = —m—memm e

'WDéhﬁﬁh"ﬁéﬁéédﬁéﬁéﬁ'Hﬁﬁﬁﬁééh H
ZRa(k+131 = 2 X(z) — = % (0}

Karena %1{0) = O, maka :

Z Lu(k+1)3 = 2z X(z)
= =1 + 1
z — 1 z - 2
Karena : Z [1%3 = z dan 7 t2K1 = =
z -1 z ~ 2
Sehingga diperoleh z
% (k+1) = -(1H) + 2K (k = 0,1,2, v..)

i

% (k) ~¢iF 7y w2kl e = 0,1,2, L0
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2.6.2, Transformasi "Z" Balik

Jika dibherikan X{z), maka untuk mencari
transformasi =z balik, #(k T) atau x{k)} adalah dengan
menguw-aikan X (z) menjaﬁi pecahan-pecahan parsial. Dalam
mencari tfansfnrmasi- z balik, kita anggap bahwa deret

waktu »x (k T) atau %(k) adalah nol untuk k < Q.

Berdasarkan pada uraian pecahan parsial X(z)

kamudian mengidentifikasikan setiap bentuk dengan tabel
transformasi z.

f'fgﬁjau *(z) vang diberikan ocleh i

bgz™ + byz™d 4 b 2™2 4 4 s Lz o+ bm
2 m=1
- B T T T ———— awe (2.29)
2N % AL 2072 4 + + '
aOA.. -:.‘1.!.. a";\... # K on an__la. S5

dimana m < n

Pertama kita uraikan pelinomial penvebut dari X(z)
atas faktor-faktornya. Selanjutnya kita uraiken %(z)

z

Menjadi pecahan—pecahan p&rsiai sedemi kian rupé sehinggé
setiap suku secara mudah dapat dilihat pada transformasi
-3 .Transfcrmasi z balik dari X(z) diperoleh sebagai
Vjumlah transformasi z balik ﬁari pe;ahén*peﬁéhan parsial.
Cnnﬁuh :

Carilah x(k T) jika X{(z) diberikan sebagai

Jawab
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5 =z z
X(z) = _— Z"IE _____ ] = zk
22 — T oz o+ 2
X{t) 5 , Jadi sk T) = -5 + 5,2k
2 22 — 5 2 4+ 2 = 5(-1+2%)
5 B o= 0,1,2,30..
-5 8 HAOY = O
ID e e e —————
z -1 z -2 w{T) = 5
: -0z - Bz XK{2T) = 15
X{z2)= ——me I
z -~ 1 z - 1 X(IT) = 35
Dari tabel : H({4T) = 75
A e R
z — 1 . "

2.7. MATRIKS

PDefinisi 2.10

: ﬁmwrwwwHﬁﬂYakDYaf~kEmuﬂgkinanwuntukmmembuatﬂipermutagiwmwrmfwnﬁ

dari n buah bsnda yang berlainan disgbut jumlah

permutasi dari n unsur. Dinyatakan dengan Pn.
Misalnya 3

‘Pl =1

Fe

=L

2, yaituy :'ab, ba

1

Pz = &, yaitu : abec, acb, bac, bca, cab, cha
Dalil Permutasi :
Jumlah permutasi dari n unsw- vang berlainan

-adalah Pn = nE'# 1.2,

(&

noees ox AN1)anm... {2.3Q0)
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Definisi 2.11

% Jika dalam suatu permutasi angka vyang besar
mendahulai - angka'yang lebih kecil, maka kita
katakan permutasi tersebut terdapét inversi.

#¥  Banvaknhya inversi yang terdapat dalam sebuah
permutasi adalah jumlab inversi dari permutasi
tersebut. Ditulisrdangan gimbuel 2 I (a..) = ...

Coritoh

Fermutasi dari 3 unsw @ 1,2,3 adalah 5 1 2 33

17232133 231; 31 2dan 3 24,

I(1,2,3) = @ 1(2,3,1) = 2
I(1,3,2) = 1 1(3,1,2) = 2
I(2,1,% =1 I(3,2,1) = 3

Pandangan matriks bujur sangkar A ukwran n % n

berikut :

S R . o ~
811 Az - -+ Bgp
any Bon - o« . AoD

A = . . .
\ahl fnz o+ = n Bnn

Determinan dari A, ditulis dengan (Al
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Definisi 2.12

Harga determinan dari matriks & adalah :
I41,2,3, vuuvy N) + I 1y You Yoy was Yo !

1A = {-1) ‘ (aiyi Boyp == anyn)........(z.Sl)

dengan Yiys Ypy «a: 3 ¥, adalah angka~angka yang berlainan

dari 1 sémpai déngan M

Jadi Yis Y2s Yxe =es 5 Yy adalah permutasi dari  bilangan

1 sampai dengan n, sehingga terdapat n! urutan y1, Yoguwan

¥ Yang berbeda.

Contoh &
25 7 2 5 7
A= 3 S = maka (A} = = & =]
4 i g ) 5 1 9
T 1,2, + I(1,2,3)
VAL = (=1 2.85.9
S (,,,}_,,‘_'7_ I R i S § FBFRY
(-1) 2.8.1
I (1,2,3) + I(Z2,1,% _
(~1) g : L 5.3.9
I (1,2,3) + 1¢2,3,1)
{-1) 5.8.4
I (1,2, + I(3,1,2)
(~1) _ 7-3.1
I (1,2,3) + I(X,2,1)
(=13 . 7.6.4

= 108 - 146 — 1385 - 140 + 21 ~ 148
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Definisi 2.13

Matriks Singuler adalah matriks bujw sangkar yang harga
determinannya nol, sedangkan matriks bdjur sanakar vang
harga determinannya tidak nol disebut matriks non

singuler.

Contoh 3
Ao = 2 adal ah matriks singuler
' A 41 .
B = [1 —3] adalah matriks nonwsingﬁlef
4 7

-Pefinisi 2.14-
- Jika baris ke i dan knldm ke j dari matriks & n 2 n
dihilangkan, maka matriks wvang dihasilkan adal ah

matriks (n-1) xi{n-1), Determinan dari matriks (n—1) ¥

b

{(n—1) ini disebut minor Mij dari matriks A.

7;WRE?QE{6FWVBé;i7 Ai;r‘ﬁéf& eIEmen 8y 3 matriks A di

definisikan oleh persamaan Ay, = (~132+] My g

befinisi 2.15

dika baris dan kolom matriks PAnuy ditukar, matriks m x n
yang diparoléh disebut tranépmsg_matriké Pe Tfanspﬁse
matriks A dinyatakan_déngan A .

Misal 2




~ N
811 Bz - » o r B
H21 Apz =« = 4 dpg
A == " ” n
C_'.'l 8 ";) . » - - Et
\ ri} n2 nm )
maka 3
P N
all 312 » * = aln
a1 Aop = = = A8ppn
A= ; . .
2mi Am2  ~ - Bgn
A /

Definisi 2.16

‘Matriks B dengan elemen pada baris ke i dan kolom

sama dengan Aj; disebut matriks adioint dari

dinyatakan dengan adi A atau :

11

B= (b‘ ‘) = (Aji) = adj Q-:-;:evuxn’n--(Z-SE)-

- Jadi matriks adjoint dari A adalah transpose dari

vang elemenya adalah kofaktor dari A atau :

32

ke 3

& dan

matriks
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\‘ .
ra11 A2 -~ v = B34
321 322 » » » a?..fl'}
adj A = . . .
: anl E&nd? » L] - anmJ
Contoh 2
1 2 -4
Diketahui : matriks A = -5 Q 5

Ditanyakan: matriks adje 2 -
é o o N

Lo 5 i 2 -4 P2 -4
: : - : ; ;
-2 1 -2 1 1 P s
~E 5 1 b1 -4 ) L1 -4
adj A= | ! : : i ; ;
PO 1 b o1 —1-z 5
) e S T R T R -
; ; ; : ! ;
O -2 O - . P
£ Y 7/
10 b 10
adj A= = 1 7
& .2 &

Definisi 2.17

dika untuk suatu matriks bujur sangkar A, terdapat suatu
matriks B sedemikian sehingga BA = AB = I, maka B dihyat
akéﬁ'“sebagai H“II.dan disebut matriks balik dari  A.

Matriks balik dari A ada jika determinan A tidak berharga
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nol atau A adalah matriks non singuler.
Sifat-sifat matriks balik 3

(1), aa"l =pp=1

(ii). (am~l = grip~t

(iiiv.,  n~*

it

adl A

Al

2.7.3. Deferensial dan Infegral Matriks
Definisi 2.18 |
* 'Turuﬁan matrik A n % m didefinisikan sebgga;
| 'ﬁauﬁiké,.n t£”iﬁ.'yéné.-fiégu“éiémenn§$“m$éfﬁp;§aﬁ”
turunan  dari Elémen'matfiks asal, dengan syérat
samia =21 eman aij(t) menpunyal turunan terhadap ta

Jadi 2
e

N
Lo agqft) 4 dpafth e g ag,tt)

L L S S
_g_ﬁ(t) = f_q_.aij{t} =_d__321(t} _!_azz(tl rur i_az.“:) lllllllilllllll‘lll("{ZlB)
gt R | S gt dt it

ét dt dt

¥ Dengan cara yang sama, integral matriks ACH) nx m
di definisikan ssbagai @ .

P _

(syitist  fapi gt .. [t |

Jﬁlt}dtz Ia”(t)dt [ fagttiae fapttr st o (apttiot |ovinnnonncnn, 2,30

* L]

fattist faqtat ... jam'mdt
\ . /






