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2.1. Model Kontinpua

Hisalkan T merupakan variabel random non-negatif vang

menunaukkan Waktu ketahana1 1nd1v1du dalam suatu populasi

dan mlsalkan T adalah koqtlnu sehlngga T " terletak dalam’

interval [0,w).
Jika T£(t) adalah fungsi probabilitas densitas untuk T maka
fungsi distribusi kumulatif F(t) adalah sebagai berikut :

CF(t)

t _
| E - j; £f(x) dx 7
Sedangkan probabilitas suatu individu tahan hidup hingga
waktu t diberikan oleh fungsi ketshanan 5(t) sebagai
berikut:

S(t)

P (T > t)
s3]

o Fx)_dx
LA

I
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L= F() L(2.1.1)

E(CE) merupakan fungsi kontinu ke kiri yang turun monoton

dengan S(0)y = 1 dan 5¢w) = linm Sty =4,
L—>00
Fungsi probabilitas densitas f(t) diperoleh dengsn

menurunkan fungsi distribusi kumulatif F(t} terhadap ¢,

sehingga £(t) dapat dlnfatakan sebagai berikut :

CATECEY T
dt
d [1 - S(t)]
: dt
o d sy
T

TE(ty =
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Suatu fungsi lagi vang erat hubungannya dengan fungsi
ketahanan adalah fungsi hazard K(ﬁ) vang didefinisikan

sebagal berikut

P (£t ST <t + A T2t

ACE) At

lim
At——>30
£f{(t)
S(t) :
I G
1-F(E) e

Fungsi hazard ini menunjukkan tingkat kegagalan (kematian

untuk makhluk hidup atau kerusaksn untvk benda-benda

produksi) pada_gaktu“t_jikg "diketahui ind;yigu tersebut

tahan hidup;hingga usia t. Pada khususnya, k(t}'At adalah

EL,t+AT) jika 'diketéhui' individu- tersebut tahan hidup
hingga usia t. Fungsi hazard disebut juga sebagail i¢ingkat
hazard, tingkat kegagalan atau dalam demografi 1lebih

dikenal dengan "forece of mortality”.

Jika persamaan (2.1.2) diintegralkan maka diperoleh

-”mﬁfﬁﬁaﬁiiiféénméﬁé£ﬁ _ihdi%i&ﬁ“mﬁéﬁiﬁggéimmﬁéiéﬁ'“-{ﬂtéfQéimmm”m”

sebagal berikut

t
fo S8 ax

t
o Jor ax o teanl

= - Ln [1-F(OT |,
= - Ln [1-F(t)]
= - Ln 8(t)
Sehingga : .
| LnS(t)z—f:K(x)dx I
s(t) = exp_{; jﬁ AGe) dx J.oo(2.1.3)

wiicvo. Didefinisikan . juga. . fungsi . -hazard. kumulatif ~yaitu -

'sebagai‘berikut

o, _
H(EY = [, A(x) dx.




Sehingga
| S(t) = exp [- HCEDD oovvnnn... (2.1.4)

Karena S(®) = 0 maka H(w) = 1im H¢(t) .= o, Sehingga fungsi
' _ Tt . ,
hazard A(t) untuk distribusi waktu ketahanan vang kontinu

bersifat

aa) -
f, Mr) dt = o

- Sehingga fungsi probabilitas densitas berbentuk sebagai

~berikut _ |
(L) = A(t) exp.[; f;'h(x) dx ] oo (2.1.8) o
Untuk lebih jelasnya, dapat digambarkan  sebagai
berikut | :
rity ‘ Le)

()

)

gambar (1), Beberapa fungsi hazard dan fungsi '

probabilifas'densitas.'

Gambar (1) diatas menunjukkan . fungsi hazard"'-daﬁ -

fungsi ?robabilitas densitas untuk tiga- distribusi
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kontinu. Distribusi (a2) merupakan fungsi hazard yang naik
monoton, distribusi (b)) merupakan fungsi hazard yang turun
monoton dan distribusi {(e¢) merupakan fungsi hazard vang

berbentuk "bak mandi” atau berbentuk U.

2.8 Moédel Diskrit o
Jika waktu ketahanan dapat dikelompokkan secara

terurut maka waktu ketahanan T dapat diperlakukan sebagai

variabel random yang diskrit. Misalkan T  bernilai

tst ,... dendan O = T, £ t, < ... dan fungsi probabilitas
T T
p(ty) = P(T =t 3= 1,2,...

HMaka fungsi ketahanan adalah sebagai berikut

S(t) = P(T>t)
=T p{tj) ...... (2.2.1)
j:t. > t

Pada model diskrit ini seperti pada model kontino Juga

-.yaitu bahwa S5{t) merupakan fungsi ~keontinu ke ~kiri ' vang -

turun monoton dengan S{(0) = 1 dan S{w) = 0,
Fungsi hazard didefinisikan sebagai berikut

At ) PCT=t, | T>¢t, )

p(t.)
7' = e s I ’ j = 1,2,.-. B .
_m“mﬂmm“sgtj)mm“mmqmmmmwmmww.._W“mmwmmwwm"m“w‘wwm U

farena mty = Bt 7 L

menjadi sebagai berikut :

> maka persamaan (2.2.2)
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(t,,)
K(tj) =1 - STt ji=1,2,
............ (2.2.3)
Sehingga
SCEY = L1 -ACEd T o (2.2.4)
: Cdrt <t ,”é,m",

Sepefti.juga-éadé model kontinu maka
H(t) = - Ln S(t)

‘dimana S(t)_dibérikan pada persamaan (2.2.4).
| Model Hazard dapat dinyatakan sebagai perkalian
“fuﬁgsi"?éﬁéftidéﬁmwféfgéﬁfdﬁé_'déﬁmm§éﬁ§"-ié}géﬁgﬁﬁémmﬁédamm_”mmm
vektor kovariat X yaitu i

A(LEL,X) = A Lty 2(t,X)
dengan

Ao(t) : fungsi hazard dasar

g(t,X) : pengaruh dari vektor kovariat X pada

waktu t

Model Hazard dapat dibedakan menjadi dua macam berdasarkan
kéédaan g{t,X) vaitu sebagai berikut
I. Model Proportional Hazard
Model Proportional Hazard adalah model .hazard dimana
,Wgﬁﬁ,K)MtidakgﬂdipengaruhimoLehmwwaktuﬂmtrwaadiw~g¢t;x>~w~wmm~~
selalu tetap untuk setiap t yang berarti bahwa . selama
- penelitian dilakukdn keadsan karakteristik individao -
‘berikut: -

ACELX) = A_CE) g(X) .




2. Model Non Proportional Hazard
Hodel Proportional Hazard édalah model hazard dimana
g(t,X) dipengaruhi oleh waktu t. Jadi selama penelitian
dilakukan keadaan karakteristik individu dapat berubah,

sehingga modelnya sebagai berikut

o MEKD = A ey (e

Kedua model hazard ini ‘digunakan untuk analisis vang
mengandung data tersensor.

Pada tugas akhir ini hanya akan dibahas Hodel

Proportional Hazard .

- 2.3. Metode Penaksiran

2.3.1. Likelihood Harginal

Untuk data yang tak tersensor, misalkan Yi,...,Yn

adalah variabel random yang saling bebas dan Y; mempunyasi

fungsi distribusi kumulatif FL dengan fungsi probabilitas

Dapat dituliskan sebagai berikut
Y = (Yi,...,Yn)
R = <R£""’Rn)
dengan

Maka probabilitas untuk vektor rank r adalah sebagai

berikut
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u/c _ n .
p(r 7,8y = [ ... f o { fu, (u. )
a < @ L=4
T
* ‘H [1ij (ui)]} dui...du
Lt TR
.......... (2.3.4)
dengan fu‘L adalan fungsi probabilitas densitas vang

berhubungan dengan wurutan ke-i dari . pengamatan - tak

tersensor, Cf:t+1.adalah himpunan yang berhubungan dengan

pengamatan tersensor antara urutan ke-i dan ke-i+t sarta n
adalah jumlah total pengamatan tak tersensor

Dari persamaan (1) dan (2.1.3) maka diperoleh sebsagai

berikut
e S
Fl®) =1 - exp [ el J;K¢<g>.d“.]_“Tti"i<273'5)
Maka :
p(r™® , 5y = n i
=

1 L exp (ﬁXj)

=R,
kN

 2.3.7. Likelihdod Parsiil
.. Misalkan fungsi likelihood .penuh. untuk. sekumpulan. .

data yeng terdiri dari n individu dimana distribusi waktu

ketahanan untuk suatu individa dengan vektor regresi X.L

adalah sebagai berikut




™
p(ry = [ ... J mfcu) du,...du ...l (2.3.1)
u <., ,<u v=
i n
dengan fi adalah fungsi probabililitas densitas Yi'

Dari persamaan (1.1) dan (2.1.3) maka diperoleh

e ﬁxwwmtww.h,, B
F () :-l—exp[fe. i J; Ala) du ] ....(2.3. 2y
maka
n exp (X )
p(r = NI —m— ... (2.3.3)
i=1 F  exp (ﬁXj)

ieR.
t

Sedangkan untuk data yang tersensor, misalkan dii;gﬁégéé;;
dengan (Yi,éi},...,(Yn,éé). Variabel _fandom' Yir mempunyal
fungsi distribusi kumulatif Ft dan fungsi ©probabilitas
densitas f_.

Vektor rank didefinisikan sebagai berikut

b al

R#(?z_(RS{O,J..,Ru/c)

dengan

_ rank Yi diantafa pengamatan tak terssnsor jika
Ru/c _ & = 1 "
i - 1
rank pengamatan tak tersensor yang terdahulu jika

L

dimana é:(é;,...,én),adalah vektor . indikator.

“Fika £%°° adalah vektor rank untuk suatn individd maka T

probabilitas (ru/cfé) adalah sebagai berikut
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F(t,X) = A () X dxp [— Ho(t,) e ]
1

dimana Ho(t) exp{(X) = H(t,¥) dengan Ho(t) adalah fungsi
hazard kumulatif dasar. |

'~ Maka fungsi likelihoodnya adalah sebagai beriknt

n

L 3,2 _(£)] =1] [ A_(t) eﬁXi So(ti)equﬁxt}]é

i=1

[ so(ti_).e.xp (FED ..]1“5t .. (2.3.8) .

dimana t adalah waktu ketahanan yang tak tersensor atau
tersensor untuk individu ke-3i dan 6i menunjukkan wvariabel

indikator wvang bernilai 1 jika ’i:.L merupakan waktu

ketahanan yang tak tersensor dan bernilai 0 Jjiks tL'

merupakan waktu ketahanan yang tersensor.

Sehingga persamaan (2.3.8) menjadi sebagai berikut

T o T
LA (t)] =11 8 (e, 2P PR a6 ) exp(AX,)

i=4 7 i<eD

= [ exe %) E exp X )] X

i<=D LER

i) a5 ER

dimana D menyatakan“himpunan individU“yang“meninggal”“pada“

waktu ti dan Ri menyatakan.himpunanm indiwvidu . yvang . hidup-

dan tak tersensor pada waktu tv

I
1 Pt Bee op) M0
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Misalkan R(t) menyatakan himpunan resiko individu
meninggal pada waktu t yaitu himpunan individu vang hidup
dan tak tersensor pada waktu t. Maka Tfungsi hazard

keseluruhan pada waktu t adalah sebsagai berikut

S leR(t)
dimana A (t) = A(t, X)) = A_(t) exp(BX) vaitu fungsi
hazard untuk individu tv.

_HMengingat bahwa

M s, (£ Y PE s o ['— =LY () exp(AX,) du]
=4 . L=4
{ ko b
= expL—E ft L A (u) exp(fX, )du
i=14 “i-1 1€R{t)
o
- I x{u) duo ]
t
x
= expl- & [,  Au) du - [, A(u) du |
Yis=1 Ti-a "k 7
................ (2.3.10)

"Dengan mensubstitusikaq persamaan (2.3.10) ke persamaan

(2.3.9) maka dipercleh sebagai berikut

k

I

wwmzhtb;i;fgjjm
LeR(ti)

t

| e;p{} j%f;(u) au]] ékﬁ[ -f:}(u} éu}

(R §

................ (2.3.11)

- n [ exp {?X;/ : exp(ﬂXL)])\_C tL )* e
2
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dengan t0 = Q.
Dalam persamaan (2.3.11), suku pertama disebut 1likelihood
parsiil yaitu sebagal berikut

e _

L3 =@ [ exp (AX,) T exp (FX) ] ...... (2.3.12)
N - T R = : Y& o T
Suku kedua adalah probabilitas bersyarat kematian pada
waktn 1':.L dengan tidak ada kematian dalam interval
[t,_,,t,) dan suku terakhir adalah probabilitas tidak ada
kematian lebih lanjut setelah t . ...

2.3;3. Téori Sampel Besar Likelihood Maksimuam
Hisalkan pengamatan Xi,...,Xn adalah sampel random
dari distribusi dengan fungsi probabilitas densitas
f(73,X), dengan 3 = (BB adalah wvektor parameter
oo yangoccbelumo  diketahuioodis-dalams—himpunsp—-o @i Fungsdo i

likelihood untuk 8 didefinisikan sebagai berikut

LAY =q1 £4A.X,)

L=1

~

3

Untuk

Urnituk B di dalam 2 yang menyebabkan L({3) maksimum maka

disebut ({aksiran JIlikelihood maksimum untuk 5.

mmmempermudah,memaksimumkanwL(ﬁ)nmakaidapatWMjugamﬂdilakukan~MWﬂ~m~mw

dengan memaksimumkan Ln L(f3) yang juga maksimum pada 3,
dan {3 dapat dipercleh dengan menyelesaikan persamaan

‘likelihood maksimam U (#)=0 (i=1,...,k) dengan
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0 (py = 2R LB i=1,...,k

U (B) disebut skor dan vektor U(3)

LU, (B, LU, ()]

disebut vektor skor.

~¥Yektor skor- U(ﬁ) adalan Juniah varlabel random bebas“””'

.yang berdlstrlbu51 identik karena ILn L{(B) = ¥ Ln f(ﬁ,Xi)
dan U{f3) berdistribusi normal asimtotik dengan mean 0 dan

matrik kovariansi I({3), dimzna

vl

SENLER

Matrik I(f) disebut Matrik Informasi Fisher.
Jika Io adalah taksiran yang konsisten untuk I(R)

maka

_ - &% Ln L(pB) R -
) = spem  lpp o2

2.3. 4. Hetode Iterasi Newton—Raphson ‘ o
Jika fung51 llkellhood L{f3) L(ﬁ ..,ﬁm) maka untuk
memak51mumkan L(ﬁ) dapat dilakukan dengan memaksimumkan

Ln L(f3) dengan jalan sebagai berikut

S Lo L(B

Vmgiﬁﬁ)me"“*jﬁgﬁ———- BB = Lty B e

-Kemudian dibuat vektor skor U(p) = LU, (B),.. ,U (ﬁ)]
'Untuk menak51r ﬁ dlgunakan tak51ran awal ﬁo dan dllakukan
ekspansi deret Taqur diéékitafm'ﬁb sehingga @ipéroleh

sebagai berikut : : Sy
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UCR) = UCBL) + (B-B,)G(B,)

dengan G{(f3) adalah matrik bujursangkar ukuran k sebagai
berikut

_ &2 Lﬁ'L{ﬁﬁ .

th(ﬁ) = 6ﬁiéﬁj i |

j=1,...,k

H
[SX8
“

..,k

Jika 5 memenuhi U(%?=Q maka persamaan di atas dapat
dinyatakan sebagai berikut

i

f? - U(BIGB,) e (2.3, 14)

B
Adapun algorltna Hebﬁde lterasi Newton-Raphson adalah
sebagai berikut
1. Tentukan taksiran awal £
2. Hitung U(ﬁo) dan G(ﬁo)

.3, Hitung B:-.' = 3 U.,(,Eéj_@'_(,ﬁé")—i e

o

4. Ulangi (2) dan (3) sehingga U(ﬁk):o maka ﬁL merupakan

penyelesaian.,

2. 4. Penyensoran Random
Misalkan terdaéat n individu vang diamati dan

peﬁgamataﬁ L. dengan 1 = 1,...,n. Para T! mempunyai

densitas f(t) dan fungsi ketahanan S(t). ¥Waktu ketahanan
'Tt untuk suatu 1nd1v1du akan teramatl hanya alka I, = L,.

Susunan data dapat dltungukkan dengan n pasang variabel

 :random (t 5 ) dlmana :
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1 jika T, =L,

L
T

t.L = min (Ti, Li) dan &, =
0 jika Ti > L,

L

éi adalah indikator sensor vang nenunjukkan waktu

- ketahanan T, tersensor atau tidak.” t, sana dengan T, jika

teramati atau tidak tersensor dan ti sama dengan Li jika
tidak teramati atau tersensor,
Perlu diingat bahwa t, adalah variabel random dengan

komponen kontinu dan diskrit. Untuk bagian  diskrit

 diperoleh sebagai berikut :-

P (tt:'LL) =P (6i =0y

P (T, > L.

| S(Lt)
Untuk nilai ti < LL maka fungsi probabilitas densitas

kontinu untuk t, adalah sebagai berikut :

PCt ] & = 1) = PCe, | £,< L)

"”m,m.”f(tg}_
= 3 SCL D

Distribusi dari {ti,éi) mempunyail komponen sebagai

berikut

B = L, 820 =B(S = 0) =Sy

P Cti’ 5L.: iy = P (til & =1) P (5£=1) t. < L

i

£(t.D

“Sehingga fungsi probabilitas dénsitas bersama ‘untuk £,

dén 6i~ada1ah-sebagai berikut :
' ' L 5. 1 - 6
P(ti, ét) = f(tt) i S<Li) i

Jika pasangan (tt, 51} bebas maka fungsi likelihood adalah
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sebagal berikut

='% £(t )% s(n H*0
i=1
Misalkan éengamatan waktu ketananan dl dalam sampel
'dlpero;eh sebagal befl ut co L S
E]:t0<1:.1<...<tk<tk+1 = a |

Dan terdapat n, resiko dan d, kematian pada waktu t, dan
- di-dalam intervalw[ttd,tt) terdapat = u waktu tersensor
' yang-ditunjukkan dengan'LF%i (3 fm;{Jij’“'\
| Jika fungsi ketahanan adalah 5(t) maka probabllltas éuatu

1nd1v1du matl pada waktu t aaalah S(t ) - S(t-+D) dengan

5(t) merupakan fungsi kontinu ke kiri yvang tidak naik.

Sehingga fungsi likelihoodnya adalah sebagai berikut

K H.
L=nl{ns ) rscey - scerone]
i=1 L %=y N}
o "uk+1 ’
oo eafr (REL) ‘ e e g g
o s{z, ") SRS (2.4.1)

Misalkan pengamatan dilakukan terhadap dua individu

vaitu individu I dan II dimana hasil pengamatannya dapat

A ..
1. | { I - TIDAK TERRSENSOR
II.} ~ TERSENSOR
~ START DEATH '
_ | i

BATAS PENGAMATAN
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gambar 2.2.1. data tersensor dan tak tersensof
Untuk individu I, data vang diperoleh merupakan data waktu
ketahanan yang tidak tersensor karena individu tersebut
sudah mati sébelum batas waktu Pengamataﬁ. Untuk individu
11, data yang peroleh'merupakan data waktu ketahanan vang
‘tersensor karena sanpai batas waktu pengamatan individd
tersebut masih hidup dan kita tidak tahu dengan pasti
kapan individu tersebut akan mati.

Penyensoran random yaitu .penyensoran vang terjadi -

pada penelitisn yang dilskukasn dalam waktu vang ‘berlainan- _

-”&ihgﬁé“&ﬁféngékfﬁ ké%;ﬂéﬁ;ﬁfﬁidﬁﬁiiang diperoleh merupakan
data yang terputus / tidak daspat diamati secsara Ttﬁntaé."
Pengamatan random sering'terjadi pada aplikasi - kedokteran
vaitu pada percobaan medis dimsna pasien dipelajari pads
waktu vyang berlsainan, masing-masing dicobakan suatu

terapi. Dari percobaan ini akan diperoleh waktu ketshanan

hidup, tetapi penyensoran mungkin séjé terjadi karens
Mbeberapa“hal‘antara.léin : |
i. Pasien memutuskan untuk iberpindah tempat dan
tidak bisa ditemui lagi oleh peneliti.
2. Pasien teiap di 'tempat rtetapi menclak untuk

melanjutkan penelitian.






