BAB TIIX
DIAGONALISAsi ORTHOGONAL BsnﬂUK KUADRAT
Pada bab ini aéan dibahas men%enai diagonalisasi
suatu matriks, miSalh&a diberikan suat; matriks A berordo
n x n dan matriks .Pféyahg mempunyai éinvers, sedémikiané
sehingga P~ tap diagonél. Selanjutnya Editentukan matrikS 
orthogonal P, sehingéé P 'AP = pTAP di;gonal. Dan apabila
‘A adalah matriks _daéi bentuk kuadr;t maka P disebut~

mendiagonalisasi bentuk kuadrat secarakorthogonal.
3.1. Diagonalisasi Matriks

Definisi 3.1.1

Matriks bujursangkar A disebut dapat didiagonalisési;
jika terdapat ‘mhtriks P vang ; mempunyal in#ersj
sehingga P-fAP_Z diagonal. Ha%riks P disebut
nendiagonalisasi patriks A. % | .
Teorema 3.1.1
Jika A adalah mat%iks berordo n x:ﬁ maka pernyétaan ué
pernyataan beriku£ ekuivalen satu sama lain
(i) A'dapat didiégonalisasi. E

(ii) A mempunyai_q vektor eigen bebas linier.

} Bukti
(1) === (i1)
Karena A dianggép dapat didﬁagonalisasi, maka?j

terdapat matriks P vang mempunyal invers, yaitu
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p11 épiz - pi,—, )
Py Pz Pon
P = .
L pni : “'pnz . pnn J
sehingga P—iAP'diagonal, misalnya (P° "AP = D, dengan
ki 0 -0
4] Kz - 0
D =
0 .0 Y
. ' n J
Haka AP = PD, yakni
Pis Pip.*+ + + Pyq hi 0 -0 1
Pay Pop =+ © Pay o ;\z - - 0
AP = :
. pni phZ pnn JL L & 0 ;San
kipii ?kapiz hnpin
7\1921 >\2922_ >\ann
. kipni _thnz ?\npnn J
............................. Y (5 I 1)
Jika dimisalkan é P, P, Cees P, menyatakan .

i 2

vektor-vektor kolom P, maka daﬁi persamaan (3.1):

kolom-kolom AP yang berturutan ad%lah Kipi, xzpz,-

hnpﬁ' Akan tétapi kolomukoloﬁ AP yang berturutan:

adalah Api, Apé,;;.., Apn, sehingg@ didapatkan

I
|
|
i

b
b

b



Ap, = AP, AEzz?éthz' cev s Bp = AP ... (352);
Karena P mempunyai  invers, maka vektor-vektor.
kolomnya semuanya tak nol.

Jadi sesuai pgrsaﬁaan (3.2) », Kﬁ, cees A adélah_

nilai-nilai eigen dari A dan p , éz, ey B adalah.
vektor-vektor eigen vang berse%uaiah. Karena P
mempunyai invers maka didapatkan 6ahwa P,» Pposees P

bebas linier. Jadi, A mempunyai n vektor eigen vyang:

bebas linier.

(ii) == (1)

Diangéap bahwa A mempunyai n vektor eigen vyang bebas?
S _ N :

linier vaitu p . Dy «--s p_dengan nilai eigen vang

il
bersesuaian adalah ki,'Kz, cees hﬁ%dan misalkan
; o .
p11 piZ ' [ p:l.n
pzs_ pzz ! pzn
- : I
P = f
pni pnz I'::’nﬂ J

-

adalah matriks vang vektor-vekt

r kolomnya :adalah;

i
t
|
P
b
i
i
b
f
i

.. P_.

z* n'

|4 P

i,

Kolom-kolom dari hasil perkalian AP adalah

N

?Api: Apz; ..., Ap

diketahui o E
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sehingga
APay a%piz coe s AP
x1p21 azpzz IR hnpzn
AP = Cowd
L P\ip‘ni thnz oo >\r'-prm J
‘ P Pizg Pen 1 M 0 - 0]
Pay Paz Pan Q Az 0
L pni phz? ‘ pnn JL o 0 : Kn J
2 PD e e A (3.3)

Dengan D adaléhz matriks' diago
nilai-nilai eigen A, A, ...,
utama. Karena'vekio;—vektor‘kolom
maka P mempun?ai invers. Jadi per
ditulis P_iAP Szé D dan dengan

didiagonalisasi.

Dari bukti teorem% 3.1.1 didapat
urntuk mendiagonaliSasi:matriks A beror

didiagonalisasi, yaitu :

nal vang mempunyai,

»_ pada diagonalf~

dari P bebas: linier.
| :
samaan (3.3) dapat

demikian A -dapat

tan langkah-langkah

| :
do nxn yang dapat

;

I
;

Langkah 1. Mencari nilai-nilai eigen matriks A

Langkah 2.,Hencari:nivéktOr'eigen vang

matrlks:A, P,s Pys «vus P

Langkah 3. Hembentuk;mhtriks P yang me

P sebagai vektor—vektor ko

bebas linier dari

s aees

mpunyai p , P,

lomnya.
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Langkah 4. Matriks Pf;ﬁP akan diagonal|dengan A _, A, ...,f

1’ 2

i i o
kn sebagai elemen-elemen diagonal utama Vvang:
i ‘

berturutan, dengan A, adalah nilai eigen yang:

.bersesuaian; dengan vektor: eigen. P.o untuk;
i =1, 2, ..., n.
Contoh 3.1
3 -2 0
A = -2 3
0 0 5
Karena o ‘
A-3 2 ‘

(AT - 8) = | 2 A-3

maka persamaan:kaiakteristik dari A adalah

det(AI-A) = <Ae1){x—5)z =0

(A-1)(A-5)% = 0 —— A, = 5dan A, = 1

Jadi terdapat duagnilai eigen vaitu A, =5 dan A, =1
Selanjutnya dicari vektor eiged vang bersesuaian:"'

b

5, ambil:%

dengan nilai eigen Ai
x !
1 i
X = x = !
2 Df
x
3

§
f
i
i
i

vang memenuhi (RII—A)x =0

2 0 %, 0
2 0 x; =
) %
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maka dari persamaan terakhir didapatkan

22& +_2x} = U.} ]

2%1-{-2962::[] | | |
Dari persamaan 223 + 22% = 0, dapa& dipilih ® o=,
sehingga dldapatkan P, = o-e, dan x, = e,.

Dengan e, dan Cgfkonstanta sembarang yang tidag nol,é

sehingga

e, | ? c, 0 | 1
x= |~c | =-c, + G = ?1 -1 + c, 0
c 0 c ! a 1
2 2 i

1
P, © -1 o dan P, =
o q L1
yaitu vektor-vektor  vyang beb&s linier, maka :
; t _ _

vektor—vektor-térsebut membentuk %ebuah basis untuké

ruang eigen vang bersesuaian dengan A ='3.

[

Untuk menentukan vektor eigen yang bersesuaian:dengan;

nilai_eigen Azlz‘l , ambil:

x
i
X = xé = 0 |
% f
3 %
yang memenuhi (sz - Mx =0 %
2 2 @ x1 0
2 =2 0 % | = 0
0 g -4 % 0




|
t

i
i
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Dari persamaaﬁftérakhir didapatkan
—221 + 22%-:tg
Zka - 2#E'= Q diambil dua persamaan
B T |
Misal diambil -22& + 2x, = 0 dan ~4x = 0, dapat
dipilih % = c, sehingga didapatkan %, = c dan %, = O

Dengan c¢ konstanth sembarang yang

1

vaitu sebuah ;bésis untuk

bersesuaian dengan A, 1,

vektor yang bebas linier dan didag

100 1
P=|-1 0 1
o 1 0

ruang

Sehingg

tidak nol, sehihgga;

eigen vang
a {p .p,,p,} adalah’

atkan

Untuk memeriksanva’

vang akan mendiégonalisasi A

dapat dibuktikan bahwa :

[ 1/2 -1/2 0 3 42 0]1f1 o0 1
P'ap=| 0 0 1] ]2 ol [-(1 o 1
| | 1/2 0 1/2. 0 o o s]lo 1 o
"5 0 0
= 0: ‘5 0
0o 0 1




Contoh 3.2

Persamaan karaktéristik dari matriks

-z 2
A= [-z 1;]
A+ =2

adalah det(AI - A) = l 2 ey
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= (A+ 1)° =0

Jadi A = -1 adaldh satu-satunya nilai eigen dari ‘A,

Sekarang dicari‘ﬁektor eigen yang

nilai eigen A =j{1, ambil

X = |, =0
2 :

vang memenuhi.(XI?~ Ayx = 0

[+ =] [2] o]

bersesuaian  dengan:

maka dari persamaan terakhir didapatkan

Zzi - 23} =0 }
2961 - 2%2 = 0

Dari persamaan 22? - 2*% = 0, dapat dipilih x = cé‘

dan sehingga didapatkan % = c.

Dengan ¢ konstaﬂté sembarang vang

- [2]== [1]

tidak nol, sehigga

Karena merupakanfiuang eigen vang. berdimensi‘-satu,g‘

maka A tidak mempﬁnyai'dua vektor? eigen vang bébas?

. o &
linier, sehingga‘A tidak dapat diqiagonalisasi.

Dari pembahasaﬁl teorems d.l.l didapatkan;

langkah-langkah untuké mendiagonalisa%ikan matriks A.

Sebaliknya - yvang dipéflukan adalah

"mengetahui apakah:
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matriks A dapat didiagonalisasi, yaitui dengan melibatkan:

'secara langsung nilai eigen tanpa mencari vektor eigen

vang

dibahas teorema berikut

Teorema 3.1.2

Bukti

bersesuaian. Untuk ~hal tersebut, selanjutnya akan

f
[

R -4 adalah vektor-vektor eigen A

Jika V., ¥ "

2!
: . . Ll . . :
vang bersesuailan dengan nilai-nilai eigen: yang

berbeda hi, hz,j N Ak, maka {vi, Vo cees vk} 

adalah himpunaﬁivektor vang bebas: linier.

Misalkan v, v,, ..., v, adalah vektor-vektor eigen
matriks A yang bersesuaian dengan, nilai-nilai eigen.

b

yang berbeda A, A, ..., A_. Akan diardaikan bahwa

P

v ., v, tak bebas liniet sehingga didapatkan

v
2’ ’

1’

suatu kontradiksi. Dengan demikian dapat disimpulkan:
‘ : _

. - | i

bahwa v , vz,_..;; v, bebas linier.

Sesuai definisi ﬁari vektor éiéen, karena fvektoré
eigen adalah tak hol, maka (vi} bébas linier.

Misalkan r adalah bilangan bulat terbesar sehingga.

. f o :
{vi, Vs e vr} bebas 1liniex. 'Karena diandaikan
. o ; o
bahwa_{vi, Vo e vk} tak bebas 1linier, maka r:
- .

memenuhi 1 £ r = k dan sesuvai definisi dari r, maka;

L
'

., v_,,} tak bebas linier. Jadi terdapat

{V’.r vizr
skalar-skalar cijgcz, ..., e, vang tidak semuanya
nol, sedemikian sehingga
A R = .. . :
eV, ¥ czﬁvz : C Vet g ....... (3.4)

Dengaﬁ mengalikan;kedua ruas persamaan (3.4) dengan A
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dan dengan mengguhakan

Av, = A v, Av, = AV v =
f! 1747 Tz z2> T A?@+1 kr+1vr+1

maka didapatkan :: |

) Lo }
cikivi + czkzvzf ?" * °r+1kr+1vr%1
Dengan mengalikan kedua ruas persamaan (3.4) dengan
A akan didapatgan :

v + c + ... + ¢ A v =0 ...(3.6)"

A A v .
ci r+ti 1 2 r+4: 2 r+1i r+1 r-+1

Dengan mengurangkan persamaan (3.5) dengan persamaan .

(3.8), maka akan dihasilkan

ci(Ki_Kr+1)v1 +jc?(Az_Ar+1)v2-+ caet Cr(Aruhr+1)vr# Oi]

Karena {Vi, Vo i vr} bebas linier, maka persamaan
Lo I ' :

ini menyatakan bahwa

e (A ) T e A ) = Sle (A ) = 0

dan karena A, A, ..., A berbeda satu sama lain,.

maka didapatkan}béhwa
C.oZ e, = oo T 0T 0 i (3.7)
Dengan mensubstitusikan nilaiénilai ini dalam’

i

persamaan (3.4), @aka akan menghasilkan

CreaVres :30?
Karena vektor eigen v_,  tak nol! maka didapatkan
bahwa |

cr+1=0 O T T -o---oo-.---%(a 8)

Persahaan—Persamaanr {(3.7) dan (3.8) bertentangan

dengan kenyatadn' bahwa ¢, ¢, ..., ¢ _ tidak"

semuanya nol.
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Jadi terbukti bahwa pengandaian salah dan {vi; Vz’;

. vk} bebas linier.

Contoh 3.3

Dari contoh 3.1 didapatkan matriks

1 0 1
P=|-1 0 1
o 1.0

dimana vektor-vekﬁor kolomnya adalah vektor eigen.
Karena det (P)_#fd maka vektor-vektor kolomnya adalah

vektor-vektor yahg bebas linier.

Teorema 3.1.3

Jika matriks A:beﬁofdo nxn mempunyal n nilail eigén

yang berbeda, ﬁaka A dapat didiagonalisasi. |
Bukti | ' |

Jika Vs Voo 'f'?évn adalah vektor-vektor eigen vyang f

bersesuaian deﬁgéﬂ nilai-nilai eigen yang berbeda‘ki,

Az; Ce s kn, naka %eéuai teoremsa 3?1.2, Voo Vs 7.-.

v, bebas linier.‘Jadi sesuai dengan teorema 3.1.1

maka A dapat didi&gonalisasi.

Contoh 3.4

Apabila diberikahgmatriks

0 1 0o
a=|0o 0 i1 |
4 -17 8

maka persamaan'karakﬁeristiknya adalah
A -1 D

det(AI-A) = [ O A -1 | =A
-4 17 A-8

3 2

-\ + 1A -4 =0
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AP -8t 17T -4 = (A - 4% - 4an 4 1) = 0
xi = 4 , Az = 2 +§¥ 3 dan‘h3 =2 + 73
Karena matriks A ;mempunyai' tigé ‘nilai eigen vang

berbeda, makafﬁid?pat didiagonalisasi. Yakni:

4.0 0
P AP = | 0 '2+73 O :
0.0 2-¥3 |

Selanjutnya untﬁk menentukan matriks P dapat:

digunakan sesuai teorema 3.1.1.
3.2. Diagonalisasi Orthogonal

Definisi 3.2.1
Hatriks bujur sanékar A dapat didiagonalisasi :secaraE‘
orthogonal jika‘térdapat matriks P vang orthogqﬁal%
Sehinggé P AP = ;PTAP‘ diagén;l.- Matrik P disebut

mendiagonalisasi A secara orthogonal.

Teorema 3.2.1

Jika A adalah _ma?riks berordo nxn, maka pernyataan —é;

. pernyataan berikdﬁ ekuivalen satu sama lain |

i : | {i). A dapat didiagonalisasi secara orthogonal,

(ii). A memphn&%i himpunan n 'vektor eigen yang;‘

orthonormali |

Bukti o
(1) === (i1)

Karena A dapat‘faidiagonalisasi gsecara orthogonai,.

maka terdapat mat%iks P vang orthogonal sedemikian.‘

sehingga PniAP'diégonal. Sesuai pada pembuktian dari:
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teorema 3.1.1, maka n: vektor kolom |dari P adalah

vektor-vektor eigen déri A. Karens P prthogonal, maka
vektor-vektor kolomnya adalah orthonormal sehinggs A

mempunysai h vektor eigen yang orthonormal.

(31) m===> (i}

Disnggap bahwa A mempunyai himpunan orthenormal dari

n vektor eigen [p_ . PBP,, ..., pn}@, Seperti pada

pembuktian teorema 3.1.1 maka matriks P  dengan
vakltor~-vektor eigen térsebut sebagaill kholom-kolomnya
akan mendiagonalisasi A. Karensa Vekt@r—Vektor elgen :

tersebunt  adalah orthonormal, maka P orthogonal
sehingga akan mendiagénslisasi A secara orthogonal.
Teorems 3.2.2
A adalah matriks & simetris jika A dapat
didiagonalisasi secara orthogonal.

Bukti

Andaihan A dapsat didiagonalisasi secara crthogonal
: : i :

maks terdapat matriks: P vang orthogonal sedemikian

selilnggs

D =P "AP
Jadi,
s = pOP'.
N atau,‘karéna P ortﬁoéénal, nahka
A = PDP’ :
sehingga L E
3% = (epp™y" = p0"P" = pDET = A

terbukti bahwa A siﬁe%ris{
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Dalam pembuktlan teorema 3.2.1 dlperllhatkan bahwa

matriks A berordo nxn dapat dldlagonallsaSL oleh matriks P

I
!

E

berordo nxn seoara‘.orthogonal, dimana | kolom-kolom dari

!

. ‘ . { _ :
matriks P  membentuk himpunan orthonormal dari
vektor-vektor eigen dari matriks A. Selanjutnya sebelum
membahas masalah untuk-hencari matriks érthogonal P  vyang

akan mendiagonalisasi matrlks simetris A akan ditunjukkan
pemakaian proses Gram—SChmldt vang sérlng diperggnakén
untuk mendapatkan suatu?basis orthonormal. |
Misalkan {u , u,, .;.; pn} adalah basis pada R'.

Urutan langkah berikuﬁ akan menghasilkan sebuah basis

P n
orthonormal {vi, Vs et vn} pada R .
i
1. v, = o
1 7 lall

dengan proses normalisasi, vektor v, mempunyal norm 1

-< > y
= <u,, VIV,

z - Ta_-< Sv 1
_ u, u,v,ov, b
- sV — u_,V.>V
3 v = Ug=<U,, V2V, A
- - sv i - £ v sv |
3 Hua <uz,v1 v, - u,,v,2v,
a - > - % v - ... =< >
U u_,v.>v, <u v, v, u v >V
n. v. = —— :
- > - g v >V - i, =i % > Il:
n “un_<un’v1 Ve T Un1¥2?Ve U V-1 V-1
Contoch 3.5

Penggunaan prosé§ Gram-Schimidt | untuk menddpatk@nf‘

basis brthonor@al-dari basis - basis u = {1,0,11

1

w, = (0,1,1] dan u, = [1,0,0]

u .
v, =ty o= 2B s T, 0, 12
cT T T g
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u,—<w,, v, 0V, =.[0Q1,1] - (Y20 LYE L, 0, 1772 ]

= [ 7£/2_, 1, 1/2 ]

e - ¥V [ -1z, 01, 172 ]
2 :Huz"mz’vazg” . VB /2

= [-1/¥ 6, /Y6, /¥ B ]

.u3-<u2,vi>v1“<u§:v;>vz= [1,0,01 - (1/¥D(1/YZ, 0, 1/¥2)

- (-1/¥8)[-1/¥6, 2/76, 1//61

= [1/3,1/3,-1/3]

v = u3—<u2,v1>v1;—-_<ua,vz>v2 B} t1/3,1/3,-1/3]
s "u9—<u2,v;>v1:—'<ua,v2>v2ﬁ ' Y 3 /3

= [ 1/73, 1/73, -1/73 ]
Jadi,

v = [ 1¥Z, 0, 1/72]

v, = [-1/VE L 2B, 1B

4
v, = [ 1/73, 1/73, -1/73 ] |
membentuk sebuah3basis orthonormal untuk R,

i
|

Teorema 3.2.3

Bukti

Jika A adalah'maﬂriks simetris, . maka vektor&vektorf
karakteristik da#i ruang eigen ' vang berbeda akan

orthogonal.

Misalkan A dah-ékz adalah dua: nilai eigeh yanﬁ
berbeda dari matfiks simetris A y%ng berordo nxn, dan

misalkan :




SR S
1 1
i o’
vz z o dan v, = z
1 . f z ”
22 Do o’
n : n

adalah vektor-vektor eigen yang bersesuaian. Akan.

dibuktikan bahwa i

vV.v = 0o 4+ 0o 4+ ..+ v =
i 4 11_- 2 2 non 0

i

Karena viTvz adalah merupakan maﬁriks berordo  1x1l:

vang mempunyal v;.v

2 sebagai satu-satunva glemen,

maka dapat dibukﬁikan bahwa viTv2 % a.

Karena v, dan v, merupakan vektor eigen vang

P

bersesuaian dengan nilai eigen A dan A , maka

Av1 = Kivi fft ............... i ............. (3.9)

AV = AV e, A (3.10)

2 2 2 ! :

Dari persamaan.(3{9), didapatkan
T _ T §

(Avi) - (hivi)

T,T _ T ;

atan v A = Aivij - |
Karena A adalah simetris, maka
7 o ' : _

V1 A= 7\1\?4' ................ TR (3.11)
Dengan mengalikan masing-masing r@as dari persamaan-

(3.11) pada bagian kanan menggunakan v, akan
didapatkan .
T _ T ? ' -

v, Av, = K1Y4 YV, ceeeeranns R EERRERREERE (3.12)

dan dengan mengalikan masing-masing ruas persamaan.

b

(3.10) pada bagian kiri mengéunakan viT “akan |

didapatkan :

T _ T i '
v Av, = AV Vo v . e (3.13)
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Jadi, dari persamaan (3.12) dan (3.13) didapatkan :

T = A v1¥
>‘J.v1. Vo 24 2

:T.;__ ’
atau (hi - Az)vi:vé = 0 | |
Karena A, dan Rz‘ddalah dua nilai %igen yang berbeda.

t

- T
maka vV, = 0

Sebagal konsekweﬁsi dari teoreﬁa di atas, méka
didaﬁatkan'langkah—langkah untuk mendi§gonalisasi matriksf:

simetris secara orthogonal.

Langkah 1. Mencari baS@s untuk masing-masing ruang - eigen
dari A.. | %

Langkah 2. Menggunakanj proses Gram—Séhmidt padé setiap
.basis vang  didapatkan paéa langkah pertama.

untuk mendaﬁaﬁkan sebﬁah ba%is orthonormél péda?

setiap ruané eigen. i

Langkah 3. Membentuk: mﬁtriks P y%ng kolom—kqlomnyaj‘
lmerupakan fektor—vektor b%sis vang dibangun;:

.pada langgah kedua. Métriks ini | - akan -
mendiagonaiisasi A secara oéthogonal. .
Langkah~langkah {Eersebut sudah %seharusnya .jelas.'
Teorema 3.2.3 menjémiq bahwa vektor{vektor eigen dérig
ruang eigen yang berbeda akan ortéogonal, sedangkan;‘
benggunaan proses':  Gram-Schmidt émenjamin _bahwai
vektor-vektor eigen:yédg didapatkan daﬁam ruang eigen yqng;
sama akan o}thonormal.gJadi; keseluruﬁan himpunan :vektor |

eigen vyang didapatkanlﬁengan iangkah—léngkah tersebut akan'

orthonormal}




Contoh 3.6

4 2 L
A = 2 4
2 2 4 |
Karena 3§
A-4 -2 -2
AI-A = -2 X-4 -2
-2 -2 x4

maka persamaan'karakteristik dari A

det(AI-8) = (A-2)°(A-8) = 0 — A,
Jadi terdapat dua nilai eigen vaitu

Selanjutnya dicari vektor eigen

dengan nilai eigénéhi = 2, ambil:
x
1 : L ‘;
X = x, :# 0
x i
3 o
yang memenuhi (A I-Adx = O _
2 -2 -2 ) [ 0
2 -2 -2 | |= |=]o0
-2 =2 =2 %, 0

Dari persamaan tErakhir.didapatkan

_2$1 - 2x2'u gfg = 0

2% - 2%, - 3%3 =0

-in - Zxé - 2x =0
Dari persamaan FZx; - 2x, - 2x =0
X, = ¢C, dan % = jc; - c,.

t

i
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adalah

8

2 dan KZ

vang bersesuaian

» dipilih = =

c

: Dengan.c1 dan c, konstanta sembarané vang tidak . nol,

_sehingga

1
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-C 02 <y r_':2 1
X = c = 0 + = +
2 2 c, 0 c, 1
ci c:l.

Dan didapatkan :

17 -1
p, = §] Hé_dan P, =
14 Y
yvaitu - vektor—vekﬁor vang beb&s linier, naka

P

vektor-vektor teréebut_ akan membentuk basis unﬁuk'
ruang eigen yang bersesuaian dengan A o= 2.
Dengan menerapkah proses Gram-Schmidt térhadap?

{Pi,Pz} akan dihasilkan

P ) .
2 L0 o7 0 197 )

v =

p, - <p,vv, = [=1,1,0] - (1/Y2)[~1/¥2Z , O, 1/72 ]
= (-1/2 , 1 ,-1/2 ]
v - Epz - <P2,.V1>V:'i :{_1/2 , 1 ,1_1/2 ]
2 sz - <pz,v1>Y1H_ VB2 f
u = [-1/¥6 , /Y6 , 1/¥8 ]
Jadi : ‘? §
[ -1/76
v, = dan v, = 2/?5
= /6

adalah basis yang orthonormal.
Untuk mencari vekﬁor eigen vyang bersesualan 'dengan:i

nilai eigen hz = 8:, Ambil :




vang memenuhi (R;I~A)x =0
T4 -2 -27[= 0
-2 4 -—2 xz =
-2 =2 45 A 0

Dari persamaan terakhir didapatkan

4%, - 2z, - 2%, = 0 )
-2x1 +;4xé - ng :;0 -
—2x1 - sz + 4x%::é0 J
4 -—2: -2 ] gy o@ 0
_ — L
(KZI—AQ = |-2 4 : 2 oo 0
-2 -2, 4 ] "2 -2
28} ‘U; 0 3]
H12 e
~ (§] 6 -8 | .....
2 -2 4

cukup diambil 2 Qe?samaan dari (%)

=0

82% - st

—gai - 225'+1%x%- g, diambil

dan %, c

2

.
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-B 8

5 -B

-2 4
............ (%)
didapatkan
xa = e, “E = ¢

Dengan c konstanta senbarang vang %idak—nol, sehingga ;

¢ j f 1
X = ¢ =‘c? 1
c 1

yaitu basis yang bersesuaian dengan A,

t

8.

Dengan menerapkan broses Gram-Schmidt terhadap -{pa},




akan didapatkangz

1/73
1/73
1/73

v
E)

yaiﬁu basis o#thonormal dari .
bersesuaian .déﬁgan nilai eigen
Selanjutnya, déngan mengguhakan
" vektor-vektor kslom akan didapat
173 —i/vg /73

0 2vE 1/73

1/v2 -1/¥6  1/¥3
yvang akan mendiagonalisasi A sec
Untuk memeriksanya akan dibuktik
matriks diagﬁnéi.

143

—1/Y2 0 2 2
pTAP = |-1/+6 2/v6 -1/¥6 [|2 4
| /Y3 WY 1/ (2 2
-1/72 3; o 1vZ 7 [-2/
= [~1/76 2/v8 -1/7§ 0
| 1/v3 /Y3 1/v6 2/
[2 0
=10 2
o 0

47 .-

ruang eigen vyang i

A
z

8.
v, v, dan v, seﬁaggl

kan

ara orthogaonal.

an bahwa P AP adal&h

~1/YZ -1/78 1/¥3]

L2
2 0 2/78 1/73|
4| 1/vZ -1/98 1/¥3

vZ -2/v6 8/¥3 ]

4/v6 8/73 |

vz -2/¥6 8/v3 |
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3.3, Diagonalisasi Orthogonal Bentuk Kuadrat

Definisi 3.3.1
Polinom -homogen berbentuk : i

= % %+ N
q aii 1 1 aiZ 1 2 + ainxixn + a219§z?51

v.. F x
+ : BnF i t tla  ®x

+ a  x.x
nninin

n o n . ; :
a= I L. 8, %% ..o e (3.14)

' b=t j=d “ :
dengan koefisien-koefisien a,. adalah elemen riil

dari suatu field F  disebut beﬁtuk kuadratj délam:

variabel-variabel %, =, ..., % j
1 2 'l

. ‘ )

Dalam bentuk matriks dapat ditulis

t
|
'

q = xTAx_ ‘
Matriks A = [aﬁ] disebut matriks dariibentuk kuadrat.
: i

L

Perlu diperhatikan bahwa a;, a; dalan persamaan

(3.14), kédua-duanya~ﬁerupakan koefisfen dari xf% fapabi1£3

i

i &= J :xx_-z‘jx}; . *
i # J (karen =% = 0 ;

Apabila au # ay maka-dapatkan ditentu%an suatu koefisieﬁ‘

secara tunggal, yaitu :~ :
8+ i ] |

= b. = —m—m—o untuk semua i,3j.........{¥
LT 7 W k 1.3 (*)

j mikian b.. + = g
Sehlngga dengan demlk i bj.L aué_ aﬁ

baru A = [b,] = A", dengan A adalah matriks simetris.

Koefisien baru ﬁérsebut tidak merubah nilai q untuk

setiap x. Jadi dapét dianggap bahwa matriks A vyang

berhubungan dengan bentuk kuadrat x"Ax selalu merupakaq:

matriks simetris.

dan -matriks‘

i
|
i
i
i
i
i
i
i
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Hatriks A = ['i_ég ] adalah métgiks vang tidak

simetris dari bentuk kuadrat
= 4x° + 2% x +4xx + 6%
4= 1 172 L ST2T1 2

Diketahui a_, :fz dan a,, = 4 maka dengan
menggunaka persamaan (*¥) didapatkan

_ 2+ 4
b12 - b21_“3 2 =3

Sehingga tanpa’ mengubah nilai dari q, koefisien

12 12 Z1

a dan a,, bisa ﬁiubah menjadi b = b = 3.

Sehingga didapatkan matriks simetris

T4 3
oo 3]

Selanjutnya untuké menghilangkan suku hasil | kali

silang dari suatu bentﬁk kuadrat akan dibahas teorema

berikut.
Teorema 3.3.1

Bukti

Hisalkan x Ax adaléh bentuk kuadrét dalam variabel -

variabel x , xz,‘.;., x_dengan A gmatriks simétrisf
Jika P mendi@gon?lisasi A seca%a orthogonal dan
variabel»variaﬁel,bagu ¥, Y, ...; Y didefinisikan
oleh persamaan x]:éPy, maka substi%usi x = Py pada
x Ax ménghasilkan ; E

x AX = ny? % Kiyiz + Rzyzz é T Anynz

E

dengan A , A, .;.,_Kn adalah nilai-nilai eigen dari
T N . . .

A dan D = P AP.

Misalkan




A %
11 242 ; %yn i
a a 1 a x
T . : 21 22 ; 2n 2
= x x x !
x Ax [ 1 2. n:I ;
i
a a s x
| ni n2 i ann ™

50 .

A

adalah suatu bentﬁk_kuadrat dengaﬁ matriks simetfis:‘

A. Sesuai dengan teorema 2.2.1 maka terdapat matriks;

P yang orthogonal:yang mendiagonalﬁsasi A vaitu

%Ki_ 0 ... 0
T 0 2 L
P'AP = D = :
0 0 A
H n

dengan Ki, Kz,

Jika dimisalkan

Cy, T
yz
y ot
| ¥
Dengan ¥, ¥,, ..., ¥, adalah variabel-variabel
dan jika dilakukan substitusi x = Py pada x'Ax,
didapatkan _ |
x"Ax = (Py)"APy = y'(P'AP)y = y Dy
sehingga | 3
- i 0 ol T
: 1
. : 0 gkz 0
¥ DY = [1}1_, yzs 3 vn] :
| 0 0 ...nx
- ' nl oL
. |
_ -2 2 2
= J\iy:i F ALY, + Anyn |

...» A_ adalah nilai-nilai eigen A.

baru

"maka |
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£

yang,ﬁerupakan-suatu bentuk kuadrit tanpa suku-suku ;

hasil kali silang. |

I
t

Matriks P ¢ dalam teoremé 3.3.1 dikaﬁakaﬁ

mendiagonalisasi bentuk kuadrat secaﬁa orthogonal atau

mereduksi bentuk kuadrat ke suatu bent@k jumiah kuadrat.

§
i

Contoh 3.8

Suatu ‘bentuk RUad?at

= x % _ z .
Q=% %y f 4x1xé + 423-af
- 1. -2 0 rxi
- £x1 #z *33 -2 0. 2 *2
S g 2 -1 x
2
= xTAx

Persamaan karaktéfistik dari A adalah

12 0

det(AI-8) = | 2 A 2 | = A(M3)(x-3) = 0

g =2 A+l

sehingga nilai=—‘ﬁi1ai eigen dari A adalah Ki = ﬂ,
A = -3 dan A_ = 3.
2 3 .
- Selanjutnya dicﬁti vektor eigen yang bersesuaian,
dengan nilai eigen A =10 3

ambil:

yang memenuhi (h;i~A)u =0
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-1 2 0 )
2 0 -2 w, =
g -2 .1 u,
sehingga didapatkan
T a0 o
'!..!.1—2?.&3.:: S - .:.
-2u, + w, = % I 5
|
' 0 -1 2 o
(AI-4) = -2 0 4 -2
1 0 -2 1
2 -1 2 0 f
~%2 e o of ..... A (k)

Cukup diambil dua persamaan dari (%) didapatkan;:
-—ui—i-.?.uz;':U
—gqa + o :\0% dapat dipilih ¥o= e, ¥, = ;1/2)0
dan w = ¢

- i

Dengan. ¢ konstanﬁa sembarang ?ang tidak  nol,

sehingga :

[o I

_ 1
u'= | 1/2)e | = c| 1/2
e 1

dan didapatkan .

'

yaitu basis dari ruang eigen yvang bersesuaian dengan

f

nilai elgen k = 0.

Dengan menerapkan proses Gram-Schmidt 'terhadap {vi}
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maka didapatkan !
2/3 7 |
p, = | /3 |
273 | '
vaitu sebuah basis;ofthonormal.
Untuk menentukah7vektor eigen yangfbersesuaian dengan

nilai eigen A, = -3 , ambil:

- 2 0] [ 0
o o of l w | =]o]|
g -2 1: Uh 0
sehingga didapatkan
—-41’1,1 + 2u,2 : = 0

2u—3u—2t}=0
1 '3

- 2w - 2v, =0

2 '3
-4 2¢O T —4i 2 0
(nI-a) = | 2 -3 -2f ~ P )20 -1
o 0 -2 -2 0, -2 -2
@ [0 0 0 |
12 2 -1 0| ...... e LK)
lLo:.-2 -z

Cukup diambil dua persamaan dari (%), diperoleh :
zui - uz :U

| —211,2 - 2w =U
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dapat diambil u, :50, Y, = -c dan %1 = - % c.

Dengan ¢ konstanta sembarang §ang tidak - noi,

sehingga
(-1/2)¢" -1/2
ua="1]-c f= ct -1
c 1

dan didapatkﬁn

-1/2 ;
v, = -1 E
1] :
vaitu basis dafi;ruang eigen vang &ersesuaian dengan
A = -3 L 3

2 ) L : ; . - :
Dengan menerapkan proses Gram—Schmidt terhadap {vz}

maka diperoleh :
-1/3
p, = |-2/3
' 2/3
yaitu sebuah bésisé orthonormal.

 Untuk menentukan vektor eigen yang bersesuaian dengan

nilai karakteristik A, = 3,

ambil:
u
i o i
u = w F#0 ;
= : x
U
3

vang memenuhi (k§ iuﬂ)u =0

2 2 0] [w 0

. i
2 3 =21 ., = 0
g -2 f4 U, 0

Dari persamaan tetﬁkhir didapatkan ' :




maka o
2 2 0
R HZ!.
(A I-A) = | 2 = 3. -2| ~
o -2 4
2) 2 2 0
T2 0 1 -2
g 0 O
Dari (%), diperoleh
Zu;1 +'2u,2. = 0
v, - 2'u-3 = O
diambil v = ¢, % =
- 3 ‘2.

{—1}

2c dan u.i =

2 2 0
0 1 -2
-2 4

{

--------------
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Dengan konstanta sembarang yang tidak nol, sehingga :

2

b
L
b

i

yaitu basis dari ruang eigen yvang bersesuaian dengan

nilai eigen Ks :13.

PBengan menerapkanp%oseS' Gram-Schmidt terhadap {v;}

maka diperoleh :

-2/3
2/3
1/3]
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yaitu basis ortﬁonormal vang bérsesuaian dengan

nilai eigen A_ = 3. |

Selanjutnya, dengén menggunakan pij p, dan p, sebagai
vektor-vektor koloh, maka diperoleﬁ

2/3 -1/3 -2/3

P=|1/3 -2/3 2/3

2/3 2/3° 1/3

t

Jadi,dengan mensubétitusikan' X = By pada g = % Ax
- akan menghilangkanésuku-suku hasil K kali silang dan

bentuk kuadrat Yang baru adalah

: 0 0 Yy,
1 = [yi yz y3J 0 _3 O ?2
f 0 3 ?3
a2 2 |
= ..;yz + 3?3 |

Sebagai pemeriksaan bahwa P mendiagonalisasi 4 secara

orthogonal akan dibuktikan PTAP matriks diagonal

i

[ 2/3 -1/3 -2/3

-

2/3 1/3. 2/3 [ 1 -2 O]
pAP = |-1/3 -2/3 2/3 {|-2 o 2p| 1/3 -2/3 2/3 |
{-2/3 2/3 1/3 ¢ 2 -1]{ 2/3 2/3 1/3- ]

" 2/3  1/3 2/3 ][0 3/3 -5/3
= |-1/3 -2/3: 2/3 || 0 8/3 B/3
1273 2/3 1/3 jL 0 -8/3 3/3

o o @
P'AP = | 0 -3 O i
e o0  3f |

Dari persamaan-te:gkhir terlihat PThP adalah matriks

diagonal.

!






