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TEORI DASAR

2.1. Transpose Matriks dan Invers Matéiks

b
i

Definisi 2.1.1
Apabila didapat@an suatu matriks%A = [au] berordo
mxn, maka transﬁose dari A adala% natriks A" berbrdo
nxm vang didapatkan dari A denggn menuliskan béris
ke-i dari A, 1 =é1.2, cv., W, se;agai kolom ké—i dari

- i :

A,

Dengan kata lain AT = [ajL].

Beberapa sifat matriks transpose

T

(i). (& + BT = a7 + BT

(iiy. (AT = &

I

(i1i). h(AT) (KA)? ; A sunatn skalarj

BTAT ;

1l

Civ). (AB)T

Definisi 2.1.2
Matriks A dikatakan simetris épabila transposenvya

sama.dengan matriks A ataun matrigs A simetris bila

A= 4" . -
Contoh 2.1 N |
1.2 0 1 2 0
A=12 3 1 dan AT =12 3 1
0 1 1 6 1 1
T

I

A disebut matriks simetris, A



Definisi 2.1.3

Sebuah matriksjﬁujur sangkar A berorde n disebuﬁ

mempunyail invers bila ada suatu

AB = BA = In. Hatriks B disebut

@atriks B, sehihgga

" invers matriks A,
‘l .

ditulis A™, merupakan matriks bujur sangkar berordo

n.
Contoh 2.2
1 2 3
A = 1 3 3 B =
1 2 4
maksa
1 0 G
AB =BA=|0 1. 0
0 6 1

2.2. Ruang Yektor V Atas Field F

Definisi 2.2.1
Apabila diketahui suatu himpunan

maka V disebutf ruang vektor

memenuhi
i). Vu,veV, maka u + veV
ii). Yu , v eéV, maka u + v =
iii).
iv). Y u, E'V;éterdapat 0eV,
| g +u = u5+ 0 =u
v). Yu €V, ferdapat -u €V,

(-u) + u‘ a + (-0 =0

vid.

Yau, v e V, dan o« € F, maka alu + v)

i
f

EV dan suatu field F,

atas field F bilaj

P

Ev + u

Yau, v, we V, maka (u + f) + w=u+ (v+w)y

sedemikian sehingga

isedemikian sehingga

o+ ov




[

vii). Yu eV, dan &, # € F, maka (o)u = a(fu)
viii). Yu € V, dan &, 8 € F, maka (o + f)u = ou + fu
ix), Yu e V,fterdapat 1l e F,§ sedemikian 'sehingga

in = u.

Contoh 2.3
R = { 0%, % ..., %], % €R i=1,2 ..., n }

vaitu himpunan‘' wvektor baris %berelemen' n, dengan

operasi
K, e, X ;; . = .
(%, =, SN B R ATEREL IR N B
_ ot Y e By Y]
_ Lo i :
alzx - = [, ..
dan af %, o n} [cmi, axa e, axﬁj adalah

ruang vektor terhadap R.

Contoh 2.4
Misal V adalah'ﬁimpunan semua ﬁatriks berdrdo mxn
dengan elemen riil dari suatﬁ field F. Maka V adalah
ruang vektor apas F terhadap : operasi penjumlahan

matriks dan ﬁerkalian skalar.

2.3. Yektor Bebas Liﬁier dan Basis

Definisi 2.3.1

P
:

Himpunan m vektor {u,, u,, oy u } atas field F

1
f

disebut tidﬁk‘bqbas linjer ata@ bergantung linie?

jika terdapat skalar-skalar o, o,

., o elemen F
m
vang tidak semuanya nol sedemiki?n sehingga
aiu; +an + ,,, +au =20

2 2 pomo o om

Didalam hal lain, himpunan m vek%or {ui,‘uz, v um}



i
{

atas field F dis?but bebas linie%, jika :

o o ; = ; - i
Jua, teu, o +au 0 h?nya terpenuhil oleh

Catatan

Jika m = 1, artiﬁya himpunan ‘hénya mempunyai satu
anggota, Yaituju;maka

i). Jike u = O (vektor nol), akan tak bebas linier,

karena au;=20 —— a0 = Oéterpenuhi pula « = ﬁ

ii). Jika u *= O,Takan_bebas linéer karena cu = 0

'
t

hanya térpepuhi oleh « = 0.

Contoh 2.5

Teorema 2.3,1

b

Apabila diketahui vektor-vektor

[3:. 1: : -4]

H

v
1

il

v

, = [2, 2, -8]

édalah bebas = linier

Maka vektor-vektor v, dan v,

karena persamaan @ '
' o | _ .
kv, +k,v, = [3k +2k, . k +2k , -4k -3k, ] = {0,0,01
sehingga :
3k, + 2k, = 0, k, + 2k, = 0 dan -4k, - 3k, =0
Dari dua persamaan pertama didapatkan k, = 0 dan maka

i

k, = 0.
z .

Jika himpunan m vektor f{u , uw,, .., u } atas field F

terdapat himpunan bagian dari r buah vektor vyang tak
bebas linier, diﬁana r lebih hecil dari m, makﬁ

vektor;vektor ‘dari keseluruhan% m vektor tersebut

i
t




adalah vektor-vektor vang tak bebas linier.

Bukti

Misalkan r vektar tak bebas linier, katakanlah -ui;

u s ur,: maka terdapat skalar - skalar « , &,

2}
cr & elemen F yang tidak semuanya nol sedemikian

a g =O

i o + oo
sehingga. o u 4 ;zuz, , AU =

Diambil e = & = ... = o = 0, maka

+1 ‘T2 m '

o + o + L.+ o o . = 0,
194 2Y2 ‘ U ¥ r+1ur+:‘. ot AM, 0.
. o |

dimana terdapat « 0 (a1 antara T TP dr)

Jadi m vektor tersebut tak bebas linier.

r

Definisi 2.3.2 |
Suatu vektor v dikatakan komEinasi linier dari

2? L, u ] étas suatu field F
ial ! } :

vektor-vektor [u;, u

jika terdapat skalar-skalar a;, Qs e, O elemen F
sedemikian Sehipgga-i

1+ Tz 2 EER el

Definisi 2.3.3
S himpunan bagian V dikatakan %istem pembentuk ¥,
jika setiap vektbr-v e V dapat% dinyatakan sebagai

kombinasi linier dari vektor-vektor di S.

Definisi 2.3.4
Misalkan V ruang vektor dan § hi%punan bagian V. Maka

§ dikatakan himpunan basis dari V, jika
i), S himpunan'bebas linier

ii). S sistem pembentuk V




Contoh 2.6 o ;
Misalkan S :-{ClpU;U], {0,1,01, iD,O,l]} adalah basis
dari R’. : ; | :
Jelas S bebas linier dan sistem ipembentuk.R3 kareﬁa :

©@,[1,0,0] + &,(0,1,0] + ,[0,0,1] = [0,0,0]
Berakibat a = aé =&, =0 | '

SEdangkan V.: aicl,O’D] + QZEG; lJO] + aa[o)osl']:

R }
v € R,
t

2.4. Ruang Vektor dengan Inner Produc£

Definisi 2.4.1.
Snatu inner product pada ruang véktor V atas field F
adalah fungsi yang mengaitkan sétiap pasang vekto:

u,v € V ke snatu bilangan. fiil, <u,v> sehingga
- ( f

memenuhi
i). <u,v> definit positip,"ja@i uw,v> = 0 ‘dan
<u,v> = 0 jika hamya jika u = 0.
ii). <u,v> = <v,u> i
iii). o Ty = E
1ii). <o + QUz V2 T a<u v 4 cu, v

Ruang vektor. V. riil dimana didefinisikan inner
product disebutituang inner prodﬁct riil atau rﬁang

Euclidean.

Definisi 2.4.2 [
Inner product dua vektor riil u % (w,, w, ..., 'uh]ﬁ

dan v = (v, @ .» ¢ 1 pada R didefinisikan

U,v> = W O+ uvU o+ L., o+ nw
12 2" 2 : non




Panjang atau Norm dari u adalah
’ iz !

lull = <u,v> Lo 1
: iz

LT N 7 L I '
( i 2 2 2 +u’n0n)7

3

£

Contoh 2.7
VERG x ==, %, 215y =1y, v, 3]
<X;Y? =Xy + =y, + ...+ xy adalah inner  product

pada RS.

Contoh 2.8

i
U

Apabila didapatkan inner product pada R".

w,v> = Xy, - Xy, - 2y o+ Sxéyz , dimana
u = [x,%1, v = Iyi,yzl akan diperlihatkan wmemenuhi

ketiga aksioma dari ruang inner éroduct.

2 ‘ 2 2 2 L, 2
= - - A + x = -
<u,u> %, 2 % 3 A % §2kixz + x4 2“%
{ 2 . -3
= b = :
(:\:1‘E z;) o+ 223 1]
Juga .<u,u> = O jika hanya jika ;= 0 dan x, = o

0.

sehingga u

Sedemikian sehihgga aksioma (i) ﬁerpenuhi.

3

<u,v$ = XY, - 22?2 TRyt 32%@2 = xR OTWRE T

| %, 3%
= <v,u>’

aksioma (ii) teréenuhi. :

dan mnisal W = [2f,zz] maksa didapaékan

™

au + bw = a[xi,x?] + blz .21 = £§x1 + bz ,ax, + bgz,]
maka : | é | S : : .
<au + bw, v> = <[ax + bz ,ax, + b3 1,[y,¥ 1>

<.[iax1 * bgilvi - [axi + bgijyz -

- H

i
;

t

i




i0

fax, + bz ly, + 3[ax, + bz, lu,>

= a(x - = - 5 3
a(xy, 1Y T Y, ooy,

blay, -y, - Ay, + 33y)

au,v> + b <w,v>
| L

dan aksioma (iii) terpenuhi.

2. 5. Basis Orthonorma; dan Matriks Or@hogonal
i

2.5.1. Basis Orthonormal

Definisi 2.5.1

,u. , ..., u, .} pada R" adalah

Himpunan S =.{u1 2

k'
himpunan orthogonal jika <ut,uj>£= 0, untuk setiaﬁ

i=3.

Definisi 2.5.2

Z’ 1

. coul, dengan u,, u

Himpgnan S = H{u s Uy 2t

vektor-vektor pada R” adalah orthonormal jika
(i). § adalah orthogonal E

(ii). Setiap vektor dalam S adalah vektor satuan,

yaitu ful = 1, untuk setiap i.

Contoh 2.9
' Himpunan vektor‘é = {ui,uz}, deng%n u, = [(0,1,0] 'dan
u, = (1,0,1] adélah_orthogonal. @arena
capu> = 0C1) + 1€0) + 0(1) = 0 |
Karena flu ll = lidan ha Il = Yz m;ka S bukan Himpunaﬁ:
orthonormal. | |

Dengan mencrmalisasikan masing-masing vektor dari 5,

diperocleh




11

u o
PR i - : -
11i = m = 1[9,1,0] = [0.,1,0]
u ‘ i i
l.‘iz' = ”uz" = [(1,0,1]) = [—-h-lk . 0, L ]
2 ¥ 2 Y 2

{u ,u} adalah himpunan yang orﬁhonormal, karena :

(i). < ,u> =0 2= 4+ 1.0+ 0.-L =g
. Y2 Y 2
(ii). Mu;f = 1 dan M I = 1 é

Teorema 2.5.1

Jika S = {u_, ué; . uk} adalah himpunan orthogOnalj

1

dari vektor—vekﬁor tak nol pada R", maka S adalah

himpunan vang bebas linier.

Bukti : ; :

! . .
‘Dianggap bahwa S = {u, u,, ..., u_ }  adalah
orthogonal dan ui # 0 untuk sétiaé j, 1 |
Kenudian dianggag pula bahwa :. |
c,u, + czu? + -e. *ciu, =0 é ............ f.(Zul)
Untuk membuktikan bahwa S = {u
linier, maka akan dibuktikan bahw%
Untuk'setiab uj,-l 2 J % k dan daﬁi persaraai (2;1)5
[ } : :
diperoleh ‘

|

{ _
<u . + u, + ... +cu. + ... + > =0
uj,ciu1 c,u, c,u | c,u 0.

u . > <UL, U >H. .+ <1, ,u .. .40 <. > =
c, uJ,u1 +c2 uJ,u2 cJ uJ,uJ F . uJ,uk 0

Karena S adalah  himpunan  vektor orthogonal,

<uj;ui> = 0 jika i # J sedemikian sehingga persamaan:




(2.2) menjadi :
c,.0 +c,.0+ x + cjﬂuguz + ... 4¢c..0=0

| cj"ujﬂz =0
Karena vektor ujztidak sama dengan nol, dan juga‘

"ujﬂz = 0, maka diperoleh e, = 0, sedemikian sehingga

e, = 0 untuk § = 1, 2, ..., k dan $ himpunan yané

i
L

bébas linier.

Teorema 2.5.2

Bukti : o {

Misalkan {v , v,, ... v} adalaﬂ basis orthonormal

pada R", dan misql v sembarang vektor pada Rh, naka’

'

memenuhi

v = (v.vi};vi + (v.vz}v2 + L., o+ (v.vh)vn
dengan v.v, adalah koefisien dari;v
?n} adalah  basis,

Misalkan § = {vi, Voo e

orthonormal padafﬁn} dan misal ¥ sembarang vektor

P g | : .
pada R , maka-memenuhl
v=ocv, +e v + ke v

1 2 2 | n n
L

dengan ¢, c,, .ﬁ., ¢ -adalah skahar. Karena S adglaﬁf
orthonormal makﬁ orthogonal s%demikian sehingga
v,V = 0 jikﬁ i > jf Selebihn;a, jika S adalaﬁ‘
orthonormal, maké_setiap vektor | v, pada S adalah
vektor satuan, yaitu <v,,vo> = v l® = 1. Misal i
memenuhi 1 = i 5Zn, maka’ : | '
VLV = <Y, civi eV, v ... bV L+ e v D
= ci<vi,vi> + cz<vi,vz> + ..+ 0.<vi,v.> 

+ ... + . LV ,V >
‘ n &' n
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[ i v i i’

Conto 2.10
Misalkan ; ;
] 4 3 _ 3 .4 - |
Vi - [0,1,0], Vz "' [ g JOJS"]; v3 f" ['5" ;01_5"] S :

orthonormal untuk

Maka V = {v ,v_,v,} adalah basis
R%. | 5
Akan diperlihatkan bahwa v = [1,1,1] adalah kombinasi:
linier vektor-vektor v, Sesuéi teorema Z,S.ZE
didapatkan .
~ 1 . -1 s = 1
(v,vi> =1 ; <v,y2> = 5 s <v,v3? =5
;4 t
dan |
.v = <v,vi>y£ oAV, VooV, 4+ <v£,va>vs
_ bty 4 48 7y¢3 g4
El,l,l] = [0,1:0] + ( S)E 5 ’0,5] + ('5')[5 :035]

H

1w [22 0,- 334 (2L g.28
[0,1,0] + [55 ,0,~ 5] + (¢ ,0,5¢)

b
i

[1,1,11

Teorema 2.5.3
(Proses Orthonormalisasi Gram-Schmidt).

. uk} adalah hiﬁpunan vektor yang

b

Misal {ui, u,,

bebas linier pada;Rh. Haka terdapak himpunan vektoréi

]

orthonormal {vi,:iz, .+ v,} pada R"” sedemikian .

i S

sehingga v, adalah kombinasi linier dari
=1 = k.

{“1’ u,, . ut}éuntuk setiap 1, 1




Bukti

Jika himpunan S adalah bebas lin

~anggota-anggotanya sama dengan n

vektor pada S dapat dinormalisasi
Misal {u , u,, -» U, } sebuah hi

yang bebas linier pada R".
u

N . 3 _ 1
Langkah 1.-H15al;Vi = WE:W

Dengan proses normalisasi, Hviﬂ

. Misal v = - :
Langkah 2 MlsalE - u, u,,v >
u,o
= e <
Karena v, Ta T u,,v >v, sama

u

sembarang skalar c dan vé R

'

| ' :
- CUi # 0, sehingga u

14

ier, maka tak saﬁupun
cl. Sehingga sétiép

mpunan vektor—vekto:‘

1, ataun v, .V, = i
v

4

dengan cu, untuk

i

dan u, bebas linier.

Selanjutnya v, aQalah orthogoﬁal

<v2,v1> = <u2—(u2.v1)v1,v1> = <u2,v
= (uz.vi) - (uz.vi),l_
=0

pada v, untuk :

> ) v >
> <(uz vi)vi, .

Sesuai teorema 2@5.1, v, dan vé adalah bebas linier.

v®
2

Langkah 3. Hisal v, :.WF:F

Jelas-{vi,vz} adalah orthonormal.

{v,, v,

Diandaikan bahwa G Y,

vang dibentuk dari {ui, u,,

adalah himpunan orthonormal.

Langkah 4.

i i V. > -
Misal v _ res? V2V,

<u
+

.5 v_}, untuk r < Kk,

ur} dan bahwa G




a4,V OV

rtig r r ‘;
Untuk setiap i,‘iéﬁ i=r, diperoieh :
v v ou v, Fé<ur+1,vi>(v1.vi) %
r+1’vi.>(vi,' vi.)

- .. =K >(v_.
Ku v, (vr Vt)

, &
< ros{v_. - -
ur+1,v2;( 2V - fu
i

r+i ‘

]
an]

Karena {v ..., v_} sdalah orthonormal, vV,
jika i # j, dan v, .v, = 1, sehingga diperoleh

. _ N _ ; _ _
v, v, = u_ .V, :<ur+1,v1>.0 < ,v,>.0 . :
! . !

< s.1 - ... - |
ur+1,vt_ 1 | <ur+1ﬂvr>'0

-

LY, . .
r+i 1 r+ 4 [ : r+4d L

sesuai teorema 2.5.1, {v_, v, ..i, v ,v_ .} adalah: .

himpunan yang beb?s linier. |

»

r+i

Langkah 5. Misal Vs T T T ;
. r+i ;

Maka {vi,vz,...;qgj adalah himpunan‘drthonormal.

Dengan meneruskan hingga r+l = 'k akan didapatkan

{vi,vz,...,vk} Qthonormal. ;

Seperti yang telah dibahas pada d%finisi 2.3.4, bahwa : ;

himpunan n vektor yang bebas linier pada R" adalah: basis

t

untuk R7. Dan sesuaié dengan teoremé 2.5.3 didapatkan

teorema berikut sebagai akibat teorema%tersebut.

Teorema 2.9.4

3

| g
Misal {u , u, ..., u_} adalah basis pada R", maka

¥

terdapat basis orthonormal {v , v; ..., v} pada R™ _
sedemikian sehingga v, adalah kombinasi linier dari S
: i . [ ) : :

{
f
b



{u,, u,,

,,_,'ui} untuk setiap i,
Bukti
Karena {ui, U, --

{ui, n

2 ...,=uh} adalah himpunan

16

H
1A

s
1A
o

-» u_} adalah b%sis'pada R", maka

vektor vyang bébas‘

linier. Sesuzai téorema 2.5.3, maka terdapat himpunaﬁ

vektor yang orthénormal {vi, v,

R"
s vn} pada  R:

sedemikian sehingga v, adalah kombinasi linier dari

-{ui, u ., ui} untuk setiap i,

0
Sesuai teorema 2.5.1, karena {v,
himpunan vektbf orthonormal

{vi, V., . s vgf adalah himpunan

Sesuai definisi 2.3.4, maka {vi, Vs e vn} " adalah

sebuah basis orthonormal pada R".

Contoh 2.11
Terdapat basis u, = [1,0,17,

u, = [1,0,0] padaéRS.

1 £3i = n.

2

pada Rn, makg

yvang bebas linier. -

2

2

Dengan menerapkaﬁ proses Gram-Schmidt pada {ui,uz;UEF

akan diperoleh : ; ;

u | ?

T T s el = [
1 2

Vv, T4,

i

__7,0,_1'_.].
Y2 vz

= 0 - e

aass ey

2

“[2:1.;

: 2

.,_'1: i _¥Ys. | .
Dari Hvzﬂ = y/;;-fl + i s diperoleh

Ve :2;J S S |
Vo T vl T : z '3
2 : 8 ]

Vg = Ug ™ (us.vi)ﬁi - (us'vz)vs

1 1 _: _
] - L/T][ ;,2,;3

v, ..., v.} adalah
n o

a = {0,1,1] dan 



R 17
= [1,0,0] - [= 1'}[ 1l o,—L ] .
Wz Y 2
A Y
vyl v5  vE vB
- _ Ty 1] _ 71 _2 11}
vB - [170:0} [2 ] 0 12 ] [6 E] g 3 6 ]
- -1
Karena nv;n = ——%— , sehingga dipproleh :
v’ —~ |
_ 3 _ v 3
. Vs - ﬁ-_&-;—[']— - [—‘“’1 3 ][1,1,—1]

Sehingga sesuai‘ﬁeorema 2.3.4 mak

basis orthonormal pada R .
2.5.2. Matriks Orthogonal

Definisi 2.5.3

Matriks A berordo nxn
kolom-kolom dariéA adalah himpuna

orthonormal.

Teorema 2.2.3
Pernyataan befikﬁt adalah saling
{(i}. A adalah‘drthogonal

(ii). A = A"

(iii). AT adalah orthogonal
Bukti :
Akan dibuktikan bahwa (i) = (ii)

(i) &= (id)

maka :

Misal A = v 1,
. n

adalah

P
P

? {yi,vz,va} -aﬁalaﬁ

I
i

orthogonal iika‘

n vektor kolom vang .

3

.
ekuivalen

dan (ii) ¢ (iii)




Teore

Bukti

Conto

S (baris ke-i dari A™).
memperlihatkan béﬁwa A& adalah or
hanya jika A& =:fn atau AT = AT

(ii) &= (iii)
A adalah orthogonal jika hanya jik

CYSHENG IR

AT = 1
. Lo n
Jadi A adalah orthogonal,jika hanya Jjika AT adalah :
orthogonal.
ma 2.5.6 &
Jika A adalah orthogonal, maka det (A) = % 1
A orthogonal jika hanya jika A"A = I, sedemikian
sehingga : ; :
det (A7A) = det (I)
det (A").det(f) = 1°
fdet (A)}° = 1
det (&) = % 1
h 2.12 |
' _ _ 2 2
Vektor-vektor u =:£1,0,0]1, v = g,—%-,—- ——{ dan.
Y 3 3.2 :
W, = EL L ; 2 ] adalah vektor-vektor.
v 5 Y5 ; '

a A A

18

.V ini

o
L

thogonal jika dan :

I maka

n)

orthonormal. Sedemikian sehingga matriks

f




A"A

1 0 0
0 2 ‘_é 1
Y5  vY5
0 — 1 p
’5’ 51'5
adalah orthogbﬁa1,3maka didapatkan
1. 0 o
=a%= |0 2 1
o 1 2
5-‘21 5 Y 5
1 o 0 1
= 0 2 1 0
0 . Z 0 -
Y5 @ v5
1 0 O
= ] 0
0 _G e :

£2.6. Ekulvalensi Bent@k Kuadrat

Sebelﬁmnya akan‘didefinisikan sua

-

operasi elementer untuk matriks.

Definisi

2.6.1

19

3h <
b3k -

tu transformasi atau
|

i
f
i

Transformasi/opeﬁaSi elementerlpaﬁa matriks A adalah
o b ’

I,

Penukaran jtémpat antara d
kolom, yakhi baris ke-i deng
kolom ke-i dengan kolom ke

atau KU(A),ﬁ

na baris atau dua
an baris ke-j atau

~j, ditulis HU<A>V
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IT. Memperkalikén baris ke-i atau kolom ke-i ;denganﬁ'
skalar a; dituliszﬁi(a)(A) a%au Ki(a)(A). ' |
III. Menambah baris ke-i dengan & kali baris ke-3
atau menamb%h kolom ke-1i de;gan o kali kolom;

ke-3j, diﬁulfs Hu(a)(A) atau Ku(a)(ﬁ).'

|
t

Definisi 2.6.2

Dua matriks A dan B vang bero%do sama dikatakan -
ekuivalen bila salah satu matfiks tersebut dapat

diperoleh dari mairiks vang lain idengan menggunakané

transformasi elementer.

Pengertian lain:ygng ekuivalen dengan definisi’ 2.8.2;

di atas diberikan sebagai berikut

Definisi 2.8.3

Dua matriks A @an B yang berorde sama disebuti
ekuivalen jika B = PAQ untuk suatu matriks P dan @

vang non singular atau matriks elementer.
: f

Untuk relasi ekuiﬁalensi ini dibéfikan simbol : ~f
A ~ B mempunyai arti A ekuivalen dengan B. Mudah dilihat ~

adalah relasi ekuivalen, vaitu i

(i). A ~ A untuk setiap matriksEA

3

(ii). A ~ B maka B ~ A

(iii). A ~ B dan B ~ C maka A ~ C

P
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Contoh 2.13
1 3 1 2 3
A= 2 3 B = 1 1
3 2 1 0 0 1
maka
(1 2 374 2 [1 2 37 . cim>
A= |2 ~H 03 3 | 2
B q YT ;{' (=24}
3 _| e | 0 -4 -8 | a
F 1 2 3] H? - [1 2 37
1 1§ ~%* 0 1 = B
i 12| | 0 ]
ditulis A ~ B atau B = PAQ N
1 6 o0 1T71 2 3 1 0 0
B=|2/3 -1/3 ' 0O 2 1 3 0 1 0
1/12 1/3 =-1/4 3 2 0 0 1
dengan ‘:
1 o : 0 1 0
P=1|2/3 -1/3 0 dan @ =i 0 1 O
0 0 1

1/12. 1/3 -1/4 |

Definisi 2.6.4 N o i

| Dua matriks A‘:aan B wvyang beﬁordo sama disebut:
kongruen jika ?TA? = B untuk suaté matriks P yang'non'
singular. B o %_ -

Jelas kongruensié adalah suatu %kasus khusus dari

| :
ekuivalensi. Bilamana P dinyatakan sebagai hasil kali:

matriks elementer kolom, maka P’ adalah hasil kali matriks:

3

elementer baris vang séma dalam urﬁtan%terbalik, sehingga



: | ' f
A dan B kongruen dengan syarat A dapat,direduksi menjadi B’
dengan memakai rsebariéan pasangan—paéangan transformasi:
elementer, tiap pasang, terdiri atas Esuatu transformasi
elementer baris yang diikuti oleh traﬁsformasi elémenter

i

kolom yang sama.

Contoh 2.14

1 -2 4 1 0 O
A = -‘2 2 U : B :‘- 0 _.2 0
4 0 -7 Lo o 9
maka
1 -2 ,'21(z>’K21¢z>
aA=1-2 2 0 Hé o) L .
4 0 -7 ‘ 31 T34 0 8 -23
{4 {d)
Esz ’Ksz - B %
atau B = PTAP
1 ¢ 0 . .1 -2 4 2 4
B = 2 1 0 ¢ 1-2 2 0O 0 1 4
4 4 1 14 0 -7 0 0 1
Definisi 2.8.5 §
Bentuk kuadrat dalam =x, %, x_, E..,xn pada notasi
matriks dapat-ditulis %
: 3
. _ =,
x Ax ; [23 X, .. xn] %
| =
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dengan A matriks ?imetris bero;doénxn.
Definiéi 2.8.8 ‘
Dua bentuk kuadrat xTAx dan yTByé disebut ekuivaien

jika dan hanya jika terdapat matriks tak singular P

yang memenuhi X =éPy dan B = PTAPz

Dari definisi 2!8}6'di atas dapat%diperlihatkan bahwa_ 
dua bentuk kuadrat = disebut ekuivalen% jika matriks -
metriksnya kongruen, yaitu

x"Ax = (Py)"A(PY) = y'P"APy = y"(P"AP)Y = v"By

Contoh 2.13
1 -2 4
xTAx = [x X, xaj -2 2 0 :
4 0 -7 |
|
_ | 1 0 yﬁ
v By = (v, v, v,1 | 0 -2 | é
Lo o g ]|y,

T T, : . . Lo
maka x Ax dan y By adalah ekuivalen karena -sesual:

contoh 2.11, matriks A dan B kongguen.
: : f

2.7. Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.7.1
Jika A adalah suatu matriks bujuréngkar berordoc n; dan:
A adalah skalar ?gng memenuhi p%rsamaan Ax = ‘Xx,j‘
untuk suatu vektpé kolom x = O, m%ka A adalah sugtu;

nilai eigen dari A dan vektor kolom x disebut vektor

eigen yang berSeSuaian dengan A.
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i
P
P
t
L

definisi di atas’

Dari persamaan Ax = Ax pada
didapatkan
T8 >y
- aZ xz
Ax - Ax = (AI-A)x = " = 0
A-3 x
nn mn

Siétem persamaan hbmpéen di atas m%mpunyai solusi tak‘
trivial jika dan hahy;;jika_det (kI—A)é = 0. Penguraian
determinan:ini menghasilkan suatu poliﬁom P(A) berdérajad ﬁ
dalam A yang disebut:#ébagai polinom kérakteristik'ﬁmatﬁiké
A. Persamaan ¢{A) = 0 disebut peréamaan karakteristiki

matriks A. r
!
Contoh 2.18
_ 1
. E

Karena

[N ]
| IS |

(AI - A)

A1l 2 |
-3 A-2 |

maka persamaan karakteristik matriks A adalah

det(AI-4) = A?

i

~3A - 420
(?\-4_)(>~+1)=0f~—>>\1=4da{1;\2=_1

Jadi ada dua ﬁilii eigen yaitn }1 = 4 dan kz = ~1
Selanjutnya dicari vektor eigen) yang bersesuaian

dengan nilai eigené?x1 = 4,

Ambil:
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yang memenuhi (AI - A)x = O

3 -2 %, é
x| =0 ;
-3 -2} 2§ %

Dari persamaan:tefakhir didapatkaﬁ

32; - ZZE =0 : |
cukup diambil satu persamaan
S ;

—3&-{2% . |
Misal diambil 3x - 2%, = 0, maka dapat dipilih:
% = 3c. . 7
2 ‘ ;
Dengan ¢ konstanta sembarang %yang tidak nol, !

I

sehingga :

SEIENE

Jika diambil ¢ = 1, maka

* = [ 5 ]; : | %

Selanjutnya dicari vektor eigen vang bersesuaian

dengaﬂ hz = -1

Ambil :

vang memenuhi :(ﬁ; - A)x =20

L

Dari pérsamaan-tefakhir terakhir éidapatkan

i
—2x; - ZxE =073 | :
t cukup diambil satu persamaan

0 -

[H

—3251 _;3x2 ‘[
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Misal diambil -2# - 2%, = 0, nmaka dapat dipilih
%, = ¢ sehingga x = -

Dengah c konstanta senbarang yangétidak nol, sehingga;:

= [e]= o[ 1]

Jika diambil-c = 1, maka :






