BAB II
MATERI PENUNJANG

2.1. PERMUTASI DAN DETERMINAN

Pefinisi: 2.1.1:
Suatu himpunan bilangan bulat | 1 sampai n
dikatskan dalam *~“urutsn =asli’” Jika diberiksn
dalam urutan : 1,2,3,...,n. Permntasi sadalah
himpunan bilangan—bilaﬁgan jl.jz,...,jn dimansa
urutannys diberikan sama atau tidak . ssma dengan
urﬁtﬁn asli'déngan ji#j# untuk i#k dan i.k =
1,2,3,...,n. Sedanghsn ji adalah Sﬁlah satu

bilsngan ssli (1,2,3,...,n).

7 Contoh_z,l.l:

Banysknys permutssi dari 3 buah bilangan asli
(1,2,3y =adslah 3¢ = 3.2.1 = B . Yaitu

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1,(3,1,25,(3,2,1).

" Befinisy Z2.1.2%
Inversi dari suatu permutasi adslah terdapatnya
bilangan yvang lebih bessar mendahului bilangan

“vang lebih kecil, stau jk>i’untnk TS S

Definisi 2.1.3:
Jika jumlah inversi dari suatu permutasi : genap, -

maks disebut permutasi genap .dan bila Jjumlah
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inversinya ganiil, waks disebut permﬁtasi ganiili.
Contoh 2.1.2:

Pads permntasi ‘(2,1,4,5,3) terdaspat 3 inversi

vaitu 2 mendahului 1, 4 mendahului 3 dan 5

mendahului 3. Rarens juﬁlah inversinya ganjil

mahka disebut permutssi ganjil.

Definisi 2.1.4:‘
Detefminan dari matriks bujurrsangkar A berukuran
nxn adalah jumlah dari n! hasil kali bertands
dari elemen-elemen wstriks tersebnt. Atan

”de£ Aw;mrAi.é E'&€j;;j2,::¥,j O

) 17 “2i 0 %
n
| ioai, i,
dengan
1.3 e.. 0 1 ] e g3
S 3. adalah permotasi
od L d,. c--53,% 1+, bila permutasi genap
1 ‘ .

' - , bila permutasi ganjil.
B, JEH_. 4 ...,8 . 1 perkalisn elemen-elemen
i1 232 AL )

matriks A.

Contoh 2.1.3

] & ]
A = B | o g
2i- “zz “23 maks terdapat 3! permutasi
831 . .8‘32 . ..?33
1.Permutasi (1,2,3) banyaknya inversi = O (gensap)
mahka {.V( 1,2,3% 8, 8, 8B, = ~I~(>3_11 B 'aaa}
2.Permatasi (2,3,1) banyaknya'iﬁversi = 2 (gﬁnay}

IR : :4
maka o(Z2,3,1 )dxzazsam (_aiz .aga L35 )
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.Permutasi (2,1,3) banyaknya inversi

Permutzsi (1,3,2)

Permatasi (3,2,1) banvaknys inversi
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Permutasi (3,1,2) banyaknya irnversi = 2 (genap)

+(a

a__)

*Taz

{ganjil)

meka o(3,1,2) & a

i3 21 2

3z 13"’

= L8 )

33

(ganjil)

_(a

-
i

a

2 Zia

maka ¢(2,1,3) a, 23

banvahknva inversi

a__>)

~(a 23" 32

a
32

a

maka o(1,3,2) = =
ii

a .
23 14

3 (ganjil)
.8_ )

91
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2 4 a8
22

3 22 34

= {8

maks o(3,2,1) a, ‘s

Beberapa sifat determinan

Sifat L :

S5ifat

S5ifat

 Bifat

det A = det AT'; A adalah matriks transpose

dari mstriks A.

Tands determinan skan berubah Jika 2 baris
Jholom ditﬁkar tempatnya.
Jika semua elemen dari satu baris/koleom

berharga nol, maks determinsnnya nol.

: Hargs determinan menjadi A kali,

baris,/Skolom dikalikan » (skalar}.

Definisi 2.1.5:

fa 1 adalah watriks bujur sangkar  berukuran

nxw. Minor elemen s . ditulis IMul dimana M

sdalah  submatriks

(n-1)x(n-1) yang diperoleh dengan

dari & dengan  ukuran

‘menghilanghkan

baris ke i dan kolom ke J dari matriks A.

bila suatw




Contoh 2.1.4:

6 4 3
a=l 2 1 2 6 ¢

g 1 4 maka H=10 1
Mz3 berarti barizs 2 dan kolom 3 matriked

dihilangkan , maka minor elemen aza_adalah

: 6 4 '
| | = 0 1 | = (6x4)-(4x0) = B

Z3

Definisi 2.1.6:
Kofaktor dari elemen %j suaty matriks ﬁ:[%]
t+]

~ditulis A ., dimana A = (-1) |4} adalsh
. TR 1} )

snatn shkalsr.

Teorema 2.1.1 :

Determinan sunatu mtriks dapst diperoleh dengsn

baris/kolom dengan kofaktor-kofsktornya. Atsau
dapat ditulis dengan

n
|A| = a A = a A da A + ...+ a LA
o, v iz T i iz T2 o TTin

i
sdsalah  pengursaian pada baris ke i dengan i
sebarang. Dapat pulas ditulis sebagai
T
N A|: e ALE a A e A L4 e A
. i 1 aj 2j 2j . onionji

t=41
adalah pengnrsisan pada kolom ke ”j ~dengan 3
sebarang.
bukti :

; L . . . .
Misalkan |A] = o A +a A+ ...+ a .A
o : T T 11T T4z a2 T an

menjumlahkan perkalian elemen-elemen  sebarsmg =
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dimans Afz sdalah Jumlah hasil kali

elemen-elemen, tidak termasuk elemen pada baris
* i+i

ke 1. Tindgsal dibuktikan Aijz A = (-1}

ij IM‘_JI ?

dimasna F!.Lj adalah submatriks dsri A dengan
menghilanghan baris

ke i kolom ke 3 dari A .Haks

B . . . : !
anﬂénn— C‘nnz U(JI’JZ’--',Jh“i)aij azj .-.ah“!.j
1 2 ri—4%
L 7 -}
ordo n-1
"~ “an I nnI
. & n+n
Jadi A = M | = (-1) M|
) 7 T nn nn _ , nn

”,Séﬁégéﬁg-péndéng baris ke i dan - kolom - ke j

gsebarang. Kits pertuksrkan berturut-turut baris
ke i sampai berads pada baris ke n, sads (ﬁ~i§
hali pertukaran. Juga berturnt-turut kita

pertukarkan holom ke j sampai meniadi kolom ke n,

~ Jadi ada (n-3) kali pertuksrsn. Maka dari =sifat

2 determinan , tands dari Afj shan bertukar
(n-13+(n-3) kali, sedang harga Iﬁﬁ‘ tidak
berubsh dendsan adanya pertukaran ini. Jadi
G ] Ml terbukti bemar bahwa A%,
kofaktor elemen a . dari matriks A. Jadi :

|ﬁl +°~. A, +'....+ a, A, ': Eaﬁ

12 12 A s TR A 4]

(Buktl untuk expansi kolom analog).
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SISTIM PERSAMAAN LIRIER HON HOMOGEN DENGAN ATURAN CRAHMER

Tinjaun suatu sistim persamsan linier dengsn m persamaan

dan n variabel

a +a + ...+ a =
14 xi 1zxz 1nxn b.l
a X +a X + + o x=b
21 1 22 2 2n n 2
+ + + =
amix @ zxz amn ™ bm

au- tlan bij masing-masing koefisien-khoefizmien dan

konstants sistim perssmaan linier. Apabila by -= 0C

**disébut"sistim*persﬁmaaﬁ“liﬁief1nah“homagén"11Dgn” jike

digunshkan sistim perkalian matriks: maks sistim

persamaan linier diatas dapat ditulis sebsgai :A X = B

dengan
311 NPT %4
e T
A = 21 2z zZn adalah matriks koefi-
sien dari sistim per-
a a . G sgamaan iinter diastas.
i ma mn
" ox ] .
1 adalah matriks kolom vang merupskan
X - . - . . :
X = 2 | _ variabel-variabel dari sistim persa-
N “maan linier.
X
KRR
'Bﬂ, bb adalah matriks kolom yang merupakan
: konstantsa dari gistim perssmsan 1i-
b nier.




i0

HBuatsr sistim persamaan linier non-homogen  apabila
meniliki  jumlabh  persamssn linder  yang sama  dengan
banyaknya variabel » misalnya n, disebut sebagai sistim
pErsamaan tindier non-homogen ordo n. Untuk  mencari
salusi dari sistim perzamaan linier non~homegen ordo o
dimaria IHI‘# € dapat digunakan aturan Cramer vang

meEmi liki benmtuk s

. D - .
K,o= 3. s Al =0 dimaria
3
tel \
(
X, r Solusi dar i sistim perzamsan linier
1 .
norne--homogen oordoon (3 o= L.2. ...l

4] » detrminan matriks koefisien A.
D determinan matriks koefisdien A dengan mengganti

bolom ke j dengan matribke kolom B.

teoremas 2.1.2:
Sistim persamaan linier non-homogen ordo n vang
memilihi‘matriks koefisien A dan matriks kolom R
makas w

kil
..... . . . sz . E b_ I;A:.‘ . ‘ . (i.,j - 1‘2"....”_1)

dimara
iz, & haroa perssamaan baris ke 1.
By he BE . L .

A 2 kofTaktor elemern bayris ke i kolom ke j.
ii




Bukti
BBz ""aic}4> b1 ai(j+n in
5 A A br 8.
D= 21 22 2 ¢ j~43 -] 2 jtas 2n
J
an:l. anz e anrj—i) bn an(j-%—i) nn
Menurut teorema 2.1.1 . determinan dari susatu
matriks sama dengan jumlah perkalian
elemen-elemen sebarang baris/kolom dengan
kofaktor-kofaktornya. Aksn  diuraikan menurut
kolom ke j . Karens holom ke J dari matriks
‘hoefisien A telsah diganti dengsn matriks kolom
B, maks=
D =b A +b . A + ...+ b ..
ki i iy 2 21 i}
T
= LAy
r=1

teorems terbukti.

Sehinggs stnran Cramer vang berbentuk

X = b, |a} = ©
| A

-dapat -dinyatakan sebagai-: -

11




12

2. 3. SR APH

2.3.1. GRAPH TAK BERARAH

Definisi 2.3.1.
Suatu graph G(V.E) stau lebih sederhansnvya draph
&, terdiri dari himpunsn V di msns elemen-elemen-
nya disebut node dan himpunan E di  mans elemen-
elemennya diberikan délam bentuk pasangan vyang
tidak berurutan (i,3j) atau (j,i) (i dan j elemen
V) disebut edge dari G, node i dan node jJ

disebut end point dari (i,3i).

Gambar 2.3.1..

Graph G(V,E) di mana
(V.. ...,V 3

£(1,2),,(1,2),,(2 3),,14),(3,4),(3,5),,

v

i

E

(3 5),,(4,5),(4,43
) S

= {61,62,83,94,e5,es,ev,e3,ep

Definisi 2.3.2 : -
o ééé;.i_d#n edge (i;j}_rﬁikétakan insident satn
dengsan lainnys jiks sugturnode_i mexrupakan node
akhir (énd point) dari =suatuv edge (i,3).
_“Contbh'3;3_1; o _ .
Pada  gambar 2.3.1. edge (1,4),(3,4),(4,5}

insident dengsan node 4.
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Definisi 2.3.3.

Dua node(edge} dikatakan'adjacept Jika hkeduanya

incident psds node(edge) yang =sna.

Contoch 2.3.2. :

Pada_gambar 2.3.1. terliihat node 3 dan 4

adjacent pada edde (3,4), dan untuk edge (1,4)
dan (4,5} adjacent pada node 4.

Definisi 2.3.4.

Fdge paralel adalah edge vang . jumlahnyva lebih

daeri satu dan masing—masing menghubungkan sepa-
;éﬁﬁs_?qd?_yﬁﬁgfsavaJ_éinctaﬁik%%_éenganma;-
(3,3),¢,3),, .. (i) k22

Contoh 2.3.3.
ﬁode 1 dan 2 mempunyai edge . paralel
(1,25, (1,2), atau e, dan e,.

Definisi 2'3i5'

G =

G=(V,E} di mansa Vé < V dan Es « E.

Contoh 2.3.4.

a

Gambar 2.3.2.
_ Gé.z (Vs?Eg}.sub_ graph.mdari _
 -G = {V,E) pﬁda gambarWE.sfl.»-T
Definisi 2.3.6. : ' |

SPANNING SUBGRAPH adalsh sub graph vang memuat

semus node dari graphnys, sehinggs Vs=V dan Es_E.

(VS,ES} disebut subgraph dari 'graph
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Contoh 2.3.5.

Spanning sub graph dari graph G = (V,E) pads

gambar 2.3.1.

€4

Gambar 2.3.3.
Definisi 2.3.7.
Dus buah sub graph dikatakan edge ~ disjoint jika
kedusnya tidak memiliki edge vyang sama dan
“dikatakan node  © disjoint ~jika ~kedwanys ~ tidak
memiliki node yang samsa.

Contoh 2.%.8.

Gambar 2.3.5.

Gambar 2.9.4. dan 2.3.5. adalah 2 bush sub graph dari
graph G = (V,E) pada gambar -2.3.1. Gambar 2:3r41m_v
adalah dua bush sub graph yang edge —disjoint dan

_ gﬁm5a£-2f3?5,.adalgh dua buah sub_ graph” yﬁng_ podef
.disjoint. Jelas bahwa dua_éub graph yahg nodeFdisjoint_

" juga disebut sebagai edge-disjoint, tetapi dua buah
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3.2,
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sub graph yang edge - disjoint belum tentu dikatakan

sebagai node-~disjoint seperti pada gambar 2.3.4.

GRAPH BERARAH

Definisi 2.3.8.
Graph berarah (DIRECTED GRAFH/DIGRAPH) yang dino-
tasikan denggn'Gd(V,E) terdiri dari himpunan V di
maﬁa elemen-elemennya disebﬁt node dan himpunan E
di mana elemen-elemennya diberikan dalam bentuk
pasangan berurutan (i,j); i dan J elemen V, vyang
disebut sebagai edge berarah dari i ke J dalanm

G,. Node i disebut initial node dan node j

disebut terminal node. Dan keduanya disebut end
point (i,3).

Contoh 2.3.7.
Diberikan suatu graph'berarah dengan n node di

mansa tisp pasang nodenya dihubungkan oleh edge

E

berarah dari node i ke node 3.

Gambar 2.3.6. Directed graph G_(V,E) di mana :

“{1,2;3;4;5}

v

1

£(1,2),(2,1),(2,3),(8,4),(4,1),(3,5),(5,3),(4,4),
(4,5)} |

- {ei’gz’es’35’84’a7fe6’39’¢a}
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Definigi 2.3.9.
DIRECTED EDGE SEQUENCE (Barisan edge berarah)
dengan panjang k-1 dalam directed graph Gd adalah
suatu barisan edge di mana edge-edgenya memiliki
bentuk : {ii,iz),(iz,a),...,(ik_i,ik); k = 2.
Node dan edge berarah dalam barisan edge berarah
tersebut boleh berulang. |
Contoh 2.3.6.
Pada gambar 2.3.6. : (2,3),(3,4),(4,5),(5,3),
(3,4),(4,1) adalah barisan edge- berarah dengan

pa'nj ang ©.

 “Befinisi 3 310 ST

DIRECTED EDGE TRAIN adalah barisan edge berarah
dalam directed graph Ga di mana senua edge

berarahnysa berlainan satu dengan lainnya.

Contoh 2.3.9. :

25 1Y G 2)5(278) 5 ¢35;5)5¢5583) 5 (354) adalah—suato - - - - -

directed edge train dalam directed graph G,
Definisi 2.3.11.
Suatu directed edge train (i, ,i,),(i_,.0...-;
(i i,_ 1,1 ) dlkatakan tertutup Jlka 1 ='i; dan di-
katakan terbuka Jlka 1 - 1k. .. |
pefinisi 2.3.12. -
Dlrected path dari suatL dlrected graph G adalah
suatu dlrected edge traln terbuka d1 mana " node
dan edge berarahnya tidak boleh berulang
Contoh 2 3. 10
(1,2),(2,3),(3, 4) (4 5) adaiah ..directed péth

dengan panjang 4 dalam directed graph Gd gambar 2.3.6,
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DPefinisi 2.3.13%.:

DIRECTED CIRCUIT dari suatu directed dgraph G,
adalah suatu directed edge train tertutup di mana
semua node-nodenya berlainan kecuali node awal
dan node sakhir.
Contoh 2.3.11.
(1,2),(2,3),(3,4),(4,1) adalah suatu directed
circuit dari Gd gambar 2.3.8. dengan panjang 4.
Definisi 2.3.14.
SELF-LOOP dari sustu graph Berarah adalah suatu
circuit bersrah dengan panjang 1;
Definisi 2.3.15.

- ‘Derajat masuvk - (JNDEGREE) vyaitu -banyaknys -edge
dengan node i sebagai termiﬁal nﬁﬁe; dinotaéikan
dengan d (i) |

Definisi 2.3.186.

Derajat keluar (OUTDEGREE) yvaitu banyaknya edge

—..dengan node i sebagai initial node, . dinotasikan ..

dengsan d+(i)
Contoh 2.3.12.

Dari gambar 2.3.6. : d (1)=d (3)=d (4)=d (5)=2,
d"(2)=1,d (1y=1,d"(s)=1,
at(2y=d*(3)=2,d"(4)=3

" Definisi 2.3.17. :
REGULAR DIGRAPH : dengan derajat k apabila-d_(i)z

d*(i)=k, untuk setiap node i dalam G.

Gambar 2.3.7. disgraph Gd




2.3.3.
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Contoh 2.3.13.
Digraph G, pada gambar 2.3.7. merupakan regular
digraph dengan derajat 2, di mana
Cat(=dt2)= at(3)= a(e)=2

d (1)=d (2)=. d"(3)= d (4)=2

HATRIKS-MATRIKS YANG HMENGGAMBARKAN DIRECTED GRAFH
Definisi 2.3.18. |
INCIDENCE MATRIKS dari digraph G (V,E) dengan n
node dan tanpsa self—loop adalah matriks A =
[a. .1, 1,3 = 1,2,...,n, di mana masing-masing
‘kolom bersesuaian dengan edge berarah dalam G,
dan masing-masing baris bersesuaian dengaﬁ node-
node dalam G,. Elemen-elemen matriks A adalah :
8y T = +1, jika terdapat edge -(i,j) dengani

sebagal initial node

sebagal +terminal node

— = 0, Jjika tidak ada edge yang incident

dengan node 1.

b~ = -1, Jjika terdapat edge (i,Jj) dengan 1 -



19

Contoh 2.3.14.

€4 P2 %4 B %5

1 +1 +1 0 O +1
2 -1 0 +1 +1 O
3 0 -1 -1 0 +1
4 g 0 0-1-1

Gambar 2.3.8.
Matriks A adalash matriks incidence dari digraph Gd gb

2.3.8.
Definisi 2.3.19.
Gd(V,E) adalah directed graph tanpa edge paralel
dan tidak mempunyai self-loop 1lebih dari satu
dalam tiap nodenya. ADJACENCY MATRIKS dari G,
‘adalah sustu matriks A = [a, ;] dengan ordo n di -
mana masing-masing baris dan kolom matriks A ber-

sesualan dengan node ii,iz,...,in dalam G dan

d’
elemen—elemen matriks tersebut

a,; = 1, jika terdapat edge berarah dari node i ke
o €=y T
B = 0, jika tidak ada edde berarah dari node 1
ke node j.
Contoh 2.

Gambar 2.3.9. directed graph G, (V,E)

Adjacent matriks dari digraph G, gambar 2.3.9.

O b = b
OO B

BN =
OO W
O OO B




Definisi 2.3.10.: 20

MATRIKS BOBOT dari sustu directed graph Gd dengan
n node dan tidak mengandung edge paralel adalah
matriks A = {auj berordo n di ‘mana tiap-tiap
baris den kolom matriks A bersesuaian dengsan
node ii,iz,...,in _dalam Gd, dan elemen—~elemen
matriks A adalsh

8, = W, ;» Jika terdapat edge berarah dari

node i ke node i dengan bobot WLj

= 0, 3jika tidak ada edge berarah dari

node i1 ke node j

Contoh 2.3.16.:

"Diberikan digraph G, déngan 3 node yang ~memiliki

bobot pada masing-masing edge berarahnya.

Matriks bobot dari digraph Gd gambar 2.3.10. ada-

lah

1 14 W1z ?13
A=2 Wae Mo Wog
3 L “31 Hsz Hss

2 1 1

= -2 2 1

3 -1 2

i






