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Contoh 3.

Teorema 3.1

‘BAB III
PEWARNAAN | GARIS PADA MULTIGRAPH

BIPARTITE REGULER .

3.1
Pewarnaan‘g;ris pada mulfigraph bipartite
réguler deraéat m adalah penandaan garis-garis
pada multigr%ph bipartite reguler yang derajat

tiap titiknja adalah m, déngan Wwarna-warna

sedemikian hingga tidak ada dua garis yang

insiden padaésatu.titik mendapat warna sama.

1 : ; ‘ i

Gambar 3.1 merupakan gambar imultigraph bipar-
; | .

tite requlerédetaﬁat 4 yang ?elah diwarnai.

® Vg, :V
vai Va
Ve Yy

Gambar 3.1

Pada setiap’mhltigraph bipartite regqulexr dera-
jat m dapaf‘diadakan pewarnaan garis dengan m

warnsa.
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Dari teorema 2.6.1 discbutkan bahwa untuk

setiap multigraph bipartite reguler adalah

dapat difaktérisasi—l.
Maka pada huitigraph bipartite reguler derajat
m terdapaf‘ém' buah faktor-1l vang himﬁﬁnan
garis masihg—masing faktor-1 adalah $é1ing
asing dan'sémuﬁ garis garis|dalam multigraph
tersebut teﬁmuat daiam faktor-1 - faktor-1
tersebut. ‘Bﬁla untuk setiap! faktor-1 garié—
garisnya diﬁarnai dengan sebuah warna, maka
diperlukan m ﬁarna untuk mewarnai garis—éaris
dalam m buahéfakfor—l. Séhi(gga. semua garis

dalam multigraph telah diﬁarﬁai_dan dari defi-

nisi faktbriSasi—l maka tiddk ada dua garis
vang insidenépada satu titik menerima warna

samsa. ‘
b

2
Gambar 3.2 merupakan multigraph bipartite

iy ot . . :
reguler derajat m=4 yang diwarnai garis dengan

4 warna. Masing-masing merupakan spanning

o |
subgraph darifgraph gambar 3.;.

V2 ;-Vé_ v




Teorema 3.2

Bukti

- Gambar 3.2

Pada setiap ﬁultigraph bipartite requler G

dengan derajat tiap titiknya

garis dengan m waxrna, maka

m yang diwarnail

tiap~tiap warna

digunakan untuk mewarnai

‘garis sebanyak

(C d(vi))/Qmédengan T d(VD adalah jumlah

derajat titik-titik dalam multigraph G.

Derajat setiap titik dalam G

adalah m dan G

diwarnai- dengan m warna. Misalkan warna-warna

tersebut adaléh Wi Woseeonnn
derajat yang disumbangkan ga

Wi Ssama dénqan jumlah

;W Maka Jumlah

m*

ris dengan warna

disumbangkaﬁ éazis dengan warna w-, dan sama

dengan jumlah;derajat yang disumbangkan garis

tiap-tiap warhé yang 1ain.@arena tiap-tiap

garis menyumbang derajat a

ua maka masing-

masing warna 'digunakan untuk mewarnail garis

sebanyak (E'd(Vi))/2m garis.

derajaﬁ yang




Contoh 3.

Lemma 3.1

Buktii

3

Pada graph gambar 3.1 diketahui bahwa jumlah

derajatnyaiaéalah 4 x 8 = iz. Maka tlap-tiap

. C P, < '
warna digunakan untuk mewarnai 4 garis.
N i }

Untuk suatu égraph bipartite reguler G={V,E)
dengan bipartisi (V,,Vy,), e € E dan suatu
himpunan garis E*, dengan E” g E - {e} maka &

mempunyal fa&tor-l yang himpunan garis-garis

dalam faktor-1 tersebut mengandung e dan

saling asihq dengan E” jika dan hanya jika
didalam G rtfdak terdapat déa himpunan garis
' |
saling asiné E, dan Eo, s%demikian'hingga
e € Eq daﬁ EZ:QiE* denganEIEll = |E2|.dan
Ei U Ey methbakan himpunan ?otong yang memi—
sahkan G ménéadi 2 subgraph&bebas G, dan Gy
dengan garis—éatis Eq menghuéungkan Litik di k

Vo N V(Gy)) dengan titik di{ Vv, N0 V(Gy)) dan

gariS*garisz E, menghubungkan titik; di

(V4 N V(Gy)) dengan titik di (Vy, N V(Gy)) atau

f
b
b
'

sebaliknya..?

o : |
Dari teorema 2.4.3 di ketahui bahwa Jjumlah

titik di Vv, (|V4]) sama dengan jumlah titik di
. ' :

I
I

Vp ({Vp|). . ST |

Andalkan bahwh G mempunyal dﬁa himpunan garis
|
i




yang saliﬁq asing El.dan E2Adengan e € By, Ej
¢ EY, |Ep] } |E;| dan E; U E, merupakan
himpunan pgﬂong.yang memisahkan G = (V,E)
ménjadi dua‘gubgiaph bebas G; dan G, dengan

setiap'garis%dalam E, menghubungkan titik di

vy 0 V(G;) dengan titik ai vy n v(G,] dan
setiap garfs B menghub&ngkan titik;di
vy 0 V(Gl)de@gan Eitik di V, N V(G,).G adalah
multigraph bi?artite requler sehingga menurut
teorema 2.4;1§jumlah derajat titik-titik di. vy
sama denqaﬁ‘éumlaﬁ derajat titik-titik di Vb
dan E; U Ez‘édalah himpunan potong pada.G.
Karena |E1|J:§|E2| maka jumiah derajat titik-
titik di Va_néV(Gl) sama dengan jumlah derajat

titik-titik di vy n v(Gy), sehingga jumlah

titik ai (v h V(Gy)) sama dengan jumlah titik
di (Vg ﬂ V(Gl))' Karena fva] = | Vp] maka
jumlah t1t1k dl Vo n V(Gsy) s%ma dengan jumlah
Eitik 4di Vb-q V{G,).Dibuat fgktor—l dari G =
(V,E) yang ménganaung e. Kgrena e € E maka
terdapat sedlkltnya sebuah titik di (vg.n
V(Gl)) yang dalam faktor-1 tersebut dlhubung—
kan dengan . t1t1k di (vy N V(Gg)) Misalkan
hanya ada sebuah titik yaitu t1t1k yang dlhu—

bungkan garls e tersebut ? Karena Jjumlah

titik di {Va N V(Gy)) sama dengan Jjumlah

titik di (Vy n V(G;)) maka terdapat sebuah




titik di-vb%rl V(Gqy) yangltidak mempunyai
pasangan dengan titik di (V5 N V(Gy)). Begitu

juga di (Vé ?1 V(Gy)), terdapat sebuah titik

vang tidak mémpunyai pasangan di (Vp N V(Gy)).
Sehingga da¥am faktor-1 térsebut terdapat
titik di (VbéﬂfV(Gl)) vang dihubungkan dgngén
titik di (Vééﬂ.V(Gz)) dan g%ris yang menghﬁ—
bungkan titi%—titik tersebut adalah garis ‘E,.
Sehingga G‘Lidak mempunyaﬁ‘ faktoxr-1 vyang
himpunan géﬁisnya mengandung e dan saliné
asing denganéhimpgnan garis B, Bertentangén
dengan yané édiketahui, sehingga pengandaian

harus diingkar.

Andaikan G iidak mempunyaﬁ faktor-1 yang

himpunan garisnya mengandung 9garis e dan

saling asiﬁqédengan himpunan%garis E*, dengan

E¥ (B-{e}). Dari teorima 2.641 diketahui bahwé
G dapat di féktorisasikannl %ehingga terdapat
faktor—l-daii G vyang hiﬁpunan garisnya

mengandung garis ‘e dan unt@k tiap faktor-1
yang mengandhng Qaris e, himpunan garisnya

b

tidak saling asing dengan hiﬁpunan garis E*.
Misalkan garis e menghubungkan titik v; dengan

titik Ve Kaiena derajat tiap titik dalam G

adalah m, ma?a selain qari% e terdapat m-1

garis lain 'yang insiden titﬁk v; misalkan e;




adalah garis-garis yang menghubungkan titik vy

dengan titiﬁ vy, dengan Vk £ v;.K adalah
himpunan potong dalam G dengan garis-garisnya

adalah garlswgarls y¥yang insiden titik A

selain gaxys e; dan garis-garis vyang

insiden v seiain garis e; . S@hingga garis.e €
K. Dan untuk %etiap faktor —l yang mengandung
garls e selalu mengandung sebuah garis yang
insiden tltlk Vi dan bukan garlb e; . Sehingga
jika K memlsahkan multigzaph G = (V,E} menjadi
dua subgraph Lebas G, dan G, maka salah sétﬁ
dari subgraph? tersebut titik—titiknya hanyé

dan V. Jika E; adalah

terdiri dari V3

himpunan garls garls K yang lnsiden vy dan Eq

adalah hlmpunan garlb garis K yang insiden vy

maka lEll =5|E2| dan Eq; U En merupakan
himpunan potoﬁg' dalam G dengan garis e € El'
Dan jika E*‘é_; adalah himpunan garls yang

memuat E, maka G mengandung dua himpunan garis
\
saling a51ng El dan E, sedemlklan sehlngga e

€ E; dan E, Q B dengan IEl|;= |E2]_dan Eq U
Es merupakan ; himpunan potoﬁg dalam G sesual

ketentuan..Begtentangan dengab yang diketahul

sehingga  pengandaian harus diingkar. Jadi G

mempunyai faﬁtor—l yang himpunan garisnya

mengandung e dan saling asing dengan himpunan

garis E¥, den§an e ¢ Edan B ¢ (E - fe}).




Contoh 3.4.

Gambar 3.3 ‘abalah mexupakan

multigraph yang

Akibat 3.1

tidak memehuﬁi lemma 3.1 dengan garis—gaiis
yang tidakidiperlukan untuk penjelasan tidak

digambar.
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Gambar 3.3 |
Jika dalam Suﬁtu meltigraph bipartite reguler

G = (V,E) ﬁéngan derajat ﬁiap fitiknya. m,
terdapat hi&punan potong%El U E, dengan

|Eq] = IEz}?yang:memisahkan G menjadi dua

b

[

subgraph bebas;Gi dan G, s?demikian hingga
untuk‘suatu‘ﬁipartisi (Va,vb) dalam G maka
garis—garisé Eq menghubungkan titik di
(Vo N V(Gy)) dengan titik di|(Vy N V(Gy)) dan

I | .
garis-garis, E, menghubungkan titik . di
(V, N V(G1)) dengan titik di(Vy N V(Gy)) atau
 m§ka dalam‘setiab pewarnaan garis

warna-warna yang
L ans

v
|

sebaliknya,

dengan m warha terhadap G
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Contoh 3.

diterima garié—garis Eq selalu sama dengan

warna-warna yang diterima garis-garis E,.

Dari pembuktlén lemma 3.1 dlketahul bahwa se-
tlap faktor 1 yang mengandung bebuah garls
E{ selalu mengandung sebuah garis Es. Sehingga
garis~garisjdélém Eq1 dan garis-garis E; berada

dalam faktor 1 yang sama untuk setiap faktori-

sasl dari G. Untuk pewarnaar garis dengan m

warna terhadap ‘G maka setlap faktor-1 dari G

adalah mewak;%irsebuah warna. Sehingga warna-
warna yang Qiéerima qaris~garis Ey sama dengan
warna-warna fdnq diterinma éaris—garis E2'

: , f

Gambar 3.4 meﬁu@akan contoh aultlgraph blpar~

tite reguler'derajat m dengan m = 3 yang

mempunyai himgunan potong El U Eo, dengan [E1|

= |E2] sesuai ‘akibat 3.1 yané diwarnai garis

dengan 3 warna.

éGambar 3.4




Teorema 3.3

Bukti :

suatu multigraph bipartite reguler G = (V,E)

dengan derajat tiap titiknya m dan bipartisi

(Vo Vi), dahéel,ez adalah d%a garis dalam G

maka pewarnaan garis pada G dengan m warna

dengan gariéiei dan e, men%apat warna sama
jika dan hanyé jika G tidak mgmpunyai himpunan
potong K déﬁgan e1,e9 € K éan |K| = m yang
memisahkan G &enjadi dua subgraph bebas Gj dan
Gy sedemikianéhingga garis—ga&is K menghubung-

kan titik-titik &i (V5 N V(Gy)) dengan

titik-titik 4i (Vy N V(G,)) atau garis-garis K
menghubungkan titik-titik di (Vg N V(Gy))

dengan titik-titik di (V5 0 V(Gy)).
. SR : |
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i
|
|
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Jika G dap%tidiuérnai gari? dehgan_m warna
dengan gari%;ei dan e mend;pat warna sama;
maka G tidékémengandung hi%punan potong k
dengan el,eé é K dan i K I = m yang memisahkah
G menjadi dué%subgfaph bebas G dan Gz_sedemi;
kian Sehingg; semua garis K menghubungkan
titik di cqa%ﬂjvcél>> dengan titik-titik di
(Vp N V(6255 ;téu.SEbaliknya. Misalkan setiap
garis K meﬁgﬁﬁbﬁngkan titik di (V

a N VB

dengan titik di (Vy N V(Gy)). Karena K himpu-~




nan potong'dhn tidak insiden dengan ‘titik di
(Vy N V(Gy)) maka setiap titik di (V, N V(Gy))
di hubungkan oleh m garis dengan titik-titik di

(Vy N V(G,)). ‘Sehingga £ d (v, N V(Gs))

N VGs))) =

(Jumlah derajat titik-titik di (Vg

: ! :
L d (Vy ﬂ”Q(GZ)) - K. Daﬁ Jumlah derajat
titik—titikédi G, ¢ I d‘VQGZ)) = ¥ d (Va'ﬂ

V(GB5)) + § d (Vg N V(Gx)) = 2 x £ d ¢ v, N

TVLG5Y) + m,‘éaris e adalah g%ris dalam G, jika

menghubungkan - titik-titik ai Go. Jadi garis
dalam G adaﬂah garlis—garis Qang menghubungkan

2

titik di (Q_fﬂ VIG5 ) denga% titik di (Vb.ﬂ
VIGL0 . Daﬁi.definisi pew;rnaan garis maka
titik di (V; n V(Gy)) insi%en dengan m géris.
yang diwarhai dengan m uavng. Sehingga di G,

setiap warna: di gunakan untuk mewarnai garis-

.yang sama bényaknya dengan jumlah titik di

(Vs N V(GBy)) = (E d (V3 N V(G52 7/ m = (L d

(V(G5)) - m) / 2m = (E d (V(Gy)) / 2m) — 1/2.

Karena K hi@pUDan' potong ybng menghubungkan

titik-titik di. (v, N V(G;)) dengan titik di

a

(Vg N V(Gz))ﬁ maka garis yang insiden titik di

'

(Vy, N V(G;)) adalah garis+garis dalam Gj.

Sehingga I d/(Vy N V(G =T d (v, N V(G-

b

K. Dan Jjumliah derajat titik-titik di G,

N V(G + £ d (v N

(L d V(Gli)) = L d (Vg

|
b
I

i
i
b
:
|
i




|
L

viel)n = 2”xgcz_d (Vy N VGO + n . Dari
definisi pewérnaan garis ma?a tiap titik di
(Vy N V(Gi))éinsiden denganim garis yang di
wérnai déngéﬁ ﬁ Qarna. Sehingga di dalam sub
graph Gl Setgap warna di gunakan untuk mewar-—
nali garis yaﬁg séma banyaknya dengan Jjumlah

titik di.(ngﬂ VIGyoo=L d My N VG /o om =

(L d (V(Gy0=m) / 2m = ( £ d(VGy> / 2m ) -
‘ L r
1/2. Garis-garis dalam grapﬁ G adalah garis-

garis dalam‘éubgraph G, ditémbah garis—-garis’

di dalam subgraph G ditambah garis-garis K.

Jumlah derajat titik-titik délam graph G (£ d

(V(BY)) = d (V(G;)) + & d (V(G,)).Sehingga

setiap warna digunakan untuk mewarnai garis di

(Gy U Gz) sebanyak (L d (V(Gi))/Zm) ~1/2 + (X

'
1

d (V(G5))/2m )~1/2 garis = (I d (V(G))/2md)— 1.

P

Dari teorema§3.2 diketahui ﬁahwa pada multi-
graph biparti%e requl er derajat'm yang diwar-
R : ) ! .

. | .
. . ; ' . I .
nai: garis dengan m warna maka tiap warna

i

digunakan uhtpk.mewarnai gaﬁis sebanyak I d

(V(GYDY /2m. Sé%ingga m garis % haruslah diwar-
nai garis dénéan m warna. Ma%a bila e; dan ej
dalam pewafnéaﬁ Qaris terh%dap.a tersebut
mendapat wévﬁa sama, sedik;tnya satu dari

dalam K. Jadi G

garis ey daﬁ éz'tiqak berada
tidak mempﬁ—nyai himpunan i potong K dengah

ey, e, € K. |

L

b
I
i

|
L
F
f

&



Anggap bahwa G tidak mempuhyaﬁ himpunan potong
k
K dengan ey 92 € K yang membagl dua Subgraph

bebas Gy dan 62 Sedemlklan hlngga Set1ap garis
K menghubungkan-t;tlk di (Vi N VG)) dengan

titik di (Vy N V(G5)) atau setiap garis K

menghubungkaﬁ titik di (Vg in V(G2 dengan

titik di(v, N V(Gy)), dengan (V,,V.) adalah

suatu hipartisi dalam-G.MiQalkan e~ adalah

suatu garis yang insiden tﬂtik v, dengah v

adalah sebuah titik di (vb N v@») dan X

adal ah himpunén garis denganr anggota garis-
garis yang inéiden titik v selain es. Andaikan

t

ey € E¥. Karena semua garis | dalam (e U e*

adal ah 1n51den terhadap tltl?‘v maka {5} U ¥
adalah hlmpuﬁan potong dengan garls €1, e?
anggota hlmpunam'potong tersegut yang memiséh—
kan G menja&igdua subgraph bebas, misalnya Gy
dan G- dengan ;alah satu Gy aﬁau 62 merupg?an

graph dengan'ﬁatu titik yaitu v. Bertentangan

dengan yang di%etahui, sehingga haruslah el‘%

e*. 2y ﬁ’E* maka :

1. Jika terd%pat faktor—1 éengan himpunan

garis F adﬁlah G yang mengandung garis e,

dan saling asing dengan E*;( maka e, € F),

maka G-F aaalah graph bibartite reguler

dengan deraJat tiap tltiknya m—1. Dari:

L
|
|
}
b

|

(3
L2
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tecorema 3.1 diketahui bahwa G-F dapat

diwarnai garis dengan (m-1) warna maka

garis-— garlé dalam F dapat diwarnai dengan
satu warna? Sehingga e, dan e~ dapat mene—
rima waf%a sama dalam'ipewarnaan garis
dengan'm'wérna.terhadap G.

Jika tidaﬁ terdapat faktor-1 dengan himpu-

nanfgaris F yang mengandung e; dan saling

asing- £* maka menu%ut: Iqmma 3.1 terdépat

himpunan:fgaris saling. %simg Ey dan E»,

dengan |,E3 l = ’ Es | da% ey e £y, E5 G g*
sehimggawEi U Exs merupaka% himpunan ppgong
yang memi%ahkan G menjédi dua subgraph
bebas Gl*?dan_Gz* sedemikian hingga untuk
suatu bibartﬁsi ¢ vV v

ar Yy ) garis-garis El

menghubungkan titik di (V, N V(G ¥)) dengan

. 1 _ :
titik dil QVb n V(Gz*)) dan garis garis E,
menghubungkan titik di (Vb n V(Gl }) dengan

titik di (V i V(62 J). ES adalah himpunan

a

garis—garié dengan anggoba garls ¢ E%

{ Lt e

U

{(e52) = Ezf) sehlngga EB Q E2 adalah hlmpu—

nan garls garls yang 1nseden titik v (lihat

gambar 3.55). ﬁmbil G, = ql - (v} dan G, =

*

G," U {v}dengan garis—daris E-» anggota

hlmpunan garis 82. Maka garls garis Eqy U Es

_ adalah himpunan potong K dengan |K| = ]sEl}

| EX u:{%z} | -1€2| = [Ey} *+ (m = |Ep> =




L)
]

i
i
i
b
|
|
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m, dan semua garis K menghubungkan. titik di
§ - | W, N VEE)) dengan titik di (VN V(G
: _ : k

dan el,‘eb € K . Bertenﬁangan_dengan yang
‘diketahui;, :éehingga‘ haruslah terdapat
faktor;liyang mengandung e; dan saling

asing E*,éSehingga g, dan, e, dapat mehefima

warna sama wuntuk suatu! pewarnaan garis

dengan m‘Qarna terhadap G!

Gambar 3.5
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Contoh 3.6 L |

Gambar 3.6.:mefupakan contoﬁ multigrabh yang
tidak memenuhi theorema 3.3 yang derajat
titiknya n1=% 3 yang telah diwarnai dengan 3

Warna.
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Gambar 3.6;

Akibat 3.2
Setiap multigraph bipartite reguler G = (V,E)
dengan deraja% tiap titikmnya m mempunyai him-

punan potong K 'yang memisahkian G menyad: dua

subgraph bebaé G, dan G sedeplklan hingga un-
tuk suatu bipér5151 (Vg V) dar: G semua garis

K menghubungkgn'tltlk di (Vv N VY(Gy)) dengan

a

titik di (Vg N V(G5)) atau!sebalikaya, maka

Jumlah garls:K_(]K]) adal.ah: kelipatan m dan

untuk setiap‘éewarnaan garis terhadap G dengan

m warna maka setiap warmna digunakan untuk me-

warnai garis-garis K'yang sama banyak.

Dari pembuktian teorema 3.3 diketahui bahwa

pada multigraph bipartite reguler derajat m
yang diwarnai?garis dengan m, warna maka tiap
warna digunakan untuk mewarnai garis sebanyak

L d (V(G))/Zméséhingga m garis K haruslah di-




warnai dengan m warna. Sehingga untuk setiap
pewarnaan gaﬁis terhadap G dengan m warna maka

setiap warna: digunakan untuk mewarnai garis-—

garis K yang isama banyak.

Gl
~






