berkaitan dengan isi sebagal dasar dari

2.1.E

Definisi 2.1

~Skalar dazx
sangkar A Jjika terdapat vektor k
sedemikian sehingga

' SAn = An

Teorema

Bukti

BAB II

TEORI DASAR

Pada bab ini akan diberikan be

IGENVALUE DAN EIGENYEKTOR

A disebut geigenvalue

hal

berapa yeng
tulisan ini.

i matriks bujur
olom nan =zero

u
s

vektor u disebut ‘eﬁgen vektor Lkanan dari A vyang

bersangkutan dengan;h
Vektor baris yang‘mkmenuhi hubungan

L
vA = Av i

disebut eigenvektdrﬁkiri. dari A
dengan AL

7

L

I..

Eigenvalue dari suatu matriks simet

adalah riil.

Misal h + ik .adaﬂah eigenvalue

I

Pandang B

(hI - AY* + KT

adalah riil k

{(h + ik)I - A}{(h - ik)IX

vang bersangkutan

ri bujur sangkar A

dari matriks A,

— A}

dan singular, karena (h + ik)I - A adalah

. . R !
singular. Jika diberikan suatu vektor non zero x

sedemikian'sehinggaEBx _D dan




x Bx = x (hI - AY®x + k®x x

x (HI - Ay (hI - A)x + K x
= 0 :

maka

(hI - A)x sdalah riil karena {(hI

dan % x > 0, k = O.éSehingga tidak
Teorema Z2.2. N

Eigenvalhg dari sdaiu matriks Hermi
Bukti |

Misalkan kt eigenvalue dari matriks

maka ada vektor .non =zero X, sedemikian

foﬁkxi. Selanjutﬁyé
% Hx. = M. %.% adalah riil dan tidak
1 LN 1 L. L :

dan jugs transpose konjugate ELth

1
P

maka iL: s sehingga A riil,

DeFinisi 2.2.

o

A} {(hI - A0

sada ahkar kompieks.
tian adalah riil.

Hermitian H.

' sehingga

sama dengan nol.

= XX, .
1T L L

Karakteristik poliﬁomial dari‘matriks nxn A, dengan

notasi A(A) adalah det(A-AI)

Teorema 2.J3.

Jika matriks mempunyal eigenvalue

eigenvektornya beb@s'linier
Bukti
Pandang suatu matriks nxn A dengan
ki,kz,...,knyang berkorespondensi d
. o ;
eigenvektor ui,uz,ﬁ..,unyaltu

Aui.:'kiui, i=1,2,.

berbeda , maksa

eigenvalue berbeda

engan eigenvektor-




B

diasumsikan eigenvektor - eigenvektornya tidak
L 1

bebas linier , maka terdapat skalar‘ai,az, ;o yang

4

tidak semua nol sed?mikian sehinggal o u ot

ay

k
(A—kiI)(A—XZI)...(Aikde){A—ku)..

Misal u
selanjutnya

ak(xk—xi)(xkuhz).,.(%Ehk_z(xixkgi,,.(

0 , maka dari a) diperol

[
:
i
eh
| "
(A-X IDE au= 0

=1

)\k—xn:]un: o

M .

karena u = 0 dan hkikluntuk izk, diperoleh o = 0.
Kontradiksi dengan; asumsi mula - mula, ~ maka
‘eigenvektor - eigenvektornya bebas ilinier

2. 2. DIAGONALTSAST MATRIKS
Pandang matriks bujursangkar A berordo nxn , jika

gembarang matriks non singular yang mem
lian dengan A maka matriks A dan M*

eigenvalue yang sama matriks demikian

. R o .
Transformasi M AM . digebut transformasi

disebut matriks transformasi similarita

Teorema 2.4.
Matriks bujur saﬁgkar' dapat ditransformasikan ke
métriks diagonal‘ésimilar Jika dan ‘hanya " jika
eigenvektﬁr - eige&vektornya bebas' linier

Bukti

| Péndang :matriks 'ﬁujur_ Sangkar A orde n -déngan-

eigenvalﬁe ki,Kz,..;,Xn dan berkorespondensi ‘dengan
eigenvektor eigénvektﬁr bebaslinier u ,u S,

e

AM

3.

[
1
:nuhi sifat perka-
akan mempunyai
disebut Similar.

Similaritas dan M

i

- n




. singular ,berarti‘AH = MA

maka
Aui = hLuL
A{uj.’uz’ T m
= {ui,uz,.
dimana A adalah mat?iks diasgonal ya
gigenvalue, yaitu ‘j
A = diég:[ Ki,kz;...,k
sebut matriks {ui;g;,;..aun} adalah
vektor~eigénvektorn?a- bebss linie
CMT'AM = A
Akan dibuktikan denéan kontradiksi
Misal _ eigenvalueé dari maty

xi,kz,...,Kh dan.‘glgenyektor -

bersangkutén dengan=htadalah uou,

LN S takbebas linier mak
oo, ... ,a (yvang . tidak semus
2 a T ;
] i o o + ... + A =
ehingga 1u1+ ZQE u 0

Lo,u Y = {hﬁui,kzuz,..

L]

.oh u

non

.3uh}A

ng dibentuk oleh

]
M . Karena eigen

r, maka M "non

iks A adalah
eigenvektor vang
;u . Diandaikan
a terdapat' o,

noi) " sedemikian

kedua ruas digandaﬁan dengan A dipéroleh

afh u+ oA U+ ... + oA
) 1 1‘2; 2 n
tetapl Au.= Au, ,sehingga
ol hou oA+ + oA
111-‘2522 "N

dengan mengulang:pﬁoses diatas akar

z - 2
a A u 4 et + 4+ o A
PR '] z 2z 2 "N




Contoh 2.1.

}\. ;\ 2 )\ n—1
PN aT
[oxu, 2,0, Olnun]; . .z 2 =0
S I S N AT
. mn n tal
dimana ;
1 3\ - )\2 )\1’1'—1
N -
vV = 1 :’\.2 ?\2 ?\._‘z
Il )\- )\2 }\"\"-1
n N o]
adalah non 31ngular§.‘Haka [aﬂﬂ o ug ahu“] = 0,
yang berartil o semuhnya nol karena u, bukan vektor

nol sehingga kontradiksi dengan

u, s, U takbebgs linier =sehingga pengandaian
harus diingkar
Pandang matriks

12

A = ‘

z 1

Karakteristik polinémialnya adalah
o o Loien 2] 2 _

A (X)) = det (A-AI) - l RS 2% - 3
maka eigenvalue dari A adalah X = -ldan A, = 3  dimana .
eigenvalue vyang . ﬁersangkutan dengan P édalah

u,= [ “i] dan 02:[ 1 ]

karena eigenvektor % eigenvektornva

matriks dapat didiagonalkan menggun

M= {uul} = [ _i‘éi ] . yaitu

- E .
T 11 12 1171.-1071_Tx» o0°
MAM_[—ll] [251][—11]"[03]‘[01x1

A

pengandaian bahwa

bebas linier maka

aklan matriks:




2. 3. POLINOMIAL MATRI KS BUJUR SANGKAR

Definisi 2.3

Jika polinomial'bérhingga f(.) da

m i m—4
fi(x) = a X + CNRIPR S + ...+ ax+ al
maka polinomial.
' im m—1
F(A)Y = amz? +oa A + + aiA
dimana A matriké bujur sangkar, . diseb

polinonial dalam A

-

Teorema 2.3 : teoremé Cayley Hamiiton ).

Misalkan A suatﬁ matriks bugu

polinomial karaktéristik A(x)=det

T sangks

Bukti
Misalnya matriksé 4 ordo n mempunyai
LT SR X danfpélinomial karakteristiknya
CACA)Y = o }\h-b- oeﬂ;i AN s ‘oti?\ +oo

A dapat didiagoﬁaikan da;am bentu

-1

M A};-T:Aa_tau.A:M_AM

k

dan L
A =M AMT', ko= 0,1,2,.. .0
maka
A {AY = «a ATt o AT b o A4 ald
n o e 1 (o]
=M (o AT+ o AN TN
n n-

Karena A = matriké diagonal, bera

: { AR |
M AN

CACA)D

0 ] .
0 AC XD

ri suatu skalar x

+ a b

ut; . suatn

i dengan

(A-2I) maks A(A) = O

eigenvalue
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Contoh 2.2. co
. T3 1
Misalkan A= [ T 32 ]
maka A(A) = det (A<AI) = A% - B5x 515
dan ACAY = A2~ 5 A4 5 I
3 17773 1 3 1 10
= [ 12 ] [ 1 2 ] -5 [ 1 2 ]* 5 [ 0 1']
- g o
“lo o]
2. 4. BENTUK KUADRATIK
Misalkan vekto?r koiombn dimensi x = [x ,x,, ,xn]'
dan nxn matriks ©, maka?fungsi skalar
: _ _ T
Q [xi,xz,.i.,xhj = [x,x]=i1xQ x
disebut bentuk kuadratik._
Definisi 2.4
Susty matriks hermitian Q disebut definit positif
(@>0) jika x"Ax>0 untuk semua x #0. Definit negatif

(Q<0) jika x"Ax < 0 untuk semua x

positif (@ »0) jika x Ax 30.
Teorema 2.4 ( teorema.SjlveSter)
Misalkan Q matriks hermitian, Q@ d

semna minor utama yang berturuntan

= O'dan semidefinit

efinit positif jhj
|
dari A positif.

Bukti
e
Misalkan Q = xTA-xf Minor utsma |A vang ‘diperoieh
denganmenghilangka& baris ke 1 dan kolom ke 1 nya
adalah matriks A& dan bentuk ‘kuadratik Q  vyang

diperoleh dari Q‘déngan mengambil

X. 0.

L




1t ‘ _ :

; F :
. . . o . T | . - . .
Maks setiap nllalt% untuk himpunan nontrivial nilai

variabel-varisbelnys adalah jugs nilai dari 0.
Dari sini Gpositif, selsnjutnya A, definit positif.

Avgumnen ini dapat diuvlsng untuk minor utama AH’A

Pk’
Tyang dipéroleh da?i A dengsn menghilangkan
2,3,.;.,n baris dan.kblom.yang Sama qari A
' |
o=

Misalsksn minor utamafyang berurutan positif, berarti

B, B, v B
B4 440 5 a_ @ a
811>U, > 0,0, 12 “zz| "7 Tzn | >0
a a E . . .
12 22
a, & ... B
in 2N nr
o 2 s - s
> 13 Qo= = s
Untuk a 0, maka Qﬂ; xa, X= a X Jeflqlt positif
Untuk det (Q,) > 0O, maka
o ‘
o a a X
by oo 11 12 1
Q:x»-".;/(::[).;ﬂL x2] a 5
12 22 2
- 2.+,,§ % + 2
= By s %, 822 %2

Cod z
(p x, +'d %,)
> 0 definiﬂ_positif

Langkah ini diulsng ssmpai det A > O

4

Hxl1 = ¢ x™A x )% A definit positif.

5.5 TRANSFORMASI LAPLACE

Definisi 2.5

Misalkan f(t} adalah?suatu fungsi berharga riil dari
variébel t untuk t> 0,-maka

o w i
SLE(L) e *tdt

disebut transformasiéLaplace dari £¢t) dengan s suatu
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variabel kompleks danévariabel t menyatakan waktu.

Notasi transformasi Laplade f(t)  adalah

F(z), jadi

g If(t)} atau

| @ 3
£ [£(t)}= Fls) = £ £(t) e "dt
Contoh 2.3. I
Transformasi Laplace dari e tadalah
) -1 R -zt ‘ 1 -5t © 1
&{e}:-foe dt:"mc-?'_’_—"i.}e 0:.‘ = T 1

=2.%.14. Invers Transformasi Laplace

Transformasi Laplace?suatu fungsi £¢

£y adalah F(s),

yaitu jika B3 Ef(t)} =. ?(3)' maka f(tY disebut suatu

invers transformasi laplace dari F(s) dan

ditulis dalam bentuk

STUF(s)) = E(E)

Contoh 2.4.

e ' gt 1
Dari conktoh 2.4, mgkg £ 4 e |

SiFfst-sifat

sifat 1 :Jika F (s) dahi F (s) masing-

secara simbolis

@

nasing merupakan

transformasi Lapiace dari f£,(t) dan £,(t), maka

alFi(s) + aze(s)éadalah tranform

agi laplace dari

s £ (L)Y + azfz(t§ ‘dengan a, dan 8, merupakan

i 1

konstanta sembsrang.

Bukbi
Jiks 8 {fi(t}}?gFi(s} = iji(t) e "'dt dan
£ {f, (t)}= Féésﬁ = JZ}Z(t) e "'dt, maka
8 {a,f (£) + azﬁf2<t>} = 8 {a,f (t)}+ 8 {a,f,(t)}
. = a2 (£, ()} a,® {£,(t)}
= a Fi(s) + azF%(S)




Sifat 2

Bukti

2.5.2 Dberivatif dari Traﬁsformasi Laplac
Jika f(t) kentinyu dan mempunyai
‘kontinyu sepotong—sepotoﬁg digetiap in

0<b<T, moka SIF (t)) = s SLE(EIT - £CO)

Jika f£(t),f (t),...,¢L
cdalam interval berhingga p<t<T, maka

S mgEe)) = 8" RLEGDY - sTE0) -

transformasi laplace dari F;(s}
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1Jika £(t) dan szt) mazing-masing adalab inVers:

dan Fz(s), maka'

b E,(t) + b,f, (k) »sdalah invers transformasi

i
Laplaqe dari biFi(t} + szz(t} dengan b1 clan bz

konstants sembarang.

Jika 2 '{F (=)} = £, (t) dan

27T, (8)) = £,(t), make

1 -
{bo F,

_1. : - -
27 b, F, (s) + b,F (s)}= % .

1

= biﬁ {F,

bzfz(t}

"1ty kontinyu

- ... "o

(s)3+27 (b T, (s))

(8)1+ bR HF (s))

H bzfﬁ(t)

=

derivatif yang

terval berhiﬁggé

sepotong—sepotong‘

57728 (0)






