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TEGR!I PENUNJANG

2.1. KONTINUVITAS

Definisi -'ca_.i. 1D

Suatd.fuang euclidean dimensi n (R”) adalah himpunan
semnua n-tupel X = (xl,xz,....,,xn) dari bilangan ~ real
sedemikian sehingga n-tupel adalah titik dalam R™.

Suatu titik dalam R® disajikan dalam bentuk
;‘koordjhat Ca:tgsiu$,T.sghingga suatu. titik__p:_gempuqyai.
koordinat p=(x,y) (gambar 2.1. ia > | |
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b (2. 1.3ay Titik o dengan kooedinal {(xX.v).

_Pada_RS_disajikan dengan tiga sumbu saling tedak.
lurus, sehingga swuatu titik D mempunyail kocordinat

p=(x,y,z) (gambar 2.1.1b>

b (2. 1.1y TibiR podendn koordinat (x,v.z22.
"Dalam pembicaraan selanjutnya, dibatasi untuk

3




n=1,2,3 dan untuk n=1 disajikan dengan R saja.

Definisi (2.1.20

Suatu bola terbuka dalam g"

(o 8 . . - R - .
oS (X%, 'f"xn) daﬁ”qarl—ga?}.£>0, adalgh h;mpunan
. _ . . n -’02 —.0.2" Z..
BE(PO)—{(Xi,Xz,----,Xn)ER /(_x1 hx)‘¥f"+(xn xn\
Dengan demikian, dalam R,

BE(QD) adalah suatu

terbuka dengan pusat p_ dan panjangnya 2&£ (gambar 2.1.Z2a)

rhbuka dengan pusat

’

Dalam Rz, Bg(po) adaléh interior dari suatu cakram

dengan pusat poldan jari-jari £ (gambar 2.1.2b)

dengan pusat

interval

P.oZbr . Csiraw dengan pusah p..idari-dari .

Dalam R, B#(pajmadalah interior dari daerah vyang




dibatasi oleh suatu bola dengan pusat p dan Jjari-jari e

{gambar 2.1;20)

R}

<

Gh (2.1 .20 .Bela dengan pusat po,iﬂTi"jaTi €.

Himpunan U < R" adalah himpunan terbuka Jjika untuk

_setiap p e U terdapat suatu bola B_(p > < U, artinya

seluruh titik pada U dikelilingi coleh titik-titik darl U
sendiri. Suatu himpunah terbuka dalam g™ vang memuat suatu
titik p =€ R" dinamakan persekitaran dari p. Dalam

pembicaiaan selanjutnya,; yang dimaksud dengan U < r"

adaliah himpunan terbuka U dalam RD

Contoh (2.1.1)

Himpunan {(x,y)eRZ/ a<x<b ; c<y<d } adalah himpunan

terbuka dalam R (gambar 2.1.3a)

gambar 2.1.3a ﬂ{(x,Y)GRz/ ﬁ<x<b,C<?<d'}

Apabila paling sedikit satu dari ketidaksamaan, misalnya




x<b diganti dengan x=b , himpunan menjadi tidak terbuks

{(gambar 2.1.3b)

gambar 2.1.3b. {(x,y)eR’/ a<x=<b , c<y<d }

Definisi ¢2.1.3a2

- Fungsireal f : UGR —> R dari satu variabel real,

adalah kontinu pada x_<U ', Jjika diberikan'As)G terdapat
suatu &>0 sedemikian sehingga Jjika |x-x | < &, maka

[£C-£(x )] <=.

Definisi (2.1.3b)

2 . .
—> R dari dusa variabel reszl,

Fungsi real f : UcR
gdaléh kontinu pada (xo,yo)eU , Jika diberikan >0
terdapat =~ suatu = &30 sedemikian  sehingda  jika
(x-xo)z+(y~yo)z < 6% maka If(x,y)—f(xo,§;)1.<6. .
Defiﬁi;i C2;1.3c)..

Fungsi real £ : UCR® — R dari tiga variabel real,
adalah kontinu pada (#o,yo,zo)eU s .jika diberikan €>O
terdapat suatn &>0 sedemikian | sehinggsa jika

(x—xo}z+(y-yo)?+(z—zo)2<éf'maka If(X,y,$)4f(#§,Yo-zg)If€( _
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Pengertian dari kesatuan bola merupakan hal khusus

dari konsep umum

Suatu pemetaan F : U < Rn —> R™ adalsh kontinu

pada_peU, jika diberikan £>0 terdapat suatu 6>0 sedemikian
sehingga F(Bé(p)) C_BE(F(Q)).

Déqgah kata lain, F 'kontinu pada p Jika sembarang
titik-titik vang melingkupi F(p) adalah bayangan dari
titik-titik yang melingkupil p. (gambar 2.1.3). .

Suatu pemetaan F dikatakan kontinu dalam U jika F kontinu

untuk semua pell.

RY. . A e
. - i FEBg(any .
BRGNS T
R3
F
/
e - . - 3 ., 1_|2
Gb 2. 1.3) Pewetasn kontinu ¥:U < R > R
Diberikan suatu .pemetaan F : U < R — Rm, dapat
ditentukan m Ffungsi dari n variabel R misalkan
p=(x_,...,x )&l dan f<p>=<y1;...,%>‘. Sehingga  dapat
disajikan_:
yxzfx(#s""’xn)’ ...... ,ym:fm(xi,...,xn).

Fungsi—fungsi“'fi:U —> R - i=1;2,{.f,.;m, adalah




fungsi-fungsi komponen dari F.

Contoh (2.1.2)

Misalkan F adalah pemetaan yang disajikan dengan

F(x,v,z)=(-x,-y,-z), maka fungsi-fungsi komponen dari F

”adaiah
fi(x,y;z) = -x ,
fz(x,y,Z) = -V .
fa(x,y,z) = -z

Contoh (2.1.3)

Misalkan 1 .: R —> R° suatu. proyeksi .dengan.
CN(x,vy,z) = (x,y). Maka fungsi-fungsi komponen dari I
adalah : fi(x,y,z) = x ,
fz(x,y,z) =y

Proposisi (2.1.1)

Pemetaan ¥ U cﬁRn —> Hm; adalah kKoitinu J1kKa dan
hanya jika setiap fungsi-fungsi komponen fi: UcR? —s R,
i=1,..... ,m kontinu.
Bukil

Diasumsiksn F kontinu pada psU. Diberikan >0,
terdapatlah suatu S50. sedemikian sehingga
F(B4(p)) < B_(F(p)). Demikianlah jika aeBg(p), maka

F(q) € B_(F(p)), |
yaitu , (£ (@)-£(p))%+...... #(E_(9)-£, ()% < &,
'bérarti bahwa, uﬁfuk sétiﬁp_iil;..;,ﬁ,
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Karena itu jika diberikan £>0 terdapatlah ‘6>D sedemikian
sehingga jika qesé(p), maka

[£.¢(a)-T;(p>] < &,
vang berarti tiép fi kontinu- pada p.

Sébaliknya, misalkah”fi, i:i;...,m koﬁtinu pada p.
Haka diberikan &>0 terdapatlah 5i>0 sedemikian sehingga

Jiksa qesé (p) , maka
i

lfi(Q)—fi(P)l < £/Ym
Ditentukan 5<min_6i dan geSg(p) , maka
L (F (Q)-F ')z_+ N CE (g)-F ( ))z,<352 . .
. ,)Fwigg),,i(??,”j" 'ffffff,”,ffwm ?" jm.? ST
yang berarti F kontinu pada p.
Contoh (2.1.4)
Misalkan F : U « R —> Rm, maka
F(t) = (x!(t), ........ X (L)), teU.
o Biasanya disebut_ wvektor fungsi _harga, _dan__fungsi-fungsi
komponen dari F adalah komponen-komponen dari vektor
F(t)eR™. Bila F kontinu atan fungsi-fungsi x.(t)
i=1,...,n kontinu , dikatakan bahwa F adalah suatu kurva

_ kontinu dalam R.

Proposisi (2.1.2)

Pemetaan F : U < Rn

— Rm kontinu pada pel 3jika
dan hanya Jjika diberikan persekitaran V dari F{(p)  dalam
RT dapat ditemukan suatu persekitaran W dari p dalam

R" sedemikian sehingga F(W)cV.

Bukti
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Diasumsikan F kontinu pada p. Karena V himpunan
terbuka yang memuat F{(p), maka F(p) Jjuga memuat bols
terbuk. B _(F(p)) untuk suatu £>0. Dengan kontinuitas,
terdapatlah suatu bola Bé(p)_; W sedemikian sehinggsa

- F(¥) = F(BS(P))_C B (F(p)) <V

Sebaliknya, diasumsikan bahwa kondisi tercapai.
Diberikan &>0 dan-ditentukan v = BE(F(p)). Terdapatlah
suatu persekitaran W dari p dalam R" sedemikian sehinggsa

F(W)c<V. Karena W terbuké, ‘maka terdapatlah sdatu bolsa

CBg(pdcWoJadi, - e

F(Bg(p)) < F(W) < V = B_(F(p)),

vang berarti F kontinu pada p.

Proposisi (2.1.3)

Misalkan F : U< B —> R% dan 6 : V <« R® —> RK

adalah pemetsan-pemetaan kontinu dimansz ﬂ dan V adalsah
himpunan-himpunan terbuka sedemikian sehingga F(U)cV. Haka
GoF : U F_R?_-——>_Rk adalah pemetaan kontinu.

Bukti -

Diambil pell dan V- suatu persekitaran dari GoF(p)

dalam Rk. Dengan kontinuitas dari G, terdapatlah suatu

persekitaran-Q-dari F{(p) dalam rR™ dengan G(Q)<Y¥. Dengan

kontinuitas dari F, terdapat suatu persekitaran W dari p

dalam R" dengan F(W)@ . Dengan demikian,

GoF(H) < 6(Q) <« V ,

e

vang berarti GoF ‘kontinu.




o
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m

Hisalkan pemetaan F : 4 <« r" —> R dan suatu

himpunan C < A. Fungsi pembatas dari F terhadap € adalan

FiC : C > R™ pemetasan yang terdefinisi dengan aturan
vang sama dengan F tetapi hanva berlaku terhadap

elemen-elemen dari C.

Misalkan F : A < R - R"™ adalah pemetaan dJdimana A

merupakan himpunan sembarang dalam r". Dikatakan bahwa F
kontinu dalam A jika terdapat suatu himpunan terbuka UCRn,

UoA, dan suatu kontinu F*: U —> RO sedemikian sehingga

" pembAtasan F*JAhiiF.~Dengah}kata.lain, F kontinu dalsm -4 - - s

jika F merupakan pembatas dari suatu pemetsen kentinu vang
terdefinisi dalam suatu himpunan terbuka yvang memuat 4.
Jika F : A ¢ R® —» R® kontinu, diberikan suatu

rersekitaran V dari F(p) dalam R™, ped, terdapatlah suatu

eeoiw.persekitaran._. M. dari_.p..dalam_ R’ sedemikian....sehingga
F(WNA) <« V. Untuk keadaan ini, himpunan WNA dinamakan

persekitaran dari p dalam A. (gambar 2.1.4).

wind

G (2.1 .43.im) FPerselkitaran dalam Suaty kurva 4.

Ly Fersehltarsn deism soaty permubaan A
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Contoh (2.1.95)

2 2 2
Misalkan E = {(x,v,z) € R’/ '5? + _X; + ’E; =1}
a b c
adalah suatn elipsoida dan [} Ra———> Rz dengan

n(k,y,z) = (x,y). Maka pembatasan dari | terhadap E adalah

suatu pemetaan kontinu dari E ke Rz;

Definisi (2.1.4
Suatu‘pemetaan kontinu F : &4 < R" —> Rn. dikatakan

pemetaan homomoerfisma onto F(A) Jjika F adalah pemetaan

It

satu-satu dan inversnya F': F(A)<R" —=> R ~adalah
'kdhtiﬁd.’ﬁ &;n'F(Ajwéaaiéﬁ¥himpﬁnanwh&ﬁéﬁéffis:”';”;;*W”W”WA
Contoh (2.1.8)

Misalkan F:R> —> R® adalah pemetaan kontinu yang

diberikan dengan

F(x,y,z) = (xa,yb,zc)

Pembatas dari F terhadap bola

"8 = {(x,y,2z)eR%/ X4y +z" = 1 }.

adalah pemetaan kontinu F': § —> R°.
Amati bahwa F'(S) = E , dimana
- | : a- xz- 2 zz .
E = {(x,v,2) € R/ — —X;.+ = 1. 3.
a b c
. Jelas bahwa F asdalsh pemetasan satu-satu dan .
-1 : - X ¥ _Z
F, (X)YJZ) - ( a 2 b » o )-

Dengan demikian, F*_ﬂiffilE adalah kontinu.
Jadi, F* adalah suatu honmomorfisma dari bola - S onto

'?1ipsoida'Ei




2.2. DIFERENSIABELITAS (DIFFERENTIABILITY)

Misalkan f : UcR —> R. Derivatif dari f pada X,
adalah
F(x +h)~F(x_)
Bix,? = Lbim 2 R ° X, +h = Bo

° . .
Bila f mempunyai derivatif pada seluruh titik dari suatu
persgkitaran_v dari X, dapat dianggap bahwa derivatif
dari £ : V —> R pads=a X, disebut derivatif kedua " "(x )

o]

dari f: pada xo,.dan seterusnya. Fungsi f dikatakan dapat

"~ semua titik dalam U.

Misalkan f : UcR® ——> R. Derivatif parsial dari f

ke x pada (xo,yo)eU adalah

af(xo:yo) f(x0+h,y0) - f(XO,YO)
e Lim : n
' i, h-=3>0 ‘

Derivatif parsial dari f ke y pada (xo,yo)eU adalah

M (x,,v,) fFlx, .y +h ) - £(x_ .,y )
%y . h—->0 .

" Bila f mempunyai derivatif parsial pada semna  titik - dari
persekitaran V dari (xo,yo), dapat dianggap bahwa

‘derivatif parsial kedua padsa (x,,v,) adalah :

o o8y ot 0 of,_ o%f
ax( 6x) - N ? Ix* gy’ T Ixdy ’
X . .
N N o ef 9%
oyt eyl T 2z oyl 3x) T “Byex

-




dan seterusnya.

Terkadang disajikan ,

of _ ¢ o _ .
ax =~ Tx ay ~ Iy
o%r . P .
axz XX ’ 6’yz Yy
& f

Toxdy fxy
Fungsi f dikatakan dapat dideferensialkan pada (xb,yo)
bila f mempunfﬁi derivaﬁif parsial untuk.éemua orde padé
”;(gsly;D;rwf ;1" e o L o o
Misalkan F : UcR® ——> R. Derivatif parsial dari F ke X
pada (xo,yé,zo) adalah
) F{x th,y, .20 - £(x,,¥,,2,)

= Lim
h-->0 ‘ h

O

(%, ,v,,2
ox

Derivatif parsial dari £ ke y pada (xo,yo,zo) adalah

M (x%y,V5r250 Lin F(x,,¥,*h sz ) - B(x,,v,,2.)
= . .

oy s h=—=3D

Derivatif parsial dari f ke z pada (xo,yo,zo) adalah

O (x%,,¥,:2,) o B(xgsyg sz th ) - E(x LY e 200
3z = Lim 5 .
ST h

fpabila x=x(u,v), y=v(u,v), z=z(u,v) adalah  fungsi
real yang dapat dideferensialkan dalam UCR2 dan f(x,v.z)
-adaiah'fuﬁgsi'real yang dapét dideferensialkan dalam UcRa,

naka -'kdmposisi fﬁhgsi' F(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) Jjuga




id
merupakan fungsi yang dapat dideferensialkan pada U.

Derivatif parsial dari f terhadap u disajikan dengan

ofF _ Of ox | B dy | Of 9z
du ~ @x ‘éu | 8y "du ' @z "&u

Derivatif parsial dari f terhadap v disajikan dengan

of _ of ox 9f oy  If 9z
av ~ 9x ‘dv 3y "oV 3z " v
Pemetaan ¥ : UeR® —> R® , dikatakan dapat

dideferensialkan pada pel bila fungsi-fungsi komponennya

dapat dideferensialkan pada_ p, .yaitu bila F  disajikan

dengan :

F(xi,...,xn) = .(fi(xi,...,xn),...,fm(xi,...,xn)L
fungsi-fungsi fi’ i=1,...,m mempunyai derivatif parsial
kontinu pada semua orde di p. 'F dikatakan dapat

dideferensialkan pada U bila dapat dideferensialkan pada

semua titik dalam U.

Contoh (2.2.1).
Misalkan F : UCR2 —_—> Ba R disajikan dengan
F(u,v) = (Cos u.Cos v , Cosu.Sin v , Cos’v) , (u,viel.

Fungsi-fungsi komponen dari F adalah

fi(u,ﬁ) = Cos.u;Cos v

£,(u,v) = Cos u.5in v

2
Cos u

It

. fa(u,v)
Karena f ,f_ dan f mempunyai derivatif parsial pada semua
orde dalam_U,j_maka F dikatakan dapat diqeferénsialkan _

dalam U.
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Pefinisi (2.2.1)
Vektor singgung terhadap suatu pemetaan &:UCR~——>R?
pada tcEU adalah vektor dalam R vang disajikan dengan :
a(Ey) = (x;CE ), X (E D).
Contoh (2.2.2) o
Misalkan a:UcR —>R>  yang  disajikan dengan
a(t)=(t?,t%,t) , teu.

Jelas a adalah kurva yang dapat dideferensialkan dalam Ra,

Vektor singgung terhadap o pada t adsalah

a’(t) = (3t°,2t,1).

‘Hisalkan diberikan suatu vektor w <= R dan.  suatu
titik poeRm , akan dapat ditemukan suatu kurva vang <dapat
dideferensialkan a:(-g£,£) ——> U dengan a(D):po dan

a’(0)=w. Pandang a(t)zpo+ta>dengan wz(gﬁ.., ,wm), fung=i

vﬂ*wwmwwwkomponenwdariwam”adaiahm”xfCt?:X?4tuk, 171000, nT T Jadi &
dapat dideferensialkan, ' a(05 = p, dan
O 0o
= '(m’.,_:. ,com) Q.
Definisi (2.2.2>
Hisélkan F:UCRn———>Rm suatu pemetaan yang dapat
 dideferensialkan. Untuk _setiap péU diasosiasikan .Su&tu
pehétaan linjer dFD:Rn-~>Rm §ang diseﬁut diferénsial dari
F pada p dan didefiniisikan.sebagai berikvt. Misalkan weRD
fdan aéfée,é)- —> B sUaﬁu | kﬁrva ' yahg. dapat 

) dideferensialkan  sedemikian sehingga a(0)=p, a (0)=w.
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m

Kurva /2 = Fea : (-£.£: —>F juga dapat dideferensialkan.

Maka, de(m) = 3°¢0). (gambar 2.2.1)

tﬁ;

bl

Gh {4 2. 015 . Femetaan vang dapst dideferensialkan

o . - .-
———'r,_*-:.-,_d B e

Definisi (2.2.32>
Pemetaan X:UCRZ—————>R3 snatu  pemetaan yang dapat

dideferensialkan dari-suatu himpunan terbuka UcR® into R7.

Himpunan X(U) disebut jejak (trace) dari X. X dikatakan

rEgULEY jiRﬁ”diféf@ﬁsiaiﬂdarT“ng“WdXSTREH*—>RiWWsatu—satﬁ
untuk semua qeU. Titik p<sl dimana qu tidak satu-satu

disebut titik singular dari X.

Propo.s.insi (2.2.1>.

Definisi diferenéial dari F pada .p (de) tidak
tefgéntung pada pehiiihan kurﬁa. yahg ‘melewati p‘ dengan
vektor singgung_w, daﬁ de merqpakan péﬁetaan linier.

Bukti

Pemetaan'F:UchF——>R3, Apbil (u,v) sebagai koordinat




dalam R® dan (x,v¥,2z) sebagai koordinat dalam R”. Juga
ambil eiz(l,O) dan ezz(O,l) sebagai basis kanoﬁik dalam Rz
dan fiz(l,D,U), f2:(0,1,0) dan fB:(U,O,l) sebagai basis
kanonik dalam R°. Dapat ditulis

Lalk) = (alt),v(t)) ., te(-£,8)..

)y = u'(U).e1 + v'(D).ez ,

& (0) - =
F(u,v) = (x(u,v),y{u,v),z(u,v)) , dan
B{t) = Foa(t)

1l

CDxCued, v(t), y(ut), v{t), z(u(t),v(t))].
Dengan mengambil derivatif pada t=0, didapat :

,Wav;fm

o = e BT
gy S 8y dv
(53t *ov 't i
a8z éu 8z vy
{ E ‘—?-E + W .5‘{ )f3
_{ @x/8u 9x/0v ) ¢ susot-3
= | ay/éu ay/ov [ v/t J
[ az/3au 6;/6v L
= dF-p(-w)-.-

Ini menunjukkan bahwa de' dapat dinyatakan dalam basis
kanonik dari R® dan R dengan suatu matrik yang hanya
bergantung pada derivatif parsial dari p pada fungsi
komponen x,y,z dari F. Haka,_de adalah pemetaan liniex

dan tidak tergantung pada pemilihan dari a.




_ Proposisi {2.2.2) (Theorema Pungsi Invers)

Mizalkan F:UcR” —>R"  suatu pemetaan yang dapat
dideferensialkan dan bahwa pada psl diferensisl
de:Rn———ﬁRn'adalah isomorfisma, maka terdapatlah suatu

persekitaran V dari p dalam U dan persekitaran W dari F(p)
daiam'Rn_éédemikiah"géhingga'F:V =3 Y mempuﬁy&i invers
vang dapat dideferensialkan. -
Bukti

Pemetaan F:UcRn———>Rn isomorfisma, maka F mempunyai

n dan W

invers. Ambil suatu persekitaran V dalam U < R
_dalam Rn,HV;akgn__bertambah_(bgrkufang) sebanding de@gan
:;Eéffgmbéh'(béfgﬁféhg)fnya”ﬁ¥ Diam5£i1éifik;q;ééiam'”dom#in'J'
dari F_i,'akan diBuktikan bahwa F kontinu.

Karena W terbuka, maka untuk suatu 76>0 texdapat é>0

sedemikian sehingga

We(a) < W_(ay ,

dan karena F & isomorfisma,
maka
F i [Wg(a)] < F W _(a)].
Karena V terbuka, maka
-1 ] o -1 _
F W _(a)] < Vv IF (g)]) = V-
Berarti _ o o
FWe(adl © F LW ()] € V IF ()] =V,
-1

yang berarti F : W —> V kontinu, dan karena F

isomorfima, maka F* dapat dideferensialkan.

.Suatu peméfaan. vang _-daﬁaﬁ dideferensialkan
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F:VCR”———%JCR”, dimana V dan W himpunan terbuka, dinamakan
difeocmorfisma dri V dengan W bila ¥ mempunyail invers vyang
dapat dideferensialkan. Théeorema fungsi invers menerangkan

bahwa, bila pada titik peY¥ diferensial dari F pada p (de)

misomo;fisma,_ﬂmaka ¥ ”adalah suatuy difeqmorfima dalam

persekitaran dari p.
2.3. KURYA TERPARAMETER C(PARAMETRIZED CURVED

Definpisi (2.3.1)

Eurva terparameter (9arametrized curve) vyang dapat

| dideferensialkan adalah suata  pemetasn - yang dapat

dideferensialkan o I —> R dari suatn interval
terbuka I=(a,b) pada garis real R into R,

Kata dapat dideferensialkan pada definisi diatas,

berarti  bahwa o merupakan suatu korespondensi vang
~memetakan tiap L=l mto —suatu itk

, a(t):(x(t),y(t>,z(t))€ﬂ3 dengan fungsi-fungsi x(t), v(t),

z(t) dapat dideferensialkan. VYariabel t dinamakan

parameter dari kurva.

Apabila x'(tj, v'(t), z (t) adalah derivatif pertama
déri .fungsi 'x,& dan- z. .ferhadééj .t; fektor
o (EY=(x (t),y (t),z (t))eR® dinamakan vektor ‘singgung
dari Yurva o pada t. |
Contoh (2.3;i)

_ Pemetaan '« : R"é—f> Rz yang_'diséjikan déngan




~o
[y

a(t):(ta,tz) , teR, adalabh kurva terparameier vyang dapat

dideferensialkan. Jejak (trace) dari kurva tersebut adalah

{gambar 2.3.1) -

b,
x
LY
0 ra
j
-~ P T A L P V| l T 1
Gh (2.3 .1 bnbak L0 vekbtor kecegaftannva nol.
a’'(t)y = (0,8) , artinva vektor singgung adalah nol

nntuk t=0.
Contoh (2.3.2)
Pemetaan -a : R —_ R2 disajikan dengan

a(t):(t3—4t,3?—4) , teR, adalah kurva terparameter vang

dapat dideferensialkan (gambar 2.3.2). Untuk £=2,
a{(2)=(0,0) dan untuk t=-2. a(=2)=(0,0). Dengan

a(2)=a(-2)=(0,0)- berarti pemetaan o tidak satu-satu.
n

. e - .
b .. L I S TR R

Gty (pemetsan tidak satu-satn.
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Contoh (2.3.3)
Kurva terparameter vang diberikan dengan
a{t) = {(a.cost £, a. sin t, b.t) , teR ,
mempunyai jejak (trace) dalam R’ berupa heliks  pada

S ey g g
silinder x+ y = a .

=N
-

\"_—-—
0,

X
Gh (2.3.3;.511linder tegak diatas bidang X V.
Disini, parameter t memberikan unkuran sudut antara sumbu x

dengan garis yang menghubungkan pusat sumbu 0 dengan

proyeksi dari titik a(t) diatas bidang xv¥.
(gambar 2.3.3)

Definisi (2.3.2).

Kurva terparameter - yang dapat dideferensialkan

a:T —>R® dikatakan regular jika & (t)=0 untuk semua tel’.

.- Diberikan tel, . panjang . . busur.. .dari kurva regular

terparameter yvang dapat dideferensialkan a:I —>R7  dari

titik t0 , didefinisikan dengan :
o ot .
S(t) = & ja'(t)] dt ,
. o - o
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dengan,

RO R RO Tt
merupakan panjang busur dari vektor a’(t).
.Karens a?(O)#O,.panjang".buéur..s .merupakan fungsi yang
.dapat dideferensialkan pada t, dan dS/dt £.|a’(t)]! o
Misalkan a:I———>R3 suatu kurva vang dapat dideferensialksn

dan diberikan interval tertutup ({a,blcI. Untuk setiap

partisi

~dari fa,b], jomlah. . . .

R Jelty-alt_ >] = Lie,p) ,

i=4

dengan kedudukan p pada partisi vang diberikan.
Nornsa Ip] dari partisi p didefinisikan sebagal,

ol = max.(t.-t,_ )", i=1,2,...,n.

1{(e,p) merupakan panjang dari suatu poligon vang terdapat
pada o{la,b]l) dengan puncak pada a(ti) (gambar 2.3.4).
Panjang busur a([a,b]) merupakan limit dari- panjang pada

kedudukan.poiigon—ﬁoligon.

a{fi)

O(fn-!;

o}

Gl ¢ 2

&1

bar
i

—
o

Foda o Busar o2 Cis, b)) dengan as=t oep. .
. - S R CASE b«




S
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Definisi (2.3.32

Misalkan a:I-——>R3 suatu kurva terparameter

sepanjang busar scl. Nilai ja” " (s)]=k(s) disebut

kelengkungan daria pada s.

Apabila « merupakan garis lurus, a(s)-us+v dengan'.ﬁ _

dan v vektor konstan, maka k=]a’"(s)] = 0. Sebaliknya,
bila k=]a "(s)| = 0 , dengan integrasi pada & didapat

a(s) = us+v , yang berarti kurva berupa garis lurus.

Pada titik dimana k(s)*0, vektor satuan n{s) dalam

arah .- @’ (s) .; .didefinisikan.: - dengan - . persamaan

~
L

‘es)=k(s).n(s). a""(s) tegak lurus tefﬁé&ééﬂd;(éi?Réféﬁé

dengan menurunkan o (s).a(s)=1, didapat o "(s}y.a'(s)=0..

Dengan demikian, n{(s) adalah normal terhadap a«'{(s) dan
dinamakan vektor normal pada s. Bidang yang dihasilkan

dari vektor singgung satuan dan vektor normal (e’(s) dan

‘n(s)) disebut bidang oskulasi pada s (gambar 2.3.5).

fRP9 0 Ay Vektnr-vektoro tonodan bozaling tegak lar

L.




Pada titik dimana k(s)=0, vektor normal dan bidang

osknlasi tidak terdefinisi. Vektor singgun
pada s disajikan dengan t{s)
t (s)sa" "(s)=k(s).n(s).

| ~ Vektor satuan b(s) = ¢t(s) x n(s)
téfhadap bidang oskulasi dan disebut
pada s.rTurunan dari b(s) yaitu b'(s)
b{s), dan Jjuga

b’ (s>

1

t°(s) x n(s) + t(s) x n"(s)
L NCI
"*§éhé75érai£i E'(é) ﬁéimaiwféiﬁédép;t(é);”i
bahwa b (s) paralél deng&n.n(s), dan ditul
b (s) = v{s).n(s)

untuk semua fungsi 7(s).

g satuan dari o

=" (s), maka

adalah normal
vektor binormal

normal terhadap

Itu menunjukkan

iskan ,

e -Definisi— C2v 34

Misalkan a:I———)R3 suatu kurva

terparameter

disepanjang busur s, sedemikian sehingga &"(s)*0, sl .

dinamakan torsi dari o« pads s.
Bila « .adalah kﬁrva biﬁang (é(fs
bidang), maka bidang aari "kurva sama
oskulasi, berarti v(s)=0. Jika 7=0 (dan
b(s)=b0:k0nstﬁn dan.(a(s).bo)';a'(s).bOZO.
bahwa G(S)Zbdzkonstéh,'yang' berarti a{s)

bidang normal tefhadap bé.

Cbe(syEe(s) . n(s)

terhuét daiam
dengan  bidang |

k=0}, didapat
Itu menunjukkaﬁ

termuét' dalam




>. 4. HIMPUMAN TERHUBUNG

Definisi (2.4.12
Suatu kurva kontinu a:fa,b] —> AcR"” disebut busur

dalam A vang menghubungkan. a(a) dengan.a(b).

Definisi (2.4.2)

= merupakan busur terhubung bila diberikan dua
titik p,qeA, terdapat suatu busur dalam A yvang

menghubungkan p dengan q.

 Definisi ¢2.4.3>

- Himpunan VACRn disebnt terhubung: jika tidak
memungkinkan untuk ditulis A = U1U u, » dengan U1 dan U2
merupakan himpunan terbuka tidak kosong dala$ A, dan

Uiﬂ U= @

Definisi (2.4.4>

Misalkan AcR” dan peA, union dari semua himpunan

~ bagian terhubung dari-A vang memuat - p, disebut komponen- ~--

terhubung dari A yang memuat p.

Proposisi (2.4.12

ﬁ;saikén F'; AéRh ;_;; Rin peﬁétéan .kontinﬁ: déﬁIIA.
terhubung, maka F(A) terhubung.
| Andaikan ?(A) tiaak:_terhubung,. méka  F(A) _dapat

ditulis dengan F(A)=F(U)U F(U), dengan F(U) dan F(U))
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adalah himpunan terbuka yang ‘tidak kosong dan terpisah
dalam F(A). Karena F kontinu, maka F (F(U))  dan
Fd(F(Uz)) juga himpunan terbuka yang tidak kosong dan
‘terpisah dalam A, berarti A = F (F(U MU F(F(U)) =
uu Uz,'kohﬁradiksi dengan keterhubungah ‘dari A. Jadi,

peﬁgandaian tidak benar, yahg benaxr F{(A) terhﬁbung.

Definisi (2.4.5)

Suatu interval dari garis real R adalash suatuy
himpunan a<x<5, a<x=h, a=x<b, é£x£b, x<R. Dalam hal az=b,
az @, b= ¥® tidak termasuk, Sehingga suatu interval

-~ tidak mungkin berupa titik, setengah garis, atau R 1itu

sendiri.

Proposisi (2.4.2)

A<R terhubung bila dan hanya bila A interwval.

Bukti

(== ) Hisalkan ACR interval dan andaikan_ bahwa A tidak
terhubung.

Karena A tidak terhubung, dapat difulis A=U1UUz'dengan U;
dan'Uzihimpunan terbuka tidak kosohg‘dan térpisah dalam A;'“
Ambil a €U dan b <U, dan_ andaikan bahwa a <b,.  Dengan
ﬁembagi | interval .tertutup [él,bisz1 titik tengah
(a1+b1)/2, didaéat dua buah interval vyang salah satunya
dinamakan_Iz dengan. salah satu ujung_di‘Ui.dan ujung yang

lainnya -di. u,. - PrbSes.-dilanjutkan--untuk interval I




sehingga didapat IECIHCII, untuk séterusnya daidapatkan
interval ‘tertutup 113123 e DInD .... vang mempunyai
panjang mendekati nel. Dengan Ii:[ci’diJ’ maka didapaﬁkan

efes ... %= .. .. dand=d =< ..., =d = .... . Misalkan
1 2 n -1 2 n

-c:sup{ci} dan d:iﬁf{di}, dari di~ci-sangat kecil- maka c=d.
Suatu persekitaran dari c memuat suatu Ii untuk 1 relatif

besar. Jadi ¢ merupakan titik limit dari U1 dan Uz, maka

U1 dan U2 tertutup dan cEUin Uz. Kontradiksi dengan

ketidakterhubungan dari _U1 dan U2 , yang benar, ~AcR

terhubung. :

(==>) Diasumsikan bahwa A terhubung.

Bila Alhempunyai elemen tunggai, A merupakan interwval
biasa. Misalkan A paling sedikit mempunyai dua elemen =

dan b, smbil az=inf A dan b= sup A dengan a=b , Jjelas

A<fa,b]l. Akan ditunjukkan bahwa fa,b]J<A, vyang berarti A
suatu interval. |

Andaikaﬁ sebaliknya, berarti terdapat t dengan a<t<b
sedemikian - sehingga teA. Himpunan - AQ(-o,£)=V -~ dan
An(tf+a0:V2 adalah tepbuka dalam AIV;UVZ. Karena A
terhﬁbung; maka salah satu -dari himpuhan, misalkan Vé
adalah kosong. Dari b&(i,+®) berarti bahwa b=A dan b bukan
titik limit dari A. Kontradiksi dengan kenyataan bahwa
bzsup A. Dengan Jjalan wvang sama, Jika “V1=@, didapat

koritradiksi dengan kenysataan bahwa a=inf A . Yang. benar,

tidak terdapsat t€A yang berarti A interval.




2.5. KOMPONEN TERHUBUNG

Proposisi (2.5.12

Misalkan Ca < R"™ suatu keluarga himpunan terhubung
sedemikian sehingga, N C, = 0 , maka UC = C merupakan
o ol )
hiﬁpunan terhubung.
Bukti
Andaikan bahwa C = U1 U U, dengan U1 dan U, himpunan

terbuka yang tidak kosong dan terpisah, andaikan suatu

| titik ge n C, termat pada U, Aubil gell,, karena € = 1 Cq

dan pe [ 'C_Ol , maka terdapatlah suatu Ca sedemikian
o

sehingga p,qua. Haka Ca N U1 dan Ca N U2 merupakan

himpunan terbuka yang tak kosong yang terpisah dalam Ca.

Kontradiksi dengan keterhubungan dari Ga, ini menunjukkan

bahwa C_t;fhubung.

Proposisi (2.5.2)

‘Misalkan C < A < R"

penutup dari C yaitu C dalam A adalah terhubung.

Bukti

Anggap,bahwa”aaz UiU Uz dengan"U1 dan: U  himpunan

2

terbuka yang tidak kosong d%n terpisah dalam C. Karena

E > C , maka hihpunan C U = V- ,'C u = v terbuka
nv, =Y, n Yz 2

dan terpisah dalam C dan YUV, = C. .Akan. diperlihatkan

bahwa Vi'dan: Vzi tidak kosong, sehingga dicapai supatu.

kontradiksi dengan keterhubungan dari C.

suatU'himpunan““terhubung;- maka - -
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Diberikan pEUi. Karena U1 terbuka dalam C,
terdapatlnh suatu persekitaran W dari p dalam A scdemikian
sehingga ¥ N 6 < Uj. Karena P merupakan 1limit dsr: C.
terdapgtlah.q eW nNCacWntCc Ul. Jadi, g € C N U1 = V1
vang berarti V  tidak kosong. Dengan jalan yang sama dapat

dituniukkan. bahws VZ tidak koéoﬁg.

2. 6. HIMPUNAN KOMPAK

PDefinisi (2.6.1)
Sug;u_himpunan_ACR? gdalah_‘terbatachbilaa himpunan.
 tersebut termuat dalam suatu bola aafi”g”i””"W””“"* o
Definisi (2.6.22>
Selimut terbuka dari swatu himpunan AcR™  adalsh
suatu keluargs dari himpunan-himpunan terbuka {Ua}, Ty

sedemikiasn sehingga U Ua 2 A. Bila hanva berhingga banvak

- [=3

Ua dalam keluarga vyang menvelimutli A dikatakan bahwa

himpunan adalah kompak. Jika keluarga = bagian _{Uﬁ}ﬁ

e B'cf, wmasih menyeliputi A, yaitu U Us= A dikstakan
3

bahgaf{uﬁ} merupakan sel?mut bagian daFi {Ua}.
Proposisi (2.6.12

Untuk suatu himpﬁnan ”kbmﬁak-“KCRn, seﬁiép selimut.
terbuka dsri K merupakan éelimut bagian berhingga dari K.

Bukti




31

Misalkan {Ua}, asd adalah selimot terbuka dari
himpunan kompak K. Diasumsikan hahwa {Ua} tidak mempunyai
selimut bagian yang berhingga.

Karena K kompak, berarti K termuat dalam suatun

daergh tertutup

- il Ky B
B = {(xi, ..... ,X )Y & R afaﬁ_bj s J = 31,....,n }.
Dengan membagi B dengan'xj = (af&ﬁ}/Z {sebagai contoh,
jika KCRZ, B berupa suatu segi empat dan B akan

dibagi-bagi menjadi 2%-4 segi empat). Sehingga didapat 2"
:ségiﬂémbat”tertﬁtdp'yéngflebih kecil. Pada salah satu dari
daerah tersebut, katakanléh'Bi, berlakn B, 1 K tidak dapatrw
terselimuti'dengan berhingga banyak himpunan terbuka dari

{Ua}. Dengan jalan yang sana B1 dibagi lagi, sehingga

dengan mengulang-ulang proses akan didapat suatu barisan

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ endari daerah. segi..empat. tertutup. (ganbar 2.86.1)

G (2. 8.1, 8en s “limnt berbuka dari Kooodalah
' selimu: bagian berhingga dari

Sehinggda Jelas ticdsak oda £ K vang dapat menysliwmati K




e . Suatuwgiﬁuntukﬂsuatuﬁiﬁcukupwbesanwﬁyangwwbﬁxanttifmmﬁmugt

dengan berhingga banyak himpunan tlerbuka dari {Ua"’ dan
untuk i yang cukup besar maka Bi mendekati nol.

Dapat dipastikan terdapat p < rﬁi. Dengan
memproyeksikan tiap Bi pada poros.j dari Rn, j=1i,...,n ,
didapat .suatu barisan dari inferval tertutup
I ERN D'[ah,bﬁl > ..

[aji, b_Jl] > [ajz, bjz

Karena [bﬁ—aﬁ] cukup kecil, dapat dilihat bahwa

aj = sup.{aji}
- 3 1
= lnf.{bﬁj
= b ,
karenanva,

aj S5 (L"] [aji,bj.t].
Jadi, p = (a,,....... sa.) €N B,. pastil ada.
i

Untuk suatu persekitaran daril p, p € ) B.L , memuat

bérhingga banyak titik dari K. Jadi, p merupakan titik
limit dari X, dan karena K tertutup berarti pEK.V |
Misalkan U  merupakan suatu elemen darifkeluarga:{Ua} vang
Vmemuat p. Earena U0 terbuka, terdapatr suatu bola
Bs(ﬁ)CUo. Dengan kéta laiﬁ, —untﬁkl i .cukﬁp besar
'Bi < Bs(p) < UO{ Kontradiksi dengan kenyataan bahwa tidak -

ada Bi N K dapat tersélimuti dengan berhingga banyak Ua.






