BAB I1

TEORI PENUNJANG

2.1. Konsep Unmum dan Definisi dari Suatu Antrian.

Definisi 2.1.

Antrian adalah kumpulan pelanggan yang menunggu dan juga
yéng sedang dilayani, dan panjang antrian n(t). pada

tiap t menyatakan jumlah pelanggan pada kumpulan ini.

Tipe paling sederhana dari antrian digambarkan dalam
‘ gambar 1. Individu, dinamakan pelanggan, datang pada titik
A dan jika disana sudah terdapat pelénggan pada A vyang
menunggu sampai menerima pelayanan pada‘titik pelavanan F.
Setelah pelanggan selesai dilayani mungkin ketitik
pelayvanan lain dan arus keluaran dinamaﬁan out put ., Arus

dari pelanggan datang pada A dinamakan input.

- input A P out put
service point
(Gambar 1.)

Terdapat dua distribusi statistik vyang digunakan

dengan spesifikasi dari suatu antrian yaitu

1. Distribusi input : menerangkan tipe Kkedatangan ;
distribusi dari interval waktu diantara pelanggan
diantara pelanggan yang datang berurutan di A.

- 2. Distribusi waktu pelayanan,  menyatakan tipe
pelayanan ; distribusi dari waktu yang diperlukan

untuk melayani peslanggan pada titik pelavanan.




Suatu konsep penting dari tecori antrlan adalah aturen
antrian, Yang banyak dipakai adalah £FCFS ¢ = First Come
First Service > dimana pelanggan dilayani sesuai dengan
kedatangannya dan pelayanan random penuh yaitu setiap
pelanggan mempunyai kesamaan terpilih untuk mendapatkan
pelayanan sepefti misalnya pada antrian karcis. Tipe lain
adalah LCFS ¢ = Last Come First Service 2 yaitu suatu tipe
pelayanan vang dalam memberikan pelayanan adalah mundur
dengan pelanggan yang datang terakhir akan mendapatkan
pelayanan pertama, seperti pada muatan kapal.

Dalam praktek kebanyakan antriag tidak sesederhana
pada gambar 1. Macam-macam sSusunan mungkin dan sering

terjadi seperti pada beberapa pelayanan pada gambar 2.

Ai Az 3 P Atl.
_—— pj_ a p2 3 o pl.

{Gambar 2.)

Pelanggan menunggu 41 Ai yang akan dilayani pada P,
dan dari antrian Az menunggu pelayanan di p,. Proses ini
berulang untuk jarak antara dua tempat sampai akhirnya
menjadi out put. Terdapat pula antrian vyang lebih kompleks
vang melibatkan beberapa jalur, seperti pada gambar 3.
Jalur antrian dinamakan paralel. Mungkin juga antrian yang
memuat jaringan kerja dari antrian. _

— " t+——"
T
— " i

{Gambar 3.)




2.2. Tipe-tipe Distribusi dan Notasi.

Distribusi input dan distribusi waktu pelayanan
mungkin disebabkan oleh banyak hal dan dalam praktek
ditemui banyak bentuk-bentuk itu. Walaupun demikian, pada
teori antrian dikembangkan dengan menuniukkan hubungan
dari tiga Dbentuk spesial distribusi vaitu distribusi

reqguler, random {(eksponensial) dan Erlangian.

Definisi 2.2.
Misal x (suatu interval waktu) adalah variabel
random positif, dengan fungsi distribusi F¢x>.
i). Distribusi Reguler,
FCx2 = 0 (x < &)
= 1 (x 2 a)
dengan a adalah suatu konstanta. Distribusi ini
dalam kasus tetap dimana interval waktu mempunyai
harga konstan a.
ii). Distribusi Random (exponensial).
Fexd =1 - o %
- dengan A adalah konstanta positif. Pada kasﬁs ini
interval waktu adalah random dan mempunyai
rata-rata panjang : 1/A

1ii). Distribusi Erlangian,
- . H -

FCx> = [ £{t) dt.
S .

dengan distribusi frekuensi f(x) di berikan oleh

)% ko1 -Akx
X e

fix) = k)

k) k-1  —Dkx
(k=171 e




dengan » dan k adalah konstanta positif , k = 1

Dan E(x)= ~j%ﬂ , var(x) = 12
kX
NOTAST -«
Dalam mengelompokkan model-medel antrian akan

digunakan suatu notasi vyang disebut dengan Kendall’s
Notation. Notasi ini sering digunakan karema merupakan
alat yang efisien untuk mengidentifikasi tidak hanya model

antrian, tetapi juga asumsi-asumsi yang harus dipenuhi.

Bentuk model umum

Tingkat Tingkat |Jumlah Fasilitas|Besarnya|Keponjongan

Kedatangan Pelavanan Felayanan P&pulasi Antrian

Dalam menyajikan suatu model antrian sering digunakan

huruf-huruf

D = Tingkat kedatangan atau pelayanan diterministik
(diketahui konstan).
M = Tingkat kedatangan dan pelavyanan Poisson.
E, = Distribusi Erlang waktu antar .kedatangan atau

pelayanan.
G = Distribusi Umum waktu antar kedatangan dan
pelayanan.

s = Jumlah fasilitas pelavanan.

Misal model khusus M/M/1/1.

- Tanda pertama notasi selalu menunjukkan distribusi tingkat

kedatangan. Dalam hal ini, menunjukkan tingkat kedatangan
mengikutl suatu distribusi probabilitas Poisson. Tanda
kedua menunjukkan distribusi tingkat pelavanan, dalam hal

ini, M menunjukkan bahwa tingkat pelayanan mengikuti




distribusi probabiiitas Poisson.

Tanda ketiga menunjukkan jumlah fasilitas pelayanan
(jalur) dalam sistem. Maka model diatas adalah model vyang
mempunyal fasilitas pelayanan tunggal. Tanda keempat untuk
menunjukkan apakah popﬁlasi antrian terbatas (F) . atau
tidak terbatas (I) maka model diatas sumber populésinya
hanya satu.

Misal diberikan medel M/G/s menvatakan bahwa
kedatangan mengikuti distribusi Poisson dan waktu
pelayanan dengan distribusi umum serta éntrian dengan s
jalur. Walaupun tidak ditunjukkan dalam notasi ini,
seluruh mﬁdel menganggap bahwa digiplin antrian adalah
FIFO.

Dalam hal ini didefinisikan pula transient dan steady
state. |

Transient : Sistem  dikatakan transient, jika
- sifat-sifat yang berlaku pada sistem
tersebut berubah-ubah menurut

perubahan waktu. |

Steady state : Sistem dikatakan steady Sta£e jika

sifat-sifat dari sistem tidak
herubah-ubah menurutr perubahan waktu
atau dikatakan sistem tidak tergantung

pada waktu.
2.3. Transformasi Laplace.

Definisi 2.3.1.

Misal t adalah variabel real positif dan s suatu




variabel kompleks déngan bagian reaer(s).

Maka transformasi Laplace dari fungsi

definisikan F(s) yaitu

[o4]

F(s) = [ ¢ 5% f(t) at ; R(s) >0 ...
fa)

Selanjutnya ditulis FCs> = L{fCtD>  untuk

transformasi Laplace dari f(t).

Contoh

(i). Jika f(t) = 1 ,
. (X)_t
F(s) = [ e °% 4t
o]
= L (s > 0)
Jika £(t) = t ,
® _—st
F(s) = [ te °% 4t
O
= 12 . s >0
S

Jika f(t) = t° (n z -1),

F(s) = [ 7St ¢ qt
0 .
T (n + 1)
n+4d
® -1
dengan I'(n) = [ e ™ x "7* ax
o]
(ii}. Misal f(t) = &**
) ® t al
F(s) = [ e 5% ¢ ** 4t
o
= [ e 7% at
0 .
i 1
= e (s> a)
(iii). Misal £(t) = sin t,

f(t): di

.. (2.3.1.1)

menyatakan




® _st
F(s) = [ e ®‘sin t dt
s ]
o it . _—-it
. -st [ e""- & 1
= e ——— dt
g L 21 J
s2 + 1
(iv). Jika £(t) = e © £?
o
F(s) = [ ¢ %% 7% ¢ 4t
O

o0
- I e—t(s+1) tn dt
o]

_ _I(n+l)

n+ i’

(s+1)

., {n = -1)

2.3.2. Beberapa Sifat dari Transformasi Laplace.

1. Sifat linier
Jika c, dan c, adalah konstan sedangkan fi(t) dan
~f2(t) adalah funggi — fungsi dengan transformasi -
transformasi Laplacenya masing-masing Fi(s) dan

FZ(S) maka

Il

L {cifi(t) + céfz(t)} c L {fi(t)} +c, Lz (£ (B}

.............. (2.3.2.1)

contoh :

P = 2
L {2t - 3} =—

2
5

2. 8ifat pergantian skala

o ; 1 L . L _
L {f(at))} =3 F [ a ] ............ (2.3.2.2)
contoh
a). Dari sebab L {sin t)} = 1 maka
2
s +1
. 21 1
L {sin at},——g




a
-2, =z
s +a

b). L {e 2% (at)™) L{f (at))

1/a F(—g )

M{n+1)

a((s/ay+1)

a’ I'(n+1)
(S+a)h+1

3. Transformasi Laplace dari derivatif.

L {f' (t)}= s F(s) - £(0Y  ......

contoh
Jika f(t) = gin t maka F(g) = i
3 s +1
L {cos t}) = L {f (£)) =—2
s +1

pas

. Transformasi Laplace dari integral.
t

L {J £ (x) dx} = Eéﬁl R
Q

contoh

Jika f(t) =-cos t dan F(s) =

s +1
t

karena sin t = [ cos t dt
[a]

1

maka L {sin t} = >
s +1

2.3.3. Invers transformasi Laplace.

Definisi 2.3.3

"+l

LY

- .

10

(2.3.2.4)

Jika F(s) adalah transformasi Laplace dari f(t) atau

dinyatakan dengan

L { £(t) } = F(s).

maka f(f) dinamakan invers transformasi Laplace dari

F(s).
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Dari contoh-contoh di atas maka

1. Invers transformasi Laplace dari F(s) = -%?
adalah f(t) = 1.

2. Invers trénsformasi Laplace dari F(s) = sia
adalah £(t) = e °F.

3. Invers transformasi Laplace dqri F(s) = Si+1

adalah f(t) = sin t.

2.4. Fungsi Pembangkit Probahbilitas.
Definisi 2.4

Jika X adalah suatu variabel random dan diasumsikan

harga-harga yang non negatif O,l.z{l...dan
Pr {¥ = k} = P, , k=20,1,2,..... ;
p =1
L

Misal diambil a, adalah probabilitas pk,k =0,1.2,...
kemudian korespondensi fungsi pembangkit P(s) dari barisan
probabilitas {pp} adalah suatu Fungst pambangki i

probabilitaes (p.g.f) dari random variabel X.

Yang dinyatakan dengan

[+ 0]
P (S) = E D, S wevrrrrnninnennnnn. (2.4.1)
k=0
® "
=), Fr { A = K } 8
k=0
= E (s7) e, (2.4.2)

Dengan E (s¥) adalah ekspektasi dari fhngsi s dari
variabel random X.
Dengan P{1) = 1, dan devivatif pertama dan kedua dari

P{(s) diberikan oleh




[0 8] N
P'(s) =Tk pksk”‘, 1 <8 <1 ... (2.4.5a)
k=4 i :
® k-2 ' .
P“(s) = Dk(k-1)p s e (2.4.5Db)
k=41 )

Ekspektasi E(X) disajikan dengan

e
E(X) =L k pk = R (2.4.6)

k=1

dari sebab
E{X(X-1)} = % k (k-1) p, = P"(1). -
k

dan

E(X%)

E X{X-1)} + E(X) .
=P"(1) + P'(1) ° ... ... (2.4.7)
maka
var (X) = E(X*)-[E(X)]”
= P'(1) + P (1) - [P (L)I*....... (2.4.8)
Persamaan 2.4.6. adalah meanj dan 2.4.8 adalah varian
dari X dalam fungsi pembangkit probabilitas dari X.

Pada masalah yang lebih umum, momen faktorial ke-k

dari X adalah

. k
E [X(X-1)....(X-k+1)] = -3 p(g) L k=1
N ' ds

Didefinisikan pula bahwa P(e') =& p e'® adalah
k

k
fungsi pembangkit momeﬁ.
; Contoh .
- 2.4;1. ﬁisai.k ad%lah variaﬁel-éoison- dengan fungsi
probabilitas.

p, = Pr (x = k)




4.

13

fungsi pembangkit probabilitas dari distribusi

Poiszon adalah

P(s) = © pk s
k=0
® Ak
=k§o - k’; <"
@
= e‘RkEO O}:?)
P(s) = e (571)
dari sebadb. P’ (s) = Kel(s—i)
P* (1) = A&
didapat E(X) = A
dan P"(s)= a2 (571)
P (1) = A%
Maka
var (X) = P*(1) + P'{1) - [P’ (1)]% .

=27 +n - A%

var (X) =X

Distribusi Geometrik

Misal X adalah variabel random dengan

distribusi geometrik {pk} dan,

p, =Pr (X =% =g p .k =0.1,2,...
Ptq-=1

Fungsi pembangkit probabilitas dari X adalah

P L
P(s) =1 pks'
k=0
oo x p
= p L (gs) = —=—
k=1 4(1 qs)

P’ (=)
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P’ (1) o .
(1-q)° p

q .
maka E{X) = ——

P
2
P (s) = _2P9 -
(1-s)
2q2
P” (1) =—
p

var (X) = P"(1) + P* (1) - [P’ (1)3?

2q q [ 942
= + ___]
z
p p L P
29" g q°
=t P =z
P p
z
q g9
= = +p
P2
q© + q(i-q)
= z
p
q
T Tz
p
2.5. Transformasi Laplace dari suatu Distribusi

probabilitas atau suatu variabel random.

Definpnisi 2.5.1
Misal X adalah variabhel random dengan fungsi
~distribusi F(x) = Pr {X £ x}. Maka Transformasi
Laplace f' (s) dari distribusi ini adalah

oo
) = [ e A FM , 52 000, (2.5.1)
(o]

2.5.1. Jjuga menyatakan Transformasi Laplace dari

variabel random X




R A R - N S (2.5.2)
dan .
£1(0) = 1
Anggap bahwa X adalah variabel kontinu yang mempunyai

fungsi densitas f (x) = F' (x) dari 2.5.1 didapat

o

£(s) = [ 7 £ ax...iii (2.5.3)

o

Jika X adalah suatu harga integrai variabel random
dengan distribusi p, = Pr{X =k} k = 0,1,2,.... dan

fungsi pembangkit probabilitas P(s) = 1 pksk maka
k

transformasi Laplace dari X dapat di definisikan

dengan
-sX

It

*(s) = B~

]
d
—~
1

|

0
Fant
8]
o
£
et

2.5.1 . Transformasi Laplace dari fungsi dis»tribusi pada
Fungsi Densitas.
Definisi 2.5.1.1
Misal ¥ adalah variabel'random kontinu non negatif
yang mempunyai fungsi densitas f(x) dan fungsi
distribusi

b

Pro{X = x} = F(x) = [ f(t) dt

o

maka Transformasi Laplace dari ditribusi fungsi F(x)

adalah
. e L } o
LAFX)) = e F(x) axooonnonoooo.. .. (2.5.5)
. - s ]
dan Transformasi Laplace dari distribusi (atau

variabel random X) adalah
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* * -sx ® -sx
f (s) = f e dF(x) = [ e f(x) dx
. Qa o]
= L{f(x)} ' ., (2.5.6)

dari sebab sifat transformasi Laplace dari integral

o0 x
J ™% { J ey at } dx
J ‘

(e}

L {-j f(t) dt }
< -

L {F(x)}

.................

2.5.2. Mean dan ¥arian dalam Transformasi laplace
Dengan memperhatikan differensial dibawah tanda
integrai adalah berlaku untuk Transformasi Laplace
yvang dinyatakan pada 2.5.1.

Mendefferensialkan 2.5.1 pada s didapat

d - Pt —-S¥
s f (8) = J (-x ) e d P(x)
= o
w —
=-[xe ¥ drFrm
0
2 . © _
) = -1F ¥ e a Fx)
d= e
N : 50
L LN ¢~ N —S¥ . sl m = .
= f (8) = (-1 J % e d Fi(x)........ {Z2.3.8)
ds o

Dengan menggunakan relasi di atas untuk menemukan
E(X")

momen ke-n dari X didapat

' n a" e @ —sﬁ n
(-1) [ — f (s)] = f e x d F(x) untuk s =0

ds g=o o

w
= [ x" d F(x) = E(X")
o
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Maka didapat

' T
E(X) = — [%E f*(s.)J ........... (2.5.9)
S5=0
2
E(x%) = [d . f*(s)]
ds s=o
2 : 2
var (X) = [d zf*(s)] —[{~ a%—f*(s)} ] ... (2.5.10)
_ ds sS=0 sS=0

contoh

2.6.1. Distribusi eksponensial negatif
Misal X mempunyai distribusi eksponensial negatif
dengan parameter X fungsi densitasnya adalah

£(x) = x e X

A>0, 0= x <o ..., (2.5.11)
= 0 Xx <0

Transformasi Laplace dari variabel random X adalah

[aa} .
£5(s) = I g oX {xe"kx} dx
0
w N
=x g ¥ (8} dx )
o]
A
=TSN
A
{(s+X)
2
d - f*(s) _ 2A .
ds (s + A9
Md _# B 1
E(x) = - I (s) = — -
! LdS . .Js-_-o A
Z
E(x%) = [ . f*(s)] = 2
ds S=0 A
var (x) = 2 - 1 = 1
2 2 2
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2,5

2,0p
N\

f{x)

[«

(Gambar 4) Fungsi densitas exponensial negatif

untuk harga-harga A

2.6.2. Distribusi Poisson

Misal X mempunyai distribusi Poisson dengan mean A

Dari contoh 2.4.1 fungsi pembangkit probabilitas
P(s) = ¢ (571
Dengan menggunakan 2.5.4} Transformasi Laplace

dinyatakan oleh :

£(s) = P (™S
k{e_s—i]
= e
G gy o M1 A e S-1]
- ds . ; . e .
-8
= x o5 Ale T-1)
4 f*(s)] =
ds S=0

maka di dapat E(x) = A
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,d 2 -"S

| sy =L [ o8 N (e T 1)
ds® ds
-5
- [e—s + A(e "= 1)] [ C 1 - et ]
Z. :
4 f*(s)] = -n (=1-7)
ds S=0
= N + A2

X o+ 2Z- aF
A

var'(x)

2.6. Persamaan Differensi

Definisi 2.6.1
Misal f(n) adalah suatu fungsi vyang didefinisikan
hanya untuk harga integral non negatif. Differensi
pertama dari f(n) didefinisikan dengan tambahan -f({n)
vang dinyatakan dengan

A f(n) = £(n+l) - £(n) ,. e €2.6.1>

Differensi kedua dan vyang lebih tinggi dinyatakan
cleh

K+l A A% £eny) Lk = 1,2,3

A¥ A fn)y

A f(n)

Il

AK (f(n+1) - £(n))
X

]

)

A% fnely =A% £y, x = 1.2.3.

... (2.6.2)
Jika f(n+l} dinyatakan sebagal E f{(n) (E = operator),
maka dapat di bentuk

A f(n) E f(n) - £(n)

1l

(E - 1) £(n)
A =E -1 atau E =1 + A didapat

EX £(n) = £(0 + K)o (2.6.3)
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Misal untukx persamaan

fn +2) +af(m+1) +b f) =0  «onunn... (2.6.4)

dapat di tulis dengan

EZ f(n) +E a f(n) + b £(n)

il
o

r(E) f(n) = 0
dengan
r(E) =E +aE+b

Dengan mempertimbangkan bentuk solusi f(n) = m (m=0)

kemudian E f(n) = mn+1 , B f(n) = e
Maka 2.6.4 dapat disajikan dengan

(m° + am + b) = 0  .....iiiiaaiann e (2.6.5)
persamaan r(m) = 0 dinamakan persamaan KXKarakteristik

dari persamaan 2.6.4.

1. Jika akar—akar m dan m, dari persamaan 2.6.5

adalah nyata maka mtn dan mzn adalah 2

penyelesaian dari persamaan 2.6.4 di dapat

_; ™ 1a]
f{n)y = ¢, m + c2 m2 .............. (Z2.6.6)

dengan ¢, .C, konstanta sembarang.
2. Jika m, = m, maka solusi umumnya adalah
o

F{n) = (c1 + czn) m e e e e e e e (2.6.7)

3. Jika akar-akarnya kompleks yaitu moo=oa+ if3, dan

m, =a - if?, misal di Dbentuk dalam sistem polar
- -8 /S z 2z
m=r e~ dan m, = re *~ dengan r = «®+ [#°  dan
& = arctan(f/o) maka solusi 2.6.6 akan berbentuk
n n n_ Mg n_—inNg
c, m + o m =c,r + c T e




ok [ c (cos né + i sin n9) +

1
c,(cos n & - i sin nG)J

il

rn[A cos ng + B sin ng ]..(2.6.8)

dengan A = c, +c, dan B = i(ci— cz)

cdntoh : Jika diberikan persamaan

£ =0, £f =1

[a ] 1
f = f +f ; onz 2
n n—-4 n—-2
Penvelesaian
Persamaan differensi f_= f£ + f mempunyai
™ n-1 n-2

persamaan karakteristik (m” +m—1 )

dan nilai akar—-akarnya adalah

m = ALY 5 ) dan m, = —1F 3
1 2 E: 2 .
dari f{n) = c1m1n+ czm: persamaan 2.6.6

dengan menggunakan nilai f°= 0 dan f1= 1.

1

Maka ¢ =-¢_. = ———
i

2 vy 5

o (1 +v35 )N (1L - v 5 )N"
D | ) Bk S i B /A

2.7. Persamaan Differensi pada Teori Probabilitas.

Banyak masalah dalam teori probabilitas dapat
diturunkan pada persamaan differensi untuk menyelesaikan
probabilitas yang tidak diketahui. Dengan demikian masalah
tersebut dapat diselesaikan secara lengkap dengan

menggunakan kondisi awal dari masalah itu sendiri.
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Fungsi prdbabilitas p, = Pr {(N=n}, n=20, 1,

Jika suatu variabel random N memenuhi persamaan

differensi
pn+1 - (1+a) pn + a,pﬁ_“1 = (0, n ? 1 ........ (2.7.1)
-p, * ap, =0, (0<akl)......(2.7.2)

Jika P, adalah probabilitas dari wvariabel random

N, dan dengan syarat
)
P, =1 (2.7.3)
n=oQ
Untuk menyeIeSaikan 2.7.1 yang memenuhi 2.7.2 dan
2.7.3 dapat digunakan metode fungsi pembangkit.

Jika fungsi pembentuk probabilitas dari Pp
@ ka ]
| = I S o T S (2.7.4)

n
n=o0

2.7.1 dikalikan dengan s" (n = 1) dan penambahan

\ dengan n, n = 1, 2,

didapat

w ’ [e 0} Q0

- n gl T

5 p.,,5 - (1+a) & p_s +a 5 p,_,s =10 ...(2.7.3)
n=4 n=4 n=41
atau

(1/5)[P(S)—po—p19] - (1+a)[P(s)—po] + a sP(s) =0

atau
pO

{l/s - (14a) + as] P(s) = - +p, — (1+a) p,
dari 2.7.2 didapat '

o . . p. (1-s)

(1-s) (1-as) - .°

. B F(s) = S
P(s) = % = p (1-asT* = p_(L+as+a®s®+ )
3) = (I:E§3 = po as = pO as+a S NN
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koefisien dari s" dalam P(s)

maka P,

™

- (2.7.6)

Untuk menemukan p, seperti 2.7.3 didapat

1 =5 P, = E-poan = (1_3) atau b, = (1-a}
Maka p_ = (1-a) a" , n 20
2. 8. Persamaan differensial differensi
Definisi 2.8.
Anggap Un(t) : n =1, 2, ... adalah fungsi dari ¢t
yvang mempun?ai suatu derivatif |
TrU ) = U (6) oo (2.8.1)

Persamaan yang menyelesaikan Un'(t) dan Un(t),Un+1(t)
dan seterusnya dinamakan persamaan differensial -
differensi.

contoh

Sesual dengan persamaan

Il

p: ()

Py, (t)

-A[p, (£)-p  (£)1, n2 1, A > 0 ...(2.8.2)

xp, (t) I (2.8.3)

Dengan kondisi awal:

p, (o) = 0 untuk n = 0 , P, (0) =1 ..., (2.8.4)
Penyelesaian
| e,
Misal L{p_ (t)} = [ &%“p (t) dt = £_(8) ....... (2.8.5)

o

adalah transformasi Laplace dari pn(tf, kemudian
‘sesuai dengan sifat derivatif transformasi Laplace

L{p;(t)} = sfn(SJ - p_ (o}

v
=

S

sf (s) : n
LAl
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dengan mengambil Transformasi Laplace kedua sisi

2.8.2
'an(s) = 4R[fn(S) - f _, ()] e e (2.8.6)

atau

N -
£, (8) = [TE—I_E ] £f.-,(8) . n=1 adalah suatu

persamaan diferensi dalam f . Penyelesaian di berikan

qleh

N n-1 '
fn_i(S) = C[m] , It e (2.8.7)

dengan menggunakan Transformasi Laplace dari 2.8.3

dan kondisi awal po(O) =1
sf (s) = 1 = -Af_(s)
f (s = 1/(s +2) ool (2.8.8)

Suatu konstanta sembarang ¢ dalam 2.8.7 dapat dicari

dengan mengambil n = 1 dan dengan menggunakan 2.8.8

didapat
_ _ 1
fo(8) = ¢ = 3 + A
oleh karena itu
La bt
£, (s) =—7‘~--—n ., nz1
(A + =)
}\n
f (s) = , nz0 ... ... ..... (2.8.9)
T —~ . n+4
(~ + s)
Sekarang p,(t) . dapat dicari sebagai invers

transformasi Laplace dari fn(s). Dari contoh
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—

2.3.2.2.Db. fn(s) adalah transformasi Laplace dari

,e_At(Rt)n
n!

e_xt ot)”

n !

Maka pn(t) =

Solusi dari persamaan ini adalah pengembangan Proses

Poisson akan disajikan pada BAB II1.






