BAB III
RUANG KONVEK LOKAL

TOPOLOGI RUANG VEKTOR

DEFINISI 23

Himpunan E yang memenuhi struktur ruang vektor
atas field K dan suatu topologi didefinisikan padanya
adalah suatu-ruang Qektor topologi jika dipenuhi:

1. Pemetaan (x,y) —> wiy dari E x E into E adalah
kontinu

2. Pemetaan (A,x) — Ax dari K x E into E adalah
kontinu

Dari sini dikatakan bahwa struktur ruang vektor dan

topologi pada himpunan E dapat digabungkan (compati-

ble) jika point 1 dan 2 tersébut diatas dipenuhi.

Ruané vektor norm yang didefinisikan dengan suatu
topologi dengan suatu norm adalah ruang vektor
topologi.

Ditgnpukan persekitaran a adalah himpunan-
himpunan dengan bentuk V + e, dimana ¥ persekitafanr
0, maka kita dapat mengetahui suwatu topologi dari
ruang vektor topologi Jika kita nengetahui

persekitaran 0.

"DEFINISY 24 - o

Himpunan A dalam ruang vektor E atas field K

adalah absorbing (radial 0) jika untuk setlap = < E
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'terdqpat o>} gsedemikian sehingga * € AA untuk semua

A € K, sedemikian sehingga |2]| 2 a.

DEFINISI 25

Himpunan A dalam ruang vektor E atas field K
“adalah balanced (circle) “jika XA <« A untuk setisp

N € K sedemikian sehingga |A] = 1.

PROPOSISI 2

Dalam ruang vektor topoclogi E memﬁat R vang
merﬁpakan System fundamental dari peréekitaran c
sedemikian sehingga ~;

1 Setiap V € ® adalah Absorbing

Z Setiap V € R adalah balanced

3 Untuk setiap V € KX memuat U €« R sedemikian

sehingga U+U < V.
Bukti 3
E ruang vektor topologi dan | System fundamentgl
dari persekitaran 0  maka dalam topologi tersebut-

himpunan ¥ merupakan persekitaran e € E

J
hanya jika W memuat himpunan-himpunan yang berbentuk
V+a, dimana V € ®. Hal ini membuktikan bahwa topologi
dan pastilah merupakan topologi vyang unik, Jika
W > V+e'; ini berarti point 1 definisi 17 dipenuhi.
~Selanjutnya diberikan W (1<iSn) merupakan perseki
taran-persekitaran dari e. Maka masing-masing Wé

memuat himpunan-himpunan V£+a dimana V; < K. Sejak K
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adalah filter basis, terdapat himpunan V € K - yang

VY. maka

telah dimuat dalam f]:ﬂ i

n 12 -
; , +a . . a
N, ¥, >V ; r]qu¢ merupakan persekitaran :

hal ini membuktikan point 2 definisi 17.

Untuk setiap V € R kita mempunyai & € V dengan

definisi dari Filter Basis tidak ada V ‘yang kbsong

dan jika = e V , maka dengan (point 2 proposisi 2
diatas) 0. e V, jika w > Vta , V € K, maka o = W H
dengan point 3 definisi 17 dipenuhi.

Akhirnya diberikan ¥ o V+a, dimana V « K, Dengan
aksioma 3 proposisi 2 terdapat U € K sedemikian se-
~hingga U+U < V, maka U+ta adalah persekitaran - a dan
dika & € U+e, maka U+4 < U+l+e <« V+a < W; yvaitu untuk
setiap éeU+a suatu himpunan W adalah persekitaran 4,
demikian zsehingga memenuhi peint 4 definisi 17. Diam-
bil aet+d4 = ¢ dan W persekitaran dari c, maka ¥ menuat
himpunan V+c¢, dimana V = ® dan dengan aksioma 3 pro-
posisi 2 terdapat U € R sedemikian sehingga U+U < V,
- maka U+ae adalah persekitaran, U+$ adalah persekitarsan
§ dan didapatkan (U+a) + (U+8) <« V+a+d = Vic < W ;
dengan demikian terbukti point 1 definisi 23.

Kemudian diambil V€ X dan *» € K, terdapatlah
U

- M o) 23s R T —_ | o Y S R ] - e
<= Jv SedemlRian Seningga ~u < v, pvarl (polnc o MLU—

posisi 29 dan -diberikan V € K untuk suatu- n € N -ter-
"dapatlah U € R sedemikian sehingga 2'U < V. Diberikan
n sangat besar sehingga |A| £ 2". Jika U € R sedemi-

kian sehinggsa 2" < V, maka dengan (point 2 proposisi
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2) didapatkan A27U < U yaitu AU < 2"U < V. Diberikan
a € E, A € k dan W merupakan persekitaran e, terda-
patlah U € R sedemikian sehingga U+U+U < V, karena
dari (point 1 proposisi 2) terdapatlah >0,

sehingga|n|<s berartl ne € U, terdapatlah T € R sede-

mikian AT < U, lagipula jika |n}| < 1 dan x-a < U maka -

dengan (point 2 proposisi 2) n(x-2) € U. Diambil
5 € R sedemikian sehingga S < T[U.
Dari identitas;
fx—ha = (f-a)a + N(x-2) + (§-A)(x-a)
bahwa Jjike
- [€-X] = min(l,e) dan V € S+o maka
Ex-re € U+U+0 < ¥V

vakni £x € W point Z definisi 17 terbukti. g

Akibat dari Proposisi 2

Diberikan E, ruang vektor atas field K dan ® fil-
ter basis ﬁada E vang memenuhi point 1 sampai point 3
dari proposisi 2, maka terdapatlah topologi yang unik
pada E, dimana E merupakan Ruang vektor topologi dan

R System fundamental dari persekitaran O.

PROPOSISI 3

E ruang vektor atas field K dan @& merupakan
" koleksi himpunan-himpunsn bagian Bslanced, absorbing
pada E sedemikian sehingga U+U < V, maka terdapatlah
unik topologi pada E dimana E merupakan ruaﬁg vektor

topologi dan interseksi berhingga dari elemen-elemen
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& membentuk System fundamental dari persekitaran-

persekitaran 0.

Bukti :

Himpunan Absorbing jelas tidak kosong; dari sini
V « @ memuat 0 karena V balanced, sehingga interseksi
défi eléﬁeh;eiemeﬁ.ﬁ ﬁembentﬁk.filter"bésis pada E,
Jadi ® memenuhi kondisi-kondisi (point 1 proposisi 2)

sampai (point 3 proposisi 2). g

CONTCH B

Dalam Ruang vektor norm, suatu bola 'Bp': {x||x]| = 3

-membentuk -filter basis yang memenuhli -kondisi-kondisi

(point 1 proposisi 2) sampai {(point 3 proposisi 2).
Sebelum diberikan contoh selanjutnya terlebih dahulu

didefinisikan R"

DEFINIST 26

R merupakan ruang Euclid berdimensi n

’

real yakni himpunan . semua . n-tuple x:(xya;,...,x%)

bilangan real, dimana penjumlahan dan perkélian
dengan skalar AeR didefinisikan sebagai berikut:

T S ¢ I T N R R R

I‘\(x } (\x
- -— « v .3
1’ Th 1’ n

% A
A%

hY
)

-dengan vektor nol (0,...,0).

Ambil @ open subset dari R" dan ambil €(Q) ruang

vektor dari semua fungsi kontinu f yang didefinisikan
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pada €.

‘Untuk setiap kompak subset K dari € dan bilangan
positif tak nol £(e&>0), kemudian ditentukan himpunan
VK’S merupakan himpunan semua f € &(0Q), sedemikian
sehingga |f(x)]| £ ¢ untuk =x e K, sejak interseksi
dari hiﬁpunan-kompak" adalah kompak, himpunan. Vk;e
membentuk filter basis pada ®() yang mans memenuhi
kondisi (point 1 proposisi 2) sampai (point 3

proposisi 2). Maka VK - membentuk membentuk System

fundamental dari persekitaran 0.

Kemudian dibawah ini diberikan contoh ruang
vektor topologi vang sekaligus didefinisikan suatu
fungsi yang dapat didefferensialkan tak berhingga

(Fungsi infinite Differensiable )

CONTOH 7

Ambil X kompak subset dari R, kemudisn dinotasi-
kan ©(E), ruang vektor dari semua fungsi yang didefi-
nisikan pada suatu open set memuat X, 'dimana akan
hilang (nol) untuk diluar ¥ dan derivatif partiel

dari semua order ada dan

-

Kemudian ditentukan definisi fungsi »(K) bahwa untuk
seluruh ruang R” hanya dengsan penunjukkan harga nol
untuk masing-masing titik diluar daerah asal dari
definisi. Dari sini kemudian dikatakan bahwa elemen-
elemen dari ©(K) adalah sebagai fungsi infinite dif-

ferensiable yang didefinisikan pada R".
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Ditentukan f fungsi kontinu yang didefinisiksan
dalam suatu Q open subset dari R.
Support (atau carrier) dari f adalah penutup <{clo-
sure) dari himpunan vang mana f#0 valtu Jika
A = {x|f(x)#0} maks support f = A. Dengan terminologi
ini kita dapat mengatakén bahwa (K> =adalzah ruang
vektor dari semua fungsi yvang didefinisikan pada R”
dimana derivatif partial dari semua order ada dan
kontinu yang msna support dimuat K.
Eemudian didefinisikan terlebih dahulu notasi penting
dari derivatif.

Dinotasikan-ﬂh-(N:bilangan"asli}, himpunan semua
n tuple’ p = (pi,pz,...,pn) dimana masing-masing
p} < N, dengan kata lain element N" adalah vektor
dengan komponen-komponen bilangan asli, dikatakan
juga sebagal element multi indeks.
Order [p| dari multi indeks p = (p,,,P,...,P_ ) € §"
diartikan sebagai |p] = P +D,+D,t. . 4D .

Didalam tulisan. ini kerudian dituliskan symbol a;

untuk menyingkat simbol derivatif a/axj
(J'= 1,2,...,n) dan untuk suatu p « N",
Himpunan
alpl
P P P
3 = aif ....... a" = — .
™
ata® ... 3"
_ [ S - . A
1 4 n

dimana order |p| dari p dikatakan juga order dari de-

rivatif, kemudian, untuk suatu p € Nn dan £>0, diten-




35

tukan Vp R himpunan semua f < {K) sedemikian sehing-
ga Iapf(x)i Z £ untuk semua x € K, Jjelaslah bahwa

himpunan-himpunan Vp memenuhi kondisi (point 1 pro-

>
posisi 2Z) sampai (point 3 proposisi 2). dan dengan
proposisi 3. Irisan berhingga membentuk system funda-

mental dari persekitaran 0 dimana ®(K) adalah ruang

vektor topologi.

TEOREMA 3

Dalam ruang vektor topologi setiap persekitaran

dari 0 memuat persekitaran tertutup dari O

BUKTT :

| Diberikan V merupakan persekitaran dari 0. Ter-
dapatlah persekitaran Balapced U dari O sedemikian
sehingga U + U < V. Kemudian ditunjukkan bahwa u < V.
Jika % e u, maka (x + u) {Ju = @ yaitu terdapat
¥ € U sedemikian sehingga = + 3 U,

VNamun xe-y+ Ucl+UcV.g

3.2 RUANG KONVEK LOKAL

Melihat kembali dari definisi bahwa Himpunan A&

dalam ruang vektor E disebut konvek Jjika untuk = € A,
p e A, 02 x £ 1 memenuhi ax + (l-a)y € A.

Jika A merupakan konvek dalam E, maka A+a adalah
konvek untuk setiap a €« E dan AA adalah konvek untuk

setliap @« € E dan AA adalah konvek untuk setiap A € K.
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DEFINIST 27

Himpunan A balsnced dan konvek Jika dan hanya
Jika untuk setiap X, € A sedemikian sehinggs

Ix+ejul = 1.

.  DEFINISI 28 - - - -

Diberikan duna ruang vektor E dan F dan f merupakan
pemetaan linier E intoc F.

Jika A konvek dalam E, maks f(A) adalah konvek dalam
F, jika B konvek dalam ¥ maks fA(B} adalsah kenvek
d&lam E. | |

- - -Interseksl -dari -sembarang keluarga - himpunan - -
konvelk merupakan konvek. Diberikan himpunsn sembarang
B dalam E, wmaka terdapsat himpunan konvek paling
keecil A yvang memnat B vaitu irisan dari
himpunan-himpunan konvek yang memuat B. Himpunan A

disebut konvek hull dari B.

Dalam rusng vektor topolegi, penutup {(closure) dari

himpunan konvek adalsh konvek.
Bukti :

Diberikan A himpunan konvek, % € A, y < A, o>0,

$>0, e+3 = 1. Ambil ¥ persekitaran dari ox +3y,

karena pemetsan (u,v) — aou + £v azdsalah kontinu dari
EXE into E terdapat persekitaran U dari x dan per—

sckitaran V dari v sedemikilisn sehinggas on + Bv. < W,
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Dengan UJA = & dan VA = @ diambil z € UNA,
w e VNA, maka az + f3w € W{A.

Terbukti bahwa ox + By < A. -

DEFINISTI 29

Ruahg-vektor topblogi~ada1ah- konwvek- - lokal - jika-

masing-masing titik mempunyal system fundamental dari

persekitaran-persekitaran konvek.

Dengan kata lain ruang vektor topologi merupakan

konvek lokal jika O merupakan system fundamental dari

-persekitaran-persekitaran konvek. Jiké~ & merupakan
system fundamental dari- himpunan-himpunan bagian dari
ruang vektor E yang memenuhi proposisi 3 dan selan-
jutnva V €« & adalah konvek, maka topologi pada & di E

adalah konvek lokal.

CONTOH 8

] ,Suatu,ruang,yangwdipikirkan' dalam contoh 5,6,7

merupakan konvek 1lokal {(dengan dibuktikan bahwa

himpunan-himpunan VK _di €(0) dan himpunan-himpunan

E

Vp = di ©»{(K) adalah konvek.

2

"PROPOSISE S

Dalam ruang konvek lokal, persekitaran konvek da-

ri 0 vang balanced dan tertutup membentuk system fun-

damental dari persekitaran-~persekitaran 0.
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Bukti :
Diberikan ¥ merupakan persekitaran dari 0 dan memuat
persekitaran tertutup dari 0. Dengan V berisi perse-
kitaran konvek U dari 0 dan U merupakan persekitaran

dari 0 yang tertutup, balanced dan konvek vyang ter-

muat dalam W. g

PROPOSISTI 6

Ditentukan E ruang vektor dan B filter basis pada
E vang dibentuk dengan himpunan-himpunan balanced,
absorbing dan konvek.
Ambil R sebagai koleksi dari semua AV dimana A>0 dan
Vv € B, ﬁakd terdapat unik topologi paﬁa-E dimana E
adalah ruang vektor topologi yang konvek lokal dan R
adalah system fundamental dari persekitaran-

persekitaran 0.
Bukti :

Dari proposisi 2, jelas bahwa X adalah filter ba-

sis pada E yang memenuhi point 1 dan point.Z2, kemu-

dian lebih lanjut U e ﬁ:adalahrkonvek, tetapi ® juga
memenuhi point 3 proposisi 2 karena jika V € K, maka
1/2V € R dan 1/2V + 1/2V. < V, sehingga E adalah ruang
vektor topologi dan ® adalah System fundamental dari

persekitaran-persekitaran 0. g

TCONTOH 9

Dalam ruang vang didefinisikan di contoh &,

himpunan VK = VK . memenuhi kondisi dari proposisi 6§,

3
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karena VK’g = 8VK, kita dapatkan bahwa Vk,s membentuk
system fundamental dari persekitaran 0 untuk suatu

topologi konvek lokal pada &().

DEFINISIE 30

Ambil E ruang vektor _dgn__{s koleksi sr.__lbset-—subs_et
dari E yang balanced, konvek dan absorbing.
Ambil ® sebagsi kole_ksi dari semua himpunan intersek-
si berhingga dengan bentuk AV, dimana V € & dan X>0,
maka terdapat unik topologi pads E untuk mana E ada-
lah ruang konvek lokal dan ® adalah system fundamen-
tal dari persekitaran-persekitaran O.
Sehingga apabila diambil % koleksi semua interseksi
berhingga dari element-element dari & dan ambil ® ko-
leksi semua himpunan-himpunan AV, dimana A>0 dan VelB,
maka R adalah system fundamental dari persekitaran 0,

ekuivalent untuk R,

CONTOH 10
Dalam ruang ©(K) di contoh 7 himpunan-himpunan

v = Vp adalah absorbing, balanced dan konvek, ka-

untuk topologi kom}ek lokal pada (K).

DEFINISI 31

Diberikan ruang vektor E, semi-norm pada E adalsah
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pemetaan g:x—qg(x) dari E into R+ vang mengikuti
aksioma-aksioma berikut:
1. a(xx) = |rxlqg(x) untuk semua A < K dan x « E

2. g{x+y) = q(x) + qa(y).

Untuk pgint 1 q(O) :_0, dan jika sebaliknya q(x) = 0
vang berarti x~ - § maka g adalah suatu norm. |

Andaikan E ruang vektor dan q semi-norm pada E.
Himpunan V = {xlq(x} < 1} adalsh absorbing, balan-
ced, konvek. Karena Jika q(x) = a = [J, maka
q(e*x) = 1. Lebih  lanjut, gq(Ax) £ q(x) untuk
2y = 1, akhirnya jika q(x) =1, a(¥) = 1 dan « = 0,
% 0,z + 3 = 1, maka

q(ox + fBy) = ag(x) + fa(y) = a + = 1.

Sekarang, ditentukan (qil

iex sebagai keluarga

semi-norm vyang didefinisikan pada E, dan untuk
masing-masing t < I, diambil V. sebagai himpunan
semua x* € E sedemikian sehingga qt(x) = 1.

Dengan mengacu pada definisi 30 bahwa interseksi ber-
hiﬁééarhimpuﬁan;ﬁiﬁéﬁﬁﬁﬁ VEVACESD} rméﬁbentﬁkm systenm
fundamental dari persekitaran 0O untuk topologi konvek
lokal 7 pada E.  Himpunan sVi = Vi,s dibentuk dari

semua x € E sedemikian sehingga qi(x) = £ dan

demikian system fundamental dari persekitaran O untuk

~T diberikan dengan bentuk himpunan-himpunan . _

— < -
442, . . AMELER.. . . .ED {x|q, = &1

untuk 1<k=n}
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dimana - itiz2,....n adalah subset berﬁingga dari
index set I dan £>0 (1 =k= n). Dengan menyesuaikan
Definisi 30, suatu ekuivalent system fundamental dari
persekitaran 0 untuk T dibentuk déngan himpunan-
himpunan

= {_?Iqik s untuk l‘EkSr}}.. S (1}

i4,i2,...,in,.£&

Berikut diberikan Contoh-contoh topologi ruang konvek
lokal dimana sekaligus merupakan dasar-dasar dari

Teori Distribusi.

CONTOH 11

Hg{ipat kembali contoh 9,_kemudian dapgt didefi-
nisikan suatu keluarga seminorm-seminorm, Untuk se-
tiap kompak subset X dari Q diambil

q,(f) = max lf(x)| ............................ (2)

xXeEK

Suatu topologi pads ruang €(Q) didefinisikan dengan

seminorm-seminorm tersebut.

CONTOH 12

| Ambii K koﬁpak subéétrdarirRﬁ dan bilanééﬁ ‘bﬁlat
positif. Dinotasikan ©® (K) sebsgai ruang vektor da?i
semua fungsi kontinu f yvang didefinisikan pada pada
R” vang mana derivatif partial &fF ada dan kontinu

untuk |p| £ m dan support dimuat dalam K.

WUntukw”masingrmasingww,pwéﬁN?,”,sedamikian,,”Sehinggawﬂm R

lp] < m.

Kemudian kita definisikan suatu semimorm qp dengan
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bentuk berikut
af = max JOPFCI ... (3)
Sehingga apabila dilengkapi dengan keluarga (qp) o <m

- . - m - .
dari seminorm-seminorm, maka 2 (K) menJadi ruang

topologi konvek lokal.

CONTOH 13

Dalam ruang ®(K) dari contch 8, suatu topologi
didefinisikan sebagai keluarga seminorm (qp), dimans
qp diberikan sesuai point (3) untuk setiap p € N,
Karena bila ditinjau himpunan himpunan Vp vang

didefinisikan dalam bentuk V_ = {f | a (/) < 1.

3.2.1 QUOTIENT TOPOLOGI

Diberikan Ruang topologi ¥, R mérupakan
relasi ekuivalensi pada X, dan pemetaan karnio-
nik surjektif ¢ dari- X onto himpunan quotient
X/R yang mana menunjuk untuk masing-masing xeX

class ekuivalen e(x) modulo R

DEFINISTI 32

Quotient topologi di X/R didefinisikan

P O L omrid Fomrnm oS [P . - oo 3
sebagai finest topologli untuk mana # kontinu.

- Dari definisit diatas dapatlah dikatakan bahwa,

himpunan A di X/R open Jjika dan hanya Jika

© *(A) open di X.
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Ambil ¥ pemetaan dari X/R into ruang topologi
Y dan didefinisikan pemetaan f:X——Y dengan
f=fep . Haka F kontinu jika dan hanya Jjika f
kontinu. Karena ¢ kontinu, kita ketahui bahwa
f kontinu maka F kontinu. Sebaliknya diasumsi-
- kan bahwa fﬂkpptinu_dan_apbil_himpunan_ﬁerbgka
A di Y. Maksa himpunan fdi(A):¢fi(?_1(A)) ada-
lah open di X. Lebih 1lanjut dengan definisi
dari Quotient topologi ?ﬂ(A) adalah open di
X/R yakni f kontinu.
Pemetaan f adalah konstan pada setiap
) p}asg ekuivalen modulo R. Sebaliknya Jika Kita
mempunyai pemetaan kontinu f:X——Y yang mana
konstan di setiap class ekuivalens modqlo R,
maka terdapat pemetagn kontinu unik F:X/R—Y

sedemikian sehingga Ff = fep.

KEKOMPLETAN

DEFINISI 33

Diberikan Ruang wvektor Topclogi E dan Subset A.

Filter § pada A dikatakan Cauchy Filter jika: untuk

setiap V persekitaran 0 di E terdapat himpunan p.C=H

sedemikian gehingga X-¥ < V; vang berarti =xp eV

. untuk semua x,y € §.

“Subset A dari ruang :topologi  E adalsh komplete ~Jika -

untuk setiap Cauchy Ffilter di A konvergen untuk suatu

titik dari A.
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DEFINIST 34

Diberikan E dan F ruang vektor topologi. Pemetaan
f dari A subset E into F dikatakan Uniform kontinu
jika untuk setiap W persekitaran 0 di F terdapat V
persekitaran 0 di E sedemikian sehingga x -y < V

vang berarti  Ff{(x) - f(y) = W.

PEMETAAN LINIER FADA RUANG VEKTOR TOPCLOGI

Ambil ruang vektor E dan F, kedua~keduanya atas
field K yang sama, maka pemetaan f dari E intoc F

dikatakan linier jika memenuhi identitas

J{ra + pd) = N fla) + p fCEY o (1)

untuk semua a,8 € E dan A,u < K

3.4.1 BENTUK LINIER

Ambil Ruang vektor atas field K, bentuk
linier pada E adalah pemetaan f dari E into K
yang mana memenuhi identitas (1) diatas.
Dengan memikirkan bahwa K sebagai ruang vektor
atas dirinya sendiri dengan memberikan operasi

Pemetaan (x,¥) — (x + ) dan
Pemetaan (A,x) — Ax

untuk x,¥,A € K,

Sehingga aksioma ruang vektor terpenuhi.

 Untuk hal dia'tas bentuk linier pada E adalah

pemetaan linier dari E into ruang vektor K.

Jika E adalah Ruang Vektor atas Field K kita
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katakan bahwa pemetaan F dari E into K adalah
Semi-linier jika kondisi dibawah ini dipenuhi:
F(he + p8) = X f(a) + g F(8)
untuk semua ¢,8 € E, A,u € K, A,y € R.
Hal ini berarti jika EK=R maka bentuk semi-
linier adalah bentuk linier
Sekarang diberikan pengertian tentang bentuk
sesqui-linier dan Bilinier
1. Bentuk Sesqui—liﬁier
Diambil E dan F dua ruang vektor atas
field K, pemetaan (x,3) — B(x,%) dari E X

.- . F into K adalah bentuk Sesqui-linier Jjika

untuk setiap ¥ € F, pemetaan x — B{=x, )
adalah semi-linier pada F dan untuk setiap
x = E pemetaan ¥ — B(=x,¥w) adalah bentuk
semi-linier pada F.
2. Bentuk bilinier

Kemudian untuk pernyataan 1 diambil sesusai
dengan point satu diatas dan untuk pernya-
taan kedua diganti dengan jika y — B(=x,¥)
adalah bentuk 1linier maka kita dapatkan

(x,4) — B{(=x,») adalah bentuk bilinier.

PROPOSISI 7

7 7 TPemetaan linier f dari ruang’ vektor tOPOlOgiﬁ “E

into ruang vektor topologi F adalah kontinu jika ¥

kont.inu pada titik asal.
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Bukti :
Andaikan W persekitaran 0 di F, maka terdapat V

persekitaran 0 di E sedemikian sehngga f(V) < W, maka

didapatkan untuk

Ff(arV) = f(a) + f(V) < f(a) + W untuk setiap ¢ « E.

" Hal ini berarti f kontinu pada titik asal. g

RUANG DUAL
‘Ditentukan Ruang vektor E atas filed K dan E!
himpunan semua bentuk linier kontinu pada E. Dengan

mengingat Definisi ruang Banach, akan didefinisikan

pada Ef atas field K.

1. Jika f dan g dua bentuk linier . kontinu pada E,

maka f + g dibatasil dengan
(Ff+g) = f(x) + g(x) ....... untuk semua x € E

dengan kekontinuan mengikuti dari pertidaksamaan

herikut:
FCr+a)] 2 1A= + gl | = (A + Hgl)- .. -- (4)
sebingga f dan g adalah dua bentuk linier kontinu.
2. RKemudian untuk »~ (skalar), Af adalah bentuk
T S enm e rror - ‘
Lifiler Yallg
(MNFY(x) = Af(x) untuk semua = € E.
dengan kekontinuan_mengikuti dari
o s B

Sehingga dengan pendefinisian diatas maka aksioma-

aksioma ruang vektor terpenuhi, dengan element =2ero
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vektor dari E! adalah pemetaan yang mana untuk setiap
= € E menunujuk pada nol (zero) di K.

Lebih lanjut bentuk linier diatas diberikan suatu
norm (definisgi 2). Untuk aksioma 1 dan aksioma 3
jelas terpenuhi. kemudian untuk aksioma 2 Jjuga

dipenuhi karena:

e | =117 |
Al = sup ———— = sup ———

=] o]
17 Ced
r osup —— = A} |f]

Il

Untuk mendefinisikan suatu ruang norm agar

‘memenuhi struktur ruang Banach perlu dibuktikan bahwa
ruang norm diatas merupakan ruang metrik Jlengkap
{(definisi 7)

; ; !
Ambil (fn)ﬁeN barisan cauchy dalam E', maka untuk

x € E! didapatkan
TR IR I VAN [ ' IR e (5)

dimana n,m > N(&)

Ini berarti barisan (f (%)) _ adalah konvergen.
Kemudian dengan menotasikan suatu limit

Pemetaan f:x —— f(x) dari E inte X adalah linier

karena
f(Ax oY)

lim Ff (Ax + py)

n—"

- =Alim f(x) o+ lin £ ()

n---r n—r
= Af(x) + pf(y)

Dengan mengikuti dari (4) bahwa




48

[7(%) - FG)| = s|=] jika m>n.
Sehingga
[FG ] < |£(2) - £ (o] + |7 G| = (e + £ DI
yakni f kontinu.
Lebih lanjut
e - £ ()]

l7 - £ Il = sup € e jika m > n
% =l

Dimana menunjukkan bahwa (fn) konvergen untuk F di
ruang norm E!.

Sehingga dengan uraian diatas telah lengkap bahwa E!
merupakan raung Banach. Dan ruang E! ini disebut
ruang dual dari E.

Kemudian' didefinisikan ruang dual adalah sebagail
berikut, E merupakan ruang vektor topologi dan ruang
dual dari E dituliskan E'! merupakan himpunan dari
semua bentuk-bentuk linier kontinu pada E sedemikian
sehingga E! merupakan ruang vektor topologi. Untuk
_pembahasan selanjutnya ruang dual vyang dimaksudkan

dapat merupakan ruang dual dari ruang konvek lokal.

NOTASI
Ambil andaikan E ruang vektor norm dan E!' merupa-
kan ruang dualnya dengan =x=!,y!',... merupakan elemen-

. elemen (anggota) dari E!.
Kemudian didefinisikan symbol
¢<x,x!> dengan pengertian <x,x!> = =l ().

dimana pada ruas kanan diatas adalah harga dari Dben-
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tuk linier x! pada titik =.

Untuk pembahésan selanjutnya didefinisikan svmbol

fD'(Q) adalsah dengan maksud sebagai ruang dual dari

D(0) dan juga pengertian diatas berlaku secara Juga

urnttuk ruang DI{(Q) tersebut. Begitu pula untuk ruang

&la).






