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2.1 ESTINASI - X
Definisi 2.1 :

Estimator Th(xi,.-.,xn) adalah estimator M untuk

suatn fungsi p':din sampel X Xy oo X Jika  terdapat

harga t yang meminimalkan fungsi obyektif zf‘p(xima
‘ i=1

Jika diketahui v adalah derivatif dari p ke t, maka

harga T dapat dihitung dengan jalén meminimalkan hérga

t yang memenuhi

i=1i

Dw(xst) =0 .. (2.1)

Estimator M :mérUQakan peminimalan fungsi-fungsi

deviasi dari observasi yang 1lebih umum dari pada
o i

estimasi jumlah'fkkadrat deviasi | atau Jumlah harga

mutlak deviasi.

Pada estimasi. M, mean dan median merupakan suatu
o ‘ o :

kasus khusus. Untt%kj lebih jelashya akan diuraikan

sebagai berikut %
Pada estimasi kwadrat terkecil, fungsi p adalah

kwadrat  .residu : @
P (x5 )= (x - t)° L...(2.2)
) N .
Untuk meminimalkan ﬁE:PCth) maka |harus diminimalkan
Potm4

n Pead
pN (.x.‘-t)2 dengan jalgn'mendifferensialkannya ke t

=4




Gamnbar (a) Fungsi obyektlf T pix ;L}% o - t

lal
N (x.L -t = 0 ..., (2.3)
=4
Harga t vang memenuh1 persamaan (2.3) adalah
T oW
- i
£ = — | .

Dengan demikian T. éeSUngguhnya adalah mean sampel.
Gambar berikut akan memperllhatkan fung51 2 dan w untuk

mean sampel. L

r

|
GAMBAR 2.1: Ebtlma51 dengan fubgsi obyektif kwadrat
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Gambar (b) Fungsi w 2 dengan ¥(x ; ﬁ) = x - t
; }
|

Sedangkan apablla fun381 obyektlf diambil sebagai

harga mutlak re51du,;maka

P gL = | x - ¢ | ce e {2.4)




dan fungsi ¥ yang merupakan derivati

¥ <x:f§-> = 8580 <= - .
dengan o
i jika
sgn o = o jika us
-1 jika

Sehingga didapatkan persamaan

Dwv (xpt) = §
i=a

Ci=d

Persamaan (ZJS)émemasangkan se

besar dari t pada ¥ (x) = 1 dan set

kecil dari t pada ¥ (x) = -1 , sehin|

bahwa t adalah mediaﬁ Sampel.

Sgn (x.L - t)r

f o ke t adalah

....... (2.5)
LY ¢ |
fa]
_u<0
...... (2.8)

tiap x vang - lebih
iap x vang lebih

gga dapat dilihat

.Ebfimasi deﬂga&‘fUHgSi obyektif harga

GAMBAR 2.2 :
| hu%lak'residu
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(o |
BEeterandan gambar :

Gambar (a) Fungsi dbfektif elx;:t) =

Gambar (b) Fungsi v, dengan ¥ (x;t)
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2.2 UKURAN LGK@SI-DAN UKURAN SKALA

Yang termasu? ~dalam ukuraq lokasi atau ukuran
tendensi sentral; antara lain imean; 'median, modus.
Sedangkan yang'te%masuk dalan ukﬁran skala,. misalnya
Jjangkaunan, varianédan'standar dev&asi.

Hisalkan;xi,gxz, R . édalah variabel acak

diskrit dengan nilai kemungkinan hasing—masing P, P

2 P
-» P dan £§:P£ = 1, méka  expektasi matematik
dari mean adalah
o n ‘
: ;ng) = po= igixi . P e (2.

Misalkan 31; X,s

dengan mean o maka variansi x adalah

Var (x) = of = E(x - )7

sedangkan standar deviasi adalah :

o -;‘¥§Var(x)'= J - E(x - #)f

Berdasarkan uiaian di atas, maka dapat diturunkan

: f
sifat-sifat berikup

Jika a dan b ;dalah konstanta, maka berlaku

'
b

=ap +b =ar +b  ..(2.8)

Hal ini dapat dibuktikan demikian

CoX ‘édalah variabel acak .




¥, = E(ax +. b} =i§:(axi+ b) S P

ax+b i

(axi} bp,+ ... + (ax_+ blp_

]

a(x191+ xzpi + ... + xhph) + b(pi+

lp2+;... +p, )
o n n
=8 ;gg x,p, + b x p

Karena t§: X p, = 4 dan_.gh p. =1 maka diperoleh
= au+b

Estimator yang memptn&ai sifat sepérti ini disebut

estimator ekuivarian lokasi dan skala.

Jika b adalah kbn%ténta maka berlaku

‘Hal ini dapat dibuktikan demikian

l 2

)1
= E{Kxf& b - u —b)z }

o = E{(x +b) ~ K

x+b x+b

B{(x - )% )

S i
= o7l : :

Estimator vyang memiliki sifat demikian disebut

-estimator invarian lokasi.




i
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2.3 METODE KWADRAT TERKECIL

Hodel.regresi?liniér ~biasa dapat ditulis dalam

!

bentuk
i Y = ﬂ6'+ ﬁi X +

Dimana ﬁb merupakan Jarak titi

perpotongan antara suhbu Y dan garis

3, merupakan koefisien arah, koe

besarnya pengaruhf ;X terhadap

merupakan komponen errer randonm

memiliki mean nol danfvarian konstan.

Diberikan pasaﬁggnfdata (y,.%x,7,

yang

b

e (2.10)

k asal 0 dengan
fungsi liniernyap

fisien regresi,
Y, sedang

diasumsikan

. . ’(Yh’xﬁ)

yang didapatkan dari suatu eksperimenl.

(2.13) berubah menjadi

|
»

B

merupakan harga estimési B, dan ;. Se

Dari data vang

~

It

dan .

o y-ang

hingga persamaan

.. {(2.11)

Untuk mendapatkan B, dan B, digunakaﬁ netode kwadrat

terkecil yaitu

no n -
8(B,,B,) =.L.ef =E(y -y’
S(ﬁ£4ﬂ? =t§: (yi—éﬁo;+ E& xi)z
3 TS _
a_(ao" - “ztgi(yi _kﬂb * ﬁ1 x,) =0

i
b

O a..(2.12)

&




Rata-rata kwadrat résidu : MSE = SSE
. n-2

3%; = -230(y, - By + Bx, ) x=0

Didapatkan persamaan normal sebagai berikut

n(?o-l- ﬁ:. = x, = sy,

L

- (2.13)

- A N
By 2%, + 6, Bx =2y, x
Solusi dari persamaanéndrmal
_n ﬁo = Z Yi. - ﬁi ;in.
Be =¥V - B X dengan y = %_VL » X = £ x
' n
dsn £ = E oYX S E YV T X
1 T S— atau
1 = GSxy
Sxx

Sehingga model pendekatan regresi

menjadi : } é IE]

o + ﬁiii

linier sederhana

dengan y merupakanfhérga perkiraan dari y.

Selisih antara'hérga ¥ dengan § disebﬂt'residu{

dengan i

n

sse =2]

Jumlah kwadrat error

dimana (n-2) adalah derajad kebebasan

=1,2,...... n

z ~ 2
e, f.g.(yzu y.}

dari error. MSE

LR s s 2
adalah merupakan estimasi dari varians (o7).




2.4 MODEL REGRESI LINIER BERGANDA

Bentuk persamaangrégresi linier Berganda dengan k

regresor adalah

Y= Bk Bx, + Bx_ + ... Y Bx, e L..(2.10)

Untuk mengestimaéi koefisienukoe%isien regresinya
digunakan metode kwad%at terkecil,depgan asumsi bahWa
E(#) = 0 dan Var(sj = o, Dimis%lkan tersedia n
observasi dengan n } Q, sebagai befik%t

Tabel 2.1 : Data ugt&k:regresi linie} berganda

Cbserwvasi i ¥ X X, R ﬁ,
f
1 Yﬂ. J={:\!.1. xaz : xik
2 Y2 é_ Xaa Koz v Kok
n ¥ P X X

Sesuai dengan modﬁl regresi linier pada persamaan

(2.14), maka dari tébeﬁ dapat dibentug persamaan

V.

L= B, 4 ﬁixii + f'f + 3, x ., + éi ...£2,15)

L

n b . |
& A o= “a.
ﬁs +i§1 ﬁj xijé + £ i 1,2 n

Untuk: mendapatkan feétimasi paraméter—parameter e

digunakan metode kWadrgtjterkecillz |

n 4

SR, B0 B, ) = EL & . (2.18)
o = i::(yi B !?O _Jg:.‘ ﬁijJ)z

.10 : [



Kemudian fungsi § diturunkan ke B, £., f.,...

‘ o 1 2 !
3, sebagai berikut :: = | |
55 -2 ¥ [y -8 - =5 x =0 ..(2.17
6{3: - i=1 v T geg Y ] ¢ )
5 . Ly fy B o5 .
s, = 2% (v S By - By x ] xjy =0 (2.18)

dan seterusnya, dengaﬁ 1= 1,2,..;,n§, j = 1,2,.;.,k'

Selanjutnya didapatkaﬁ
' Tk,

~

k2l - .
'Ei v, - "jgif?jxtj =0

n ~ . n C o ‘ n
g Vo T n By - By ifadXy *eoot B (Zx ] =0
n . . in n
Z4Yy T NBg + By By Xy + - v B (E, X,
Sedangkan dari persaméan (2.18) diperéleh‘:
: n - k " . j“ '
;L. Vo m Bo 7 EB X Xy =0
'|---_1 . . i h
. ) I
. . - ~ : =A 2 ‘n
X,V B Ex o+ Eﬁinu o ;ﬁk Xy Fix
E X, v, o= By Ex, ¢+ ﬁ: ke T B Ex
A (2.19)

Solusi dari persamain - (2.18) merdpakan estimator
kwadrat terkecil barameter~paraméter B -nya.

Penyelesaian persamaan ' tersebut akan menjadi lebih

jelas dan cepsat jika‘dﬁsajikan dalam ﬁentuk matrik.

vy S ' i ,
* o i‘ x:u. ) 25{12‘ t xik
v = V2 Xo= ) x_z:L J,{zz x_zk
1 Yn - 1 xnt );;nz"' " xﬁk

11 | v



r -~
( 3 :
ﬁo o iy
: 2
3= r?i d an £ =
ﬁk é:n
oY ¥ “
KEeterangan :

v adalah vektor obsér%asi (n x 15

X adalah matriks_i(ﬁ X D) _merupaﬁan matriksl dari
regrésor—regresorn?? dengan p = k + 1§ .

3 adélah vektor (9:2 i)_ mérupakan kpefisien—koefisién
regresi yang harus diéafi , dan‘s adahah vektor (n x 1)

dari random error

Sehingga persamaan (2.18) bila disajikan dalam bentuk
matriks menjadi |

- gy =X+ =

' : L
Untuk mencari estimator f3 akan diminimalkan fungsi

residu _ : _

S(ﬁ) :'[?cf, =&'s - ?yu-Xﬁ)'(Y':{Xﬁ)

yy - B'Xzy‘rfY%Xﬁ + BXXB

=y'y - 88Xy - Ky + B X XA

y'y - 281"y + é'i'Xﬁ ? .......... (2.20)

Dan turunan pertamaédéri persamaan (2@20) adalah
-2 X'y + 2 X°¥p = 0 : _
X8 = X'y (221D

Selanjutnya persamaéné(Z.Zl) dikalikaﬁ invers dari XX

dipe#oleh

12




(XX7TXEB = (X 7Xy

Sehingga diperoleh hasil estimasi £ yaitu

P oxntry G, (2.22)

2.5 ANALISA RESIDUAL

D El - - 22 :
Didefinisikan residu adalah
ei = YL - yi, ...... (2 23)
Dimana y_ adalah y observasi dan ;i adalah nilsi y

teoritis berdasarkan persamaan regresi.
Asumsi-asumsi dalam analisa residual

1.Residu memiliki mean nol

2.Residu_'berdist#ibusi normal dan memiliki -

. 2
varliangs <o .

Penggunaan rumus ékwadrat 'terkeﬁil adalah untuk

error vang berdistribuSi:normal. Apabila ternyata error

meriliki distribusi  n§n; normal mak% akan‘ membentuk
adany& autlier yang_?k%n mempengaruhi Lesarn&a estimasi
ﬁo dan ﬁh. Cara sédérhana untuk méngetahui -bentuk
distribusi adalah.  dengan ; membandingkan
residu~residu pada pl;t p:obabilitasé normal. Gambar
berikat menunjukkan. 3eﬁis¥jenis pl?t probabilitas

normal.




Gambar 2.4 - Bentﬁképiot probabiiiﬁas normal
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Sumbu. horisontal merupakan harga e; vang sudah terurut
< <e_ !
dengan e < e, e_

Sumbu vertikal merup#kan expected‘noﬁmal value

0" [ (i -~ 12)/n] dihaha_ﬁ adalah disﬂribusj. kumulatip

normal

dengan i =

distribusi kumulatip ﬁormal).

1,...,n (dipercleh dari ' tabel

Gambar (a) :Plot probahilitas normal ideal

Gambar (b) :Plot probabilitas normal

Gambar

Gambaf

Gambar

tailed distribution

untuk heavy—~

(e¢) :Plot probabilitas normal untuk light-

tailed distribution

(d) :Plot probabilitas normal ﬁositif skew

(e) : Plot prob?bilitas normal

14
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Selanjutnya akah ﬁibahas plot yaﬁg lain vaitu plot

-~ ~

residu melawgn yt;: $uatu plot res?du nelawan v,
dipergunakan untuk.méngeteksi-beberapé tipe dari sﬁatu
model- yang tidak sém%urna, 'misalny% tidak memeduhi
asunsi bahwa error mémiliki varian koéstan; Berikut ini

disajikan‘beberapa_tipé plot residu mélawan ;U

Gambar 2.5 :
e.
L e .
L
o 0
v 4
L : o ' ‘ (b v
e, e, |
L 1 i
o o
- i -
v, o % y.
<) L; | D -
Keterangan Gambar : . |

L

Gambar (a) menunjuﬁk%n‘.bahwa resid% termuat dalam
sebuﬁh éita horinsonfal, bentuk ini be%arti bahwa error
memiliki varian konstaé.i 1
Gambar (b) merupaka@ ébentuk Funel %ang menunjukkan
bahwa residu membesa% jséjalan' den%an‘ _membesarnya
v, sehingdga mengakibétganfvarian tidak%konstan;

Gambar (c¢) disebut benﬁuﬁ double bo;, %iasanya terjadi

i
I
r

15



" ini hanya dapat dllakukan apabila

pada harga y yang mefupakan proporsi antara nol  dan

satu. Bentuk ini Juga tidak memlllkl varlan kenstan.

Gambar (d) menungukkan non llnler

Selanjutnya akaﬁ dibicarakan mengenai outlier.
Definisi 2.3 : '
Outlier adalah’rbsidu vang niléi' mutlaknya jauh -

lebih besar dari =pﬁda residu-residu lainnya, bisa

sampai tiga atan empai kali simpangan baku.

Untuk mengidentifikasi adanyai outlier, dapat
dengan menggunakan é .plot probabllltas normal,
Kadang kadang outller Juga dlsebut bad values, sehlngga
dapat dikoreksi atau dlhllangkan darl perhltungan _Hal
%ada alasan yang
secara rasional dapat dlterlma, mxsalnya karena adanyva
kesalahan dalam pengukuran Namun ada5 kalanya outlier
tidak . dapat dih;langkan begitu E saja,  apabila
kejadiannyva memang-demikiaﬁ, contbhnga“ défa_ tersebut
adalah nilai 'terendﬁh' pendapatan tertinggi _.dan
éebagainya. Sehlngga sebelum menerapkan suatu perlakuan
pada outlier dlperlukan data-data nog statistik yang
menddkung o

Munculnya outller akan berpengaruh pada ketepatan

garis regresi, sehlngga pendetek51an adanya 'outlier

sangat penting. Identlflka51 outller- dengan plot

probabilitas 'normalr émerupakan cafa vang ‘mpdah,

I
I




Pendekatan kwadrat terkeéil memberikan harga.,standard

L
|

. residu  yang rélatif'ikécil,- sehingga | tidak dapat

untuk mendeteksi adanya outlier. Sedangkan metode

robust akan memberikanfhérga yang cukup Eesar, sehingga

ada atau tidaknya outlief akan segera terdeteksi.

Contoh 2. L

Dalam suatu penelitian didapatkan data mengenai

kekuatan roket dan umuf Sahan bakar (radio aktif) vyang

digunakan. Diasumsikanﬁmédel regresi linier :
-y:ﬁ’oé-&-ﬁix-{«s
Dari 20 observasi dipero%eh data kekuataﬁ roket dalam

satuan psi dan umur bahaﬁ bakar dalam saﬁuan minggu.
- o !

Tabel 2.2 : Data 20 Observ&sijCcntoh‘Z.i

I : i
Obs Kekuatan roket Unur bahan bakar
1 YL ; Xi
1 z138,70 C 15,50
z 1678 ,15 : 23,75
3 2316,00 8,00
4. 20614, 30 17,00
5 2270,50 5,80
P 1708 ,30 19,00
7 1784,70 24,00
8 2575 ,00 - z, 50
° 2357,90 : 7,50
to 2256,70 ‘114,00
1t 216%5,20 ‘13,00
12 2399,55 ' f 3,75
i3 1779 ,80 izs.oo
14 2336,75 ©, 75
15 1765, 30 z2,00
1o 2053, 50 18,00
17 2414,40 : S, 00
i8 2z00,50 12,50
19 2654{20' _ . , 2,00
zo 1753 ,70 21.50

Sumber @ Introduction to Li.nec.rfnegressi.on Analysis

oleh: DC. Montgomery dan Elisabeth A. Pe[ck
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~Untuk mengestimasﬁ

pertama-tama dihituﬁg-:l

parameter-parameter

Sxx = n £ x;, - (=x)® = 1106,58
Sxy = n Tx y, - Ex Iy, = -41112,65
x = 13,3525 ‘dan:  y = 2131,3575

Sehingga didapatkan ::
-37,15 ‘

p1 = -41112,65
1106,56 -
po = - X = 2627,82

Jadi persamazan redgresinya :'§ = 2627,82

Tabel 2.2 berikut merupakan

maging-masing observa51.

perhitungan

37,15 x

residu

Iﬂhglmzﬁﬁ_ Hasil Ferbztungan Residu Lontoh 2.1

model,

dari

P

Ha#ga Y. Hargagy; ResLéu (ei)
M H |
2158, 70 2051, 94 106,76
1578, 15 1745,42 -7, 27
z316,00 zaao ‘5o -14,59
2061, 30 1996,21 55,09
2207, 50 2423 ,48 -215, 08
-1708, 30 121,00 -z13,60
1784,70 1735, 14 48,505
2575,00 2534 ,94 40,50
z3as7, o0 z349,17 8,73
2256, 70 2219513 37,57
2185, 20 2144,83 z0, 37
23090, 55 z488,50 -88,05
1779, 80 1508, 08 80,82
2336, 75 2355453 71,17
1765, 30 16810, 44 ~a5,14
2053, 50 1959,006 o4, ad
7414,40 2040, 00 e, 50
2200,50 21463,40 37,10
2554, 20 25%3,52 100,58
1?53, 70 1829,02 75,32
<. : E
©0, 00

42527,15 42627 15!

18




Gambar 2.85: Blot‘proﬁabilitas normal |
2,0 AR o )
1,5
1,0 ‘ o o
.5 : : |

‘0,0 : : _ . - -

e -1
—-41,0
1,5 o |

~2,0

—225 —475 -412% | -7?5 -25 25 75
~200 -150 -100 -50 o 50 1G0

Sumber @ Initroduction to.Linear Regression Analysis

oleh DC Montgomery dan Elisabeth A. Peck

Keterangan :

Sumbu horisontal adalah residu ke-i dan sumbu vertikal

adalah expected normalévalue : ﬂd[(is - ts2)/n] yang

diperoleh dari distribgsi Rumulatip no%mal.

Selanjutnya darié tabel 2.2 yang memuat hasil

~

perhitungan residu fdén_ ¥y, vang ' diperoleh

dari

perhitungan dengan k&adrat terkecil akan dibuat plot

, - o ‘ | :
residu melawan v, untuk mengetahui apakah residu sudah

memenuhi asumsi memiliki varian konstan.

Hasilnya akan,disajikan dalam Gambar 2.7 berikut

ini :

i
i
i
|

138
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Gambar 2.7 : Plot residu malawan
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Mo L FRIROT Tm-iaomep Hom

|
|
|
|

Dari plot probabili%as nermal gamﬁar 2.6 tampak
bahwa observasi 5§ daﬁ h teiletak paliég Jauh diantarg
titik-titik yang lain. Demikian puls pada plot residu
meiawan'§i, kedua tiﬁié tersebpt terietak Jsuh _déri
garis nol. Sehingga ?k;dua titik tegsebut berpotensi
sehagai outlier, Uht?ki meyélidikinﬁa, dicobé untuk
menghitung kembali ﬁogaﬁ" ﬁ;dengan #wadrat terkecil,

diperdleh hasil

A= B,

Q

2658,97 dan 37,889

Ternyvata menghiiaﬁgkan'titik 5 dan 86 memberikan

~

pengaruh terhadap hargé 5ﬁ6dan f,-  Dan selajutnya

akan disajikan plot probilitas normal dan plot residu
melawan §i-
Gambar 2.8 : Plot probabilitas normal untuk 18 titik
2,0 T :,

Lo .

1, 1

1,0 4

05

g,0
-05
40 4

-15

-0 :

. M i i 2 . i I Pl " L
-ne -0 -B -60 -0 -z -0 20 40 | 60
Sumber :Introduction te Linear Regression Anal yais

50

P . }
oleh :DC.Montgomery dan Eliscbeth A.Peck

21



Gambar 2.9 : Plot”bésidu melawan }i{untuk 18 titik
e |

RN

o 7 E : e

86 1
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80 R

<100

~{20

— N b | g . 1 A b

1700 1860 1900 0o 300 2200 2%0 2400 2500

I

Ternyéta plot ‘probabilitas normal ﬁan :plot résidﬁ'
melawan §l memberikan ﬁaéil yahg lebih baik, karena
tidak ada lagi titik%titikA vang me&upakan outlier.
Dengaﬁ demikian terdépét:pefsamaan re%resi baru Iyang

b

hanya melalui 18 titik yaitu

¥ = 2658,97 - 37,89 x
1
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