BAB II
TEORI PENUNJANG

=.1 Turunan Parsial
Didzelam - penshsiran nilai-nilail parameter wodel
regresi logistik, digunsksn turunan psrsisl.
Definisi 2.1
Jika Z = F(x,v) sdslsh fungsi dari varisbel bebsas
x dan y msks
cooturonsn (pertams) parsislideri Z o= £(X,y) terhsdsp
x dimanz v dianggsp konstan sdalsh
OF

—= = limit
ox Ax —s0

Fix+dx,y) - fix,y)
Ax

turunen (perisms) parsisl dari 2 = f(x,y¥) terhsadsp

v dimans x dianggsp konstsn adslsh :

a7, . (X, AVFYY - Flx,v)
“ - limit f{g,uy+z,_ f(x,jf
Ay —o ¥
) az az ) .
Tarunan parsisl Bx dern By dari Z = £{(x,v) dapat

diturunksn isgi ke x dan y, akan menghasilkan turunsan

parsial kedns sebagai'béfihnt :

%z o 0L,

= }
axz ax a3
&z 2

37
- ( _} dar
.. ayz ay 6y




a7 & a7 3

_ ¢ N /N
Ox8y T 8y ay * T~ 8y ( Ay 4

Definisi 2.2
Apsbila 2 = £(X,vy) wmempunyai turunan parsisl

uﬁertamé dan  kedus dslam dsersh tertenty vang

e, . o7 eF
a o \( X =, _:.‘_ = -—‘J:
memzat Ltitik (xo,yo,uo, dimana B g dan Iy ]
maks,
-4 - 2 : 2
.. ] a7 | 3 . .
jika ¢ 2y ¢ £y - ¢ axg ® > 0dip_,
Z = B(X,¥} mempunysi
37
minimum relatip di PD, Jiks » 0
3y
&%z
maksimam relstip di PD, Jiks ; 4D
éx

2.2 Penggunaan Operator Penjumlahan Dan Perkalian

Karens dalam anslisis hubungan sntars variabel tak
bebes dan varizbel bebas pads model‘ regresi logistik
banyak menggunshan dats vang berups anghks-sngks, maks
di=ini aksn éitinjau secars singket ﬁeniang penggunagn
operator penjumlshan dan peﬁkalian.__Biasanya notasi

reninmlizshan yang digunskan adalah L {(dibsacs Sigma)

Definisi 2.3
Bils terdapat n data oboervasi xi,xz,}..,xn, nska

Jumlahan selnruh dats tersebut didefinigikan




sebagai berikut

Xi_ = AR ., 4%

™
o 1" "2 n

T
Beberaps sifst renting - dari operstor renjumlshen ¥

adalah

Definisi 2. 4
Operator perkslian ysng di notasikan 7 (dibacs

iy, menyatshan rerkslian dari Segugnsg datsg

2.3 Beberapa Definisi Tentang ?a{j Statistik

Dalam‘mengénalisa hubungan sntars varisbel tak
bebas dan vériabel bebas pada model regresi logistik,
perln  diketalmni pengertisn stay défiﬁiéiwdefinisi
mengenal dats statistik, SeCcHTR siﬁgkat_ definisi dari

dats statistik disgiikan sebadai berikut

Definisi 2.5

oaX didefindsikan oo




Populggi sdaish keselurnhan pengameatan yvang

menjadi perhetisn.

Pefinisi 2.5

~ Sampel adél&h rengamatan yangd merupakan himpunsn. .
bagian dari populasi. !
Definisi 2.7
Jiks xi,xz,...,xNaﬁalah sekélompok dats vang
menyusun suatu populasi berhingga_bg?ukuran ® dan
tidék  Eéfgém:éemuéﬁ§;  5efEéa&;':méﬁamfmgata;rata

popnlasi sdalsh

N
_Z:g
u = =1
- N
Jiks xi,xz,...,xhadalah sekelompok dats VENE

merupskan sustu ssmpel berhinggs beruvkuran n dan
tidak hsrus semnanvs berbeds, maka rsta-rats

saupel adalahk

n
L%
— =4
X =
Definisi 2.8
Jiks x ,x%x_,...,x mernpskan populasi berhinggs
1’7z N T ) S : .

dengan vkuran K, msks varisns dari copulasi sdslsh




N 2
L (X~}
sz _ i=1
h N
Definisi 2,10
" Jiks xl;xz,...,XASebarang sampel scsk berukuran =n,

maka variasns dsri ssmpel ropulasi adalzh
™ 2
D (x, -p

2 _ i=1 .

h n-1

‘8.4 Yariabel .Acak;. Ekspektasi, -Varians Dan kKovarisnsi

Beberasps pengertisn tentang beberaps variabel,

vaitu:

1. Variabel scsk sdslsh suatu varisbel vang

nilsinys merupskan susty bilangan vang

“ditentukan oleh hasil pengamstan.

[ab]

Varisbel mcsk diskrit adalsh variabel scsk vang
hanya dapaﬁ dinvatahan dengan'nilaifnilai. atau.
hargs-hargs vang terbatss Jumlishnva.

3. Variabel scak hontinu sdalah varisbel sesk yang
mempunysal nilasi-nilsi at&u_ barga~harga_ dalsam
sustu intgrﬁal;

Definisi 2.11
Jika 4 adlah varisbel sesk diskrit vang mengambil

- nilai-nilsi vang berbeds XpsXps o unX maks  fungsi,




f(xi} = P(¥X = Xt} > 1= 1,2,....,n

= g > untuk X = X,
disebut fungsi kepadatan pelusng diskrit dari X,
dimans P(szt} berarti peluang bahwa varisbel sacak
_'diskrit X meﬁgamﬁil niiai‘x;. I - o

Definisi 2. 12
Jika X adalsh varizbel saezk kontinu, masks F{x)
dikatshksn fungéi kepasdatan peluang variabel sesh
dari X jiks memenvhi sysrst berikat

e ol
5 E(x) dx = 1

b
JJ f(x)y dx = P(a £ x £ b)

dimana f(x) dx sdalah elemen peluang vang
"”“”””béfﬁﬁﬁﬁﬁééﬁ”dEhﬁéﬁ”Eﬁiéfﬁgi”ﬁég{ffwwl)7f" -
Definisi 2.18

£(x,y} disebut fungsi hepadatsn pelusng bersamna

untuk varisbel scak diskrit bils

Cf(x,yy = P(X =x, Y = y)
=B, jiks ¥ » x dan Y = y

Definigi 2. 14

F(x,v> disebut fungsi hkepsdstan pelusng berssms

untuk verizsbel scak kontine bils

DE(x,yy 20
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o o
5 L f(x,y) dx dy = 1
d b

cf qf f(x,v> dx dy = P(8f x £ b, e= ¥ =d

Definiszi 2. 15
(x> dan F{y> nmasing-mssing disebut fungsi
kepadatan peluéng marginsl x dan vy untuk  vsrishbel

- sczk diskrit bils

F(x) = & f(x,v}
CE(yx = E f(x,v)
) b

Definisi 2. .18
Fungsi kepsdatsn pelusng marginal x dsn v untnk

variasbel scak kontinn berturnt turut sdalsh

wn
£Cxy =_4& £(x,y) dy

a
E(y> =% fx.yy dx

Pefinisi 2.17

Fungsi kepadstan peluang bersyarst x sdslah

F(xly) = P(X=x]¥=y).

artinya peluang bahwa x mengawbil nilsi x dengan

syarat Y mendsmbil nilsi v.
Definisi 2.18

‘Bils X varisbel ancsk diskrit vang berdistribusi
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e i X, X, X X
o | -
L Pi Pz Ps B
VT!
- dengan - -3 Pi =1 maks :
L=

ekspektasi matemstik dari X adalak

e bal
E(Xy = Lox P(X = X2 = Lx P
= =i

E(X) Jugs dapat ditulis p_dan disebut mean X atsu

Lo wmean popnlasiolooa

Definisi 72.18

bte

Bils ¥ wvarisbel scak kontinn dengan fungs
kepadatan relusng £(x) wmaks ekspektasi matemstik

[ze]
dari X adslah E(X) :_é x F{(x» dx.

Definis;”é.fﬂ 9
E(X|¥=y} ekspehtasi bersysrat X dengan syarat Y =
y_ﬁdalah.
E(X|¥=ys = © x F(X|¥=y) , diskrit
E(X}|¥=y> imé x F(X}|¥ = yv» , kontinu
befinisi 3.21.
Jika Xgo¥ys oo X  varisbel acak X berukuran n dan
f(xi},f(xz},...,f<xﬁ} gdalsh fungsi kepadgtan

peluang dari X maks LIS TP independent

(saling bebas) bkb :




hY

T
f(xi,xz,...,xnf :‘nif(xi}
=

Sifat-=ifat dsri ekspekiasi
1. E(k) = k, bils k sdslah konstants .
2. B(kX + m) = k E(X) + m, bila k dan m konstants.
3. E(E kXD = T kE(X)
4. E(XY¥>y = ECXY.E(Y), jika X dan ¥ saling bebsas.
Definisi 2.22
Hisslkan X varisbel  acsk dengan ekspekissi —u -

uska varisnsi X adalsh var(X) = of= E[(X - u )]

Definisi 2.253

Variansi bersysrat X dengan sysrat Y = v adalsh

I
1]

Var(X | Y = y) = E[(X - EC(X | Y=y | Y=y 3.

T IE— B(X T

o z

S -BEX Y = y)] £(X ] Y = y), kontinn.

1
i
ki

il

I
H

Sifat-sifst varisnsi
1. Var(k) = 0 , bils k konstanta.
2. Var(kX + m) = k“Var(X), bila k dan m konstania.
3. VérkX + ¥ o= Var(X) +  Var(Y), bils ¥ dan Y
saling bebss. ' : |
Definisi 2.24
Kovarianei Z dan Y dengan mean masing-masing M

dan py adalah kov(X,¥) = E[(KV— ux} {Y - py}}ﬂ

‘"Y’}'"}‘Z’ﬁf'('x IY: vy, diskrit.



i3

Theorema 1.
Kov(X<Y) = E(XY)} - p&py :
Bukti:

Rov (X,Y3 = E[CK - m3 (¥ - u )]

E[XY —X:-fy - MY + ;—rx#y}

EQAY) - EQOm, - mE(T) + pp

[i

ECXY) - HH, = HH o+ up

2.5 Beberapa Teori Distribusi Yang Penting

Beberaps disztribusi vang digunshan dalam

pembahassn ini sdalsh

Yo DigtFibusi binomisl .
2. Distribu=l normal,
3. Distribusi chi-kusdratb.
Definisi 2.258

Jiks X variabel scak dengsn fungsi probabilitas

f(x}, maks fungsi pembangkit momen dari X adalah

E[e"™] =_J e f(x» dx ; untuok ¥ kontinu,
mn
i ix - .
Efe”] = L &7 £f(x) : untuk X dighrit,
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Theorema 2

Jiksa X, dan X, variabel faczk  independent dengan

fungsil pembangkit momen Mx(t} dan Mx {ty s=serts
Y=X1+x2 mak&

H (£ = H Cex = M_ (&) . ¥ ()
4 1 2 xi XZ
Bukti

L +x 3

M (t) = E[e] = E[e * ?)

o toe x> |
Rt » e 8 5 e e f(xj_’, Xz) dxidxz

menurut definizi 2.21, Elxnx = a(x) . (x>
sehinggs
o 'L(xi) o t(xz‘;
L . N
M (t) = fe "alx)dx . £e h(x,) dx,

i 2
Definisi 2.28
' ' ® G-z - '
Berntuk integrsi DI v e_y dy untuk o g,

disebut fungsi gsmms dari o dan ditulis

o
) -1 -
ey =7 v &7 dy

Sifat fungsi gamms,

o (o)

i. F(a+1}

2. F{etl

al, jiks o bilangan bulst positip.

v

H

3. T(1/2)

Definisi 2.27%

£
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Fungsi distribusi humnlatip dari varisbel acsk X
dinyatakan dengan F(X)} didefinisikan sebsgsi suatu
fungsl dengan domsain bilasngan riil dan  kodomain
(0,11 yang memenuhi wvntuk setiap bilangsn riil X
maka F(X) = p(X = xi}.

2.5.1 Distribusi Binomial

Distribusi ini =sangat penting dalam pembentukan

model regresi logistik  ksrens varigbel responnvsa

bersksls biner sehinggs memiliki sebsrsn binomisl.
Pefinisi 2.28

Misalkan suatu eksperimen E divlangli n kali,

setiap ekeperimen hanya wenghasilhan sukses dan

Z2agsl dengan p(sukses = p dan plgdagel) = 1-p = g

Wéertérsemua éééégéégﬁﬁﬁégas ééfﬁ Ssms 'ﬁéﬂém”laiﬁ
meka E dizebul percobaan Bernounlli atgu bino$ia1.
Definisi 2.289
Miszalkan p(suksesy = p, @ = p(gsgsl) dsn X
banysknya sukses dalsm n percobasn bernoulli,
Rx=’0;1,2,...,n}.m&ka p(X = k) = (k} P G

disebut distribusi binomial.

2_. 5.2 Di'stribu_si Normail

Distribusi ini wmerupszksn distribusi terpenting

i) k i~k




i8

vang digunskan dslam regresi linier, karens banyak
pengukuran mengilnti atau mendeksti distribusi
normal.Dimana regresi linier ini sebagal dasar
atan perbandingan. untuk melanghsh ke regresi
logistik.

Definisi Z.30
Variabel kontinn X dikatshken mengikuti  distribuss
normal bils bentuk Tungsi kepadatan preluang

1

3

Bebsgsl berikut : F(X) = - --Exp”rélkz(;xr;.y}zu_

o vEw

. 2
dimana p dan o merupakon parsmeter rata-rata dan

veariasns dasri distribusi normal, yang mengambil

. . 2
nilsl -~o £ 4 = » 3 F o £ w,

T Pads umimnys spabils  sustn variabel acsk kontinu X

berdistribusi normal dengan rats-rsts pg  dan varians

o maka dapat ditnlis ¥ A, 6%y Demikian pula untuk
£ .~ NG, makaudnys adalah varisbel acak )4
berdistribusi normal standard dengsan rata~-rats O dan

varians 1.

z. 5.3 Distribusi Chifkuadrat
Distribusi ini sangat berperan penting dslam uji

signifikansi dari koefisien—ko&fisien . pads model

regresi logistik.‘Distribusi ini sering Juga disebut
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2 . R . . . . . N 2
%, dimsna tabel berbagai nilai dari distribu=mi

diberikan pads lsmpiren.
Definisi 2.31
3ustu vwvarisbel acak kontino X dengsn fungsi

kepsdatsan pelﬁaﬁg berbentuk:

1 (ns20—1 — (% 2

F(xy = X & » B« K40
F(H/Z} 27‘!/2
dengan fangs=si pembanghkit ROMEN qut}__ =
C(1-2£)" 7 untuk  t< 172 disebut  berdistribusi

Chi-kuadrat dengsn dersjat bebas n.

2.6 Model Regresi Linier Dengan Pendekatan Matrik

Penggunsan wmatrik dalsm model regresi akan

menyebsbkan lebih efiéiéﬂméféﬁwfiagkwEééiéié;féiérééiaﬁﬁwa

penunlisan simbol. Model regresi linier s=secsrs uvmanm
dapat diberikan sebagai berikut:
Yi = {90+,61xﬂ+. ; .~1~;F9p:»{pt-:~.é:.L (2.71}
dengan 1:1;2,..;;n.
‘Dimana Y, adalah varisbel respon.
%, adalsh varisbel bebas.
ﬁo,ﬁi,...,ﬁp adaiah paramneter-parameter vang
skan ditasir.

Persamssn (2.1) dapat dinvataksn dslam bentuk wmatrik




i8

sebagal berikutb:

Y =z=Xp/ 4+ = 2.2
dengdan
[ % o ] ; 314_sz X4p“—_ _ _r By N
Yz 1 X21 Kzz e Xz;:, ‘Gi 82
Y = , %= . B = , & =
L Yh ] L 1 Kni X“Z e an | i_ ﬁp__ L s'n*
(nxl1} B (nx{p+13) ((p+1)x1Y (nxl’

Dalam - model . regresi  linier dissumsiksn ~ bakws =~ °

E(E;}QO, unﬁuk setisp i=1,2,...,n.  Jika dinvatskan

dalam bentuk matrik =zebsagsi beriknt:

E(s} = 0
dengan,
R PO R 170 W N N I i o
Z, E(=,3 0
E L& = EC£2 )y | = | 0
£ E(e > o
3 TI_ L i i 3 k

dimans E = nilai akspektasi
£.= Keszlshan penggsnggu
Matrik varisns-kovarians(s) dinyatskan dalswm bentuk

-mairik adslishk:

[ E(s7)  E(s,s,) ... E(s,s ) ]
E(2,2,) E(s0) ... E(s,2)
(s Sr}_: : : . (2 33
| EB(s 23 E(e s)) E(=) |




ig

Dalam regresi linjer adsg ssumsi tentang
homoskedastisitas yaitn bahws setiap kesalgh

benggangon nempunyal vsrisns vang sama E(s 3= o?, untnk
Semis 1 dan tldak ada korelasz serigl, artinys  antsrs

'kesalahan penggansgu yang satu dengsan yvang lgin "saling

bebaa atan Kov(b "j} = 0, maks:

ro'z 2 o . [}"’
8] o= 0 ...0
E(sa Y o= 5 0 ?‘.2' 0 “
6 o 0 02J
IR
0 i g ...0
N s
- ) 0 1 o =
. R 5 ] . J

dimans Iladalah matrik identitss.

“ P&rameter—parameter vang belum diketshui 2 =
{ﬁﬁ’ﬁi""’ﬁ }dapat ditaksir dari persamaén (2.1)  atan
(2.2, Untnk lebik mudahnya dlgunakan Persamasan (2.2%

¥ = X £+ =

misal f= {ﬁi,ﬁ;,...,ﬁ%}menunjukan vektor kolom dari

taksiran 3 maks Dersamasn (2,2 dapat-ditulis,

+ g

e

¥ =X

oy
N}
1N
L
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~

A’
4

dimans & adalsh vekbtor kolowm dari n residusl (Y - X

dari (2.4} jumlah kuadrat residual sdalsh:
r 2
e = & e
'1:1_ t
=Y - X B8 (¥ - X B
=YY -8XY- Yip+p'Yyn
=YY -2p8%Y+p%xpn (2.5
Tsksirasn kusdrst terkecill Pdiperoleh dengan

Cmeminiwumkan jumlah - kuadrat “terkecil, dimans harus

. memnenuhi:

?
(e el

£ - L X'Y + XX B+ BYX
e B

= - XY+ XX B X AP

kemudisn disamaksn dengan nol msks akan didspat 3.

o '?. Métoda Maximum Likelihood Kemungkinan Maximum 2

Metoda maximum likelihood ialsh sustu cara untuk
mendapgtkan‘ taksiran ”dari parameter-parameter  yang
tiﬁak diketahui dari populssi dengsn cars memaksimomkan
fungsi likelihood. Missalksan pengamstan Xi,Xz,...,Xh
édalah sampel  acak dari distribusi dengan Fungsi
kepédatan pelusng ftXi,ﬁ}, dengan 3 .=z (ﬁx’ﬁz’;"’ﬁb}

adslsh vektor psrameter vyang belum diketahui. Maks
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fungsi Likelihood untnk g2 didefinisikan sebagai
berikut:
Tr
1(3) =0 f(Xiﬂ?}
. = 4. I

Untnk mensksir 3 yarig menyébabkan {3 'makSimum,
maka 7 disebut taksirsn maksimum  Likelihood untuk 3.
Untuk lebik mudahnys dalam menaksimamkan 1¢S5} msks
dapst dilskukan dengan memsksimumksan L 1(B), vang Jugs
maksimum pads 2. Dan ﬁ_ dapat diperoleh mq§pgan .
' méﬁyeiéééikéh persamaaan'maksimam"Likéliﬁdodl"'ﬁenufﬁt "
hitung defferensisl persémaaa maksimum Likelihosod

didapst dari turunan parsial pertams dari I 1(5>

terhadap £3, vang kemudisn dissmaksn dengan nol, vskni:

8 Ln i(By _

Karena Ln_l(ﬁ}_:; L n f(X{,ﬁ}= L Ln f(Xi,ﬁ)' dan %

iz t=4

adalah penaksir maksimum Likelihood, makﬁ matrik
varians—kovariaﬁsnya = (%}, dapat dipercleh dari invers
matrik inforﬁasi i(ﬁ}, dimana mstriks informasi adalah
- negsiip darl metrik turunan pafsiél kgdﬁé déri Ln 1(ﬁ}

terhadsp £, vaituy:

2 .
N o Ln l(ﬁ} R .
I,_J(ﬁf - aﬁiaﬁj 3 1;3 —_0,}_,2,__'}9




_.missalken 5 (3

N
5%

2.8 Metoda Iterasi Newton—-Raphson

Metoda ini digunaskan untuk mendapatkan sugty

taksiran dari parameter vang tidak dlketahul dari

pbpﬁlaéinubéd& -ﬁodel *egresﬂ lcglﬂtlk Dari funggl

. leellhood ydng berbenfuk,
n
ey = f(X,f?

i=4

dan sntuk memsksimumkan 1(f3} dapat dilakukan dengan

‘memaksimumksn . - Lo o 1(B) o yaitu . dengan - Jal&n
mendefferensislhsn secara parsizl fungsi Lo 1(8;

terheadap /7, hkemudian dissmshan dengan ncl,

2 Ln 1{(B> .
Bp - =0, i =0,1,2,.. .,
1

=y = 2 Ln 1(£)

— e an T (B3 = —
i O 6,6’ dan Ti.'j(ﬁ" "Bia"?j

i:j = 0:1;2:---39
untuk mensksir digunskan tsksiran swal i dan  dilakukan

ehespansi deret taylor disekitsy ﬁ 'sehingga diperoleh,

R,

5(5 -L§<B Y+ (P - B T(ﬁ > f\

RSt

-

31k& ﬁ mcmenuhl S\ﬁ) = 0 maPa persamasn diatas  dapst

d1nyatakan sebsgai beriknt:

D = 8(B,) + (B - B,) T(B,)

_ &ue wey




'Adaﬁuﬁ .élgéri£%g _@étoda” Iterasi_nﬁewton—Raphson-~

' adalah sébaéai bérikut:

1. Menentukan taksirasn swal ﬁq.

2. Menghitung 5(8,) dan T 'R
o

3. menghitung f%_ = Bm TUBY S(A

4. Mengulsngi (2% dan (3) sampai 5 = 3
- - 144






