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Z.1. LIMIT SUATU FUNGSI

Definisi 2.1.1

Misalkan I selang terbuka, a elemen I. MHisalkan §f

suatu fungsi yvang terdefinisi di setiap x elemen I

(di x = 2 boleh tidak terdefinisi).
Maka limit f(x) jika x menuju a akan sama dengan L,

ditulis

G L ¢'S T A e (1)
Jiks untuk setiap <= > 0, vang cukup kecil, terdapat
suatu & > 0, sedemikian sehingga berlaku
| f(x) - L | <« , bila 0 <] x-a | < &
Dengan perkataan 1lain, definisi Z2.1.1 menyatakan
bahwa nilai fungsi f(x) akan menujn (dekat) ke L, Jika x
mennju (dekat) ke a. Nilai mutlak dari perbedaan (selisih)

dari f(x} dan =a dapat dibusat kecil, dengan memilih X

cukup dekat ke a, tapi x = a.
2.2. DIFFERENSIAL DAN INTEGRAL

Definisi 2.2.1
Turunan dari fungsi £, adalah suatu fungsi vang
ditulis dengan "f°", sedémikian sehingga nilai fungsi
untuk setiap x dalam daerah definisi f diberikan oleh
1im F(x + Ax) - f(xj

Frix) = ‘ — (2)
Ay — () Ax
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Jika limit ini ada, dengan Ax sembarang perubahan
pada nilai x.
Definisi 2.2.2
Jika fungsi f didefinisikan y = £(x), maka derivatif
dari v, ditulis dengan dy, adalah
dy = £(x) - dx ... ... P (3)
dengan dx merupékan differensial dari x, dx = Ax.
Catatan
Persamaan (3) sering ditulis §L = £7(x) dan

menyatakan turunan pertama dari y terhadap x. Demikian

2

d vy
Juga il £f°’ (x) menyatakan turunan kedua dari vy

dx n '

) _ dy n
terhadap x. Dan — = f'(x) menyatakan turunan ke-n dari
dx

v ke x.

Definisi 2.2.3
Fungsi F disebut integral dari fungsi £ pada selang
I, jika berlaku F (x) :lf(x) untuk setiap x di I dan
ditulis
S f(x)”dx = F{x) + C
dengan C suatu konstanta.
Definisi 2.2.4
Jika suastu fungsi terdefinisi pada selang tertutup
fa,b], ﬁaka integral tentu dari f dari a ke b,
ditulis sebagai # . £(x) dx adalah
f:-f(x)-dx = A EEE+ 0_.§1f(§ () AL X
L=

- apabila.limit.di“ruaéwkananmadah
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x, , ¢ =x dan |A] panjang terbesar ‘dari
partisi At
Catatan

Pada notasi f: f(x) dx, a disebut batas bawah dan b

dissbut batas atas.

2.3. PERSAMAAN DIFFERENSIAL

Definisi 2.3.1
Persamaan differensial adalah suztu persamasn vyang

mengandung differensial atan turunan.

2.3.1. Persamaan Differensial BRiasa

Definisi 2;3.2
Persamaan differensial bissa adalah persamaan yang
mengandung satu variabel tak bebas atau lebih, satu
variabel bebas dan satu turunan atau lebih dari

variabel tak bebas terhadap varigbel bebasnya.

Contoh 1
ay(t) dy(t)
-Persamaan ————— + 2 ———— + y(t) = x(t)
dt dt

merupakan sebuah persamaan differensial biasa y(t)  dan
x(%) merupakan wvariabel tak bebas dan t merupakan variabel

bebasnva.

2. 3. 2. Persamaan-persamaan Differensial Berubah Waktu dan

Tak Berubah Waktu

Definisi 2.3.3

 Persamaan differensial berubah waktu adalah persamaan

differensial yang mengandung suku dengan koefisien

variabel waktu t yang bebas.



Definisi 2.3.4
Persamaan differensial tak berubah waktu adalah suatn
persamaan differensial vyang tidak mengandung suku
dengan koefisien variabel waktu t.

.Contoh 2 :

Setiap persamaan differensial yang berbentuk

. d'y(t) . m d" x(t) -
b a, ——/— = hM bi — variabel t menyatakan
i=4 at i=1 dt

waktu dengan koefisien-koefisien Bus B5e-e 5 B bo, bi,

s bm merupakan konstanta adalah tak berubah waktu.

Contoh 3 :

2
. S , 4 x(®) . _
Persamsan differensial t° ——— + v(t) = x(t),
dt ‘
dengan_t variabel waktn, adalah berubah waktu karena
, d7x(t) ' 5
tt — mempunyai koefisien variabel waktu t, vaitu t.
dt
2.3.3. Persamaan-persamaan Differensial Linier dan Tak
Linier

Definisi 2.3.5
Suku linier adalah sebuah sukan berderajat pertama
rdalam variabel tak bebas dan turunan-turunannya .
Definisi 2.3.6
Persaﬁaan differensial linier adalah sebuah persamaan
differensial yang merupakan jumlah suku-suks linier.

Semua vang lain dari ini adalah persaaman

differensial tak linier.



Contoh 4
Persamaan differensial
2
d x(t)
= sz SEEL L g6y = x(b)
dt

adalah sebuah persamaan differensial linier, karena
setiap sukunya berderajat pertama.
Contoh 5 :

Persamaan aifferensial [—%%]2 +y = O adalzh tak
linier, karena (—%%—]z berderajat kedua.

2.3.4. Operator Differensial D dan Persamaan

Karakteristik

Diberikan persamaan differensial linier dengan

koefisien konstanta orde ke-n

™ n—41
an dt“ +8.n_1~"'c'i";;_—1 + ... +ai'—d—£— +a°yzx .o (8
dengan y = y{t) , x = x(t) dan g, 85 s 5 B
koefisien~koefisien konstanta. S
Didefinisikan operater differensial D = gt dan - orde
_ -
ke-n D" = -

: dt
Persamaan differensial di atas ditulis kembali menjadi -:
—4

& D" ¥y + a . DTNy + ...+ a, Dy +ay = X atau

n n-1 _
(a D +a D ... +a, D +a)y =X .l (7
Definisi 2.3.7

Polinom dalam D

n =4

disebut polinom karakteristik;

[ ST T - WU 3 S - S
+oa, D+ 8 e
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Definisi 2.3.8
Persamaan
n n—4 . .
a_ D+ a _, D + ...+ oa, D + a, = 0 ... (8)
disebut persamaan karakteristik.

Contoh & :
Diberikan persamaan differensial
dzy dy
— + 3 — + 2y = x(t)
dt dt
Polinom karakteristiknya adalah D> + 3D + 2 dan
persamgan karakteristiknya Dz + 3D + 2 = D atan

.(D + 1)(D 4+ 2y = 0 vang mempunyal 2 aksar karakteristik

vaitu D= -1 dan D = -2.
2. 4. VARIABEL KOMPLEKS

Definisi 2.4.1

Variabel kompleks 5 dinyatakan dalam bentuk
5 = o + jw = Re(s) + J Im(s), dengan ¢ dan
merupakan variabel-variabel riil, dan J = ¥-1 .
Re(s) = o menyatakan bhagian riil dan Im(s) = o

menyatakan bagian imajiner dari variabel kompleks s.
Definisi 2.4.2
Konjugasi (sekawan) kompleks dari s = o + ju,
i = ¥-1 , ditnlis sebagai s = o - jo.
Definisi 2.4.3
Modulus atau harga mutlak suatu varisbel kompleks
s = o+ jw, j=7-1, ditulis |s| diberikan oleh

e

+ ©° selalu positif atan nol.
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Suatu variabel kompleks s = o+ jw, 3 = ¥-1, dapat
dinyatakan dengan suatu titik pada hidang kompleks
(bidang - s).

jw (sumbu imajiner)

jw |--mmmmmmmmmmm, : jw

[
I 1
1 1
i I
I t
§ 3
ol o & 0 o

Gambar 2 . Gambar 3
Gambar 2 melukiskan bidang-s dan suatu titik s, = o+ jwi,
j = ¥-1 . Gambar 3 merupakan bidang-s dengan koordinat
polar, dimané jetak setiasp titik pada bidang datarnya
ditentukan secara tunggal oleh dua koordinat kutub ¢ dan
e, o menyatakan besarnya S vang merupakan panjang veklor
O0s dan @ merupakan sudut yang terbentuk antara sumbu riil

o dengan vektor Os, dimana putaran yang berlawanan arah

dengan arah Jarum jam menyatakan sudut . positif.

¢ dapat dinyatakan sebagal nodulus s atau o = [si =
&+ W

tg © = — atan © = tg " [—%}]

Definisi 2.4.4
" Sudut © disebut argumen S, ditulis
T @ )
? = arg s = tg [ng—J
Sifat argumen : 1. Arg (si.sz) = Arg s, * Arg s, ... (8D
s

2
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2.5. PERLUASAN PECAHAN PARSTAL

Diberikan fungsi rasiocnal

m i
N bi s
s
FCs> = ‘n ................... (11)
Y a, s
=0
dengan n = m koefisien-koefisien & _, 2a,, ... , & , &
O i . n—3i n
b ., b, ... , b . b merupakan konstanta.
O 1 m—1 m
Misalkan percsamsan polinom penyebutnya mempunyai n,

akar-akar vang sama dengan -p; - Persamaan (11 dapat

dituliskan sebagail

1]
o] r13
T
&}
o

-
-

FCad

dengan

Mg -

(s +pi)ni

"

,_
il
'S

Definisi 2.5.1
Pernyataan perluasan pecahan parsial dari fungsi

rasional F(s) adalah pernyataan dalam bentuk

n.

T v C ik
T - F(s) = bn + T N {(13)
i=14 k=1 (s + pi}
dengan'bn = 0 kecuali untuk m = n
Koefisien—koefisien C.Lk dalan perluasan pecahan
parsial di atas diberikan oleh
ni—k
_ 1 d "
Cix T (m -1 S [(S R AP F(S3’] _
- ds * s = Py

: Jika tak ada satupun akar-akar yang bérulang,-maka

F(s) = b_ + b3
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dengan C, = (s + p,) F(s) f

s = pi
Contoh 7 :

1

Diberikan fungsi rasional dari F(s) = >
(s + 1) (s + 25

Perlua=san pecahan parsial dari ¥(s) adalah

C C : C
'F(S) - ba + i4 + 12 ~ + 241
s + 1 (s + 1) s + 2
Koefisien-koefisien ba, Cii, Ciz, 021, diberikan oleh
ba = 0, karena m # n
_d 2 _ d 1 _
Cii = —Hg (S 4 1) F(S) - ds s + 2 = i
s=—1 s=—4
_ 2 _ 1 i —
C12 = (s + 1Y F(s) = —— = 1
s=-41 S=—-1
CZ1 = (s + 2y F{=3} =1
sS=—2Z
1
) 1 1
Jadi : F(s) = - + +
s + 1 (S+1)2 s + 2

2.6. TRANSFORMASI LAPLACE

Definisi 2.6.1
Miszalkan £(t) adalah suatu fungsi riil dari

variabel riil t vang didefinisikan untuk t > 0 , maka

_ lim T L
2 [f(t)] = F(s) = T— o [ £(t) e 7 dt
e — [ =
[a.4]
= [, f)e " dt , 0 ce< T, (16)
(]

disebut transformasi Laplace dari f(t) dengan s suatu

fvaniabelgkompleks danwvariabe1_t_menyatakan_waktﬂL
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Contoh 8 :

Pransformasi Laplace dari e-t adalah :

2 -t _ -t TSt o4y = -1 —erir | % - 1
(e y= [, e e L4317 ¢ LT F+1

2.6.i. Transformasi Laplace Invers

Definisi 2.6.2
Jika transformasi Laplace suatu fungsi f(t) adalah
F(s), yaitn jika 8 ( £(t) ) = F(s), maka f(t) disebut
snatu transformasi Laplace invers dari F(s) dan

secara simbolis ditulils
. i + j O
c+ ] L

F(s) = 5%3 S F(s) 87 ds

Feey = &1

Contoh 9 :

Dari contoh 8, maka [T 1 ] = e "
s + 1

Sifat 1

Jika F1 (s) dan Fz {(s) masing-masing merupakan

transformasi Laplace dari f1 (t) dan fz(t), maka

aiFi(s} + aze(s} adalah transformasi Laplace dari

aifi(t) + azfz(t) dengan a, dan a, merupakan

konstants sembarang.

Sifat 2 :
Jika f1 (t) dan fz (t) masing-masing merupakan
transformasi Laplace invers dari F (s) dan

i

Fz(s), maka bifi(t) + bzfz(t) adalzah transformasi
Laplace invers dari biFi(s) + szz(s) dengan b1 dan
b, merupakan konstanta sembarang.

Berikut. ini sebuah tabel dari transformasi Laplace

vang akan membantu.daiam teknik perluasan pecahan parsial.
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Tabel 1%

FUNGSI WAKTU TRANSFORMAST LAPLACE
Denyut Satuan &(E) 1
Tangga Satuan Uty = 1 1/s
Tanjakan Satuan t l/s2
Polinom : £" 2+:

_ _ s
-at 1
Pangkat e i
Gelombang Sinus zin wt 5 i 5
s° 4+ w
Gelombang Cosinus cos ot 3 s >
s +

(%Y Dikutip dari buku Feedback and Control System, Joseph
I.0. halaman 80. '

2.6.2. Transformasi Laplace Invers dengan Menggunakan
Perluasan Pecahah Parsiai
Transformasi Laplace invers dapat digunakan di dalam
menentukan Jjawaban dari penyelesaian sebuah persamaan
differensial biasa linier dengan koefisien konstanta.
Berikut ini bentuk ﬁmdm transformasi Laplace invers dengan

menggunakan perluasan pecahan parsial.

m i_ ‘
-1 i.Eo o -1 P Cix
2 — =2 [ b +E & — ]
E' a Si L i=4 k=i (s + pi)
i=o v ™
e T c. L
=b () + £ T —— 7" &N
m i=4 k=2 (k - 1)!
Contoh 10 : PO (17>

e Tran_sfér_mas i Lapla_ce e invers dari ...... fungs i B e s e e e

sz + 28 + 2
(s + 1)(s + 2)

F(s) =



iB

diberikan oleh :

2
-1 s + 25 + 2 _ a-t 1 2
2 [ (s+ 17(s + z)] =8 [ 1+ 5% 17 FF 2]

2717 + ﬁ'*[?;fgjj - a“[ 2

S(t) + e ' - 2 g 2t

Contoh 11

Transformasi Laplace invers dari fungsi

1
F(s) =

(s + 1)(s + 2)
diberikan oleh

gt ;
(s + 1D(s + 2D

_a- I 1 1 2
=% [ s+ 17 t s ¥ 2 ]

1l
I
ml
"
—
0
+ |
[y
beennd
+
Tt
1
-
=
~
73}
o+ [
-
St
W
| S|
+
e'ﬂl
[T
P
n
+ [
[y}
e

2.7. PEHERAPAN TRANSFORMAST LAPLACE UNTUK PERYELESAIAN
PERSAMAAN DIFFERENSIAL BIASA LINEER DENGAN KOEFISIEN
KONSTANTA

Ada dua goclongan persamasan umum vang akan
dibicaraksn, pertama mempunyai bentuk

n di‘Y
T a, 5 e e (18>

1

i=0 dt'L

dengan v = v(t), x =% (t), koefisien-koefisien ai(i = G,

1, ‘.. , n)y merupakan konstanta,

- Syarat-syarat awal untuk persamaan ini dituliskan sebagai
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dky
y | df % . k=0,1, , n-1
dt’ t=0 o
dengan ¥ k nerupakan konstanta.
o -
dLy
Transformasi Laplace daril turunan q adalah :
i . dt .
d'vy L vt i-1-k k
2 [ _ ] = s ¥(s) - & , untuk i > 0..(18)
at k=0
- : _ k.
. . k dy -
dengan Y(s) = & [y(t)] dan ¥y, = = l o,
’ . dt t = o
Maka transformasi Laplace dari persamaan (18) diberikan
oleh :
n .. L—1 . ) )
N [ a, [ s  Y(s) - L_i—k-yok J ] = X(s)....... (20)
L=0 k=o
Dan diperoleh
7 noi-i t-1-k k
X(s) LEL'kEL a, s Ya
Y{s) = - ' + - e (21D
¥ =, s" Y a. 5"
=0 b iL=0 v

Sehingga penyelesaian umum dari persamaan (18) adalah

y(t) = 2 [ Y(s8) ]
n 1—41 '
X(s) E E ai' L—4-k ok
- 2-—1 + iz0 k=0
v a s" = z:l..s.L
L =0 v L=0 e
n -1
[ K ] [ £ £ o8 s
_ -1 -4 izo k=0
= 8 ! ~ . + 2 — :
l- L a, s J T ais"
i=0 . t=0

--------------------

—
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Contoh 12 :

Diberikan sebuzh persamaan differensial

d*y dy '
5 + 3 4t + 2y = U(t) = Tangga Satuan
dt
dengan syarat-syarat awal y(0+) = -1 dan -%%? = 2 dan
t=0 .
v = v(t).

Penyelesaian persamaan differensial 'ini adalah sebagai

berikut
[ 1
] i = = - = = 7 ; =
Diketahui n 2, Ve 1, Yo 2, a, 2, & 3, dan
a = 1. Maka transformasi Laplace dari persamaarn

2

differensial tersebut dengaﬁ menggunakan persamaan (20)
adalah P
2 ¥(s) + 3 [s ¥(s) + 13 + 1 [s” ¥(s) + s - 21 = -= atau

- (sz + 5 - 1)
s

_(s? + 5 - 1)

(s® + 35 + 2) ¥(s)

Y(s3 2
s (s + 3s + 2)

Dengan perluasan pecahan parsial didapat

R 1
I(s) = 55 - T3 T 2 s+

Sehingga penyelesaian persamaan differensialnya adalah

-1

y(t) = 2 [Y{(s)]
_ 1 -4 1 -4 i 1 -4 1
R E R == B
- -%— (1 - 2" =& % , £ >0

Golongan persamaan yang kedua adalah persamaan dengan

koefiéien konstanta délaﬁ bentnk :
" 'di'y' m di'x_ . . . ) )
T oa =¥ b e , (23>

i i L i

izo dt” _ =0 dt



dengan y = ?(t), X =

13

x{t) dan m = n

Transformasi Laplace dari persamaan (23) diberikan oleh
n i i-4 .
P [ a, [ s° Y(s) - L s Lni_kyok ]=
L=0 k=0
m N L—4 .
> [bL [s“ X(s) - & s 'K xz ] .............. (24
i =0 k=0
dkx
dengan X = maka
°© dtk t=0"
m i m it i-1-%k _k
v bt s T n bi S X,
_ i=0 i=0 k=0
Y(s) = ~ . X(s) - - - +
'2 a, s ;Z' a, s
L= 1=0
2l L— 3 .
T ai st—i*k Yz
1=0 k=0
| - - R R RN (25)
- T a., s
=0 v
Sehingga penyelesaian umnum dari perssmaan (23) adalah
- ™m ™ -4 .
¥ b, s £ b, ‘“"“k._xz]
_ -1 iz =0 k=0
Y(t> = &g n . X(S) - n i . +
L at's E aL ] .
L L=0 =0
- n -1 :
i—i-%k _k
¥ % a s v,
— 4 =0 k=D
1A - | {(28)
po a, s
| L=0
Contoh 13 :
Diberikan sebuah persamaan differensial
z : .
d v : _ : _
. _ dx ' :
= +.3 dt-_w+m2ym__ “+_§x et e e £ s e e e it e

dt
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- dengan syarat-syarat awal yz =1, ¥y = 0 dan diberikan

x(t) = éqt

Penyelesaian persamaan differensial ini ditentukan sebagail
berikut

Dari persamaan differensial tersebut diketahui n = 2, a, =

2, a8 =3, a =1, m=1, b =3, b, =1, dan
1 2 o] - A . K
o _  lim —4t g
(o) - L =D -

Dengan menggunaksan persamaan (23) diperoleh

s + 3 1 s + 3 A
T(s) = [ ) + ¥
s + 3s + 2 s+ 4 s %+ 35 + 2 s %+ 38 + 2
selanjutnya dengan teknik perluasan pecahan parsial
didapat , | , ,
- __1'_1'_ - _,_.__5— — ___l___
Y(s) = 57 (v 1) 5 (5+2) 5 (s+4)

3ehingga penyelesaian persamaan differensialnya adalah

1

v(t) = & " [Y(s)]

_ 11 -1 1 _ 5 -1 1 1l g4 1

= 3 % ls-l-l:i 7 s+2] 5 s+4]
_ i1 -t 5 -zt 1 -4t

= 5 5 e 5 °

2.8. PETA KUTUB NOL

Fungsi-fungsi rasional F(s) dapat ditulis kembali

. sebagail
m b. B 7 m
b, & —p— s b, T (s+2)
F(s) = ——=> = = =2 . (27)
T oa s M (s + 2>
=0 - L=0
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polinom pembilang dan suku-suku. s + P, merupakan
Faktor~faktor dari polinom penyebut dan s merupakan
variabel kompleks

Definisi 2.8.1

Harga-harga variabel kompleks s auntuk mana |F(s)l|

(harga mutlak dari F(s)) menjadi nol disebut nol-nol -

dari F(s), vyaitun § = - 2z upntuk i =1, 2, ... , m.
Definisi 2.8.2
Harga-harga variabel ‘kompleks s untuk mana |F(s)|
menjadi tak terhingga disebut kutub-kutub dari F{s),
vaitu s = - p, untuk 1 = 1, 2,:... S0
Contoh 14 |
Misalnya F(s) diberikan oleh

25% - 2s - 4

F(s) =

s+ 55% + 85 + B

yangdapat ditulis kembali

2(s + 1) (5 - 2)

Bs) " i s+ 1+ (s+1-3)
maka F(s) mempunyai nol-nocl berhingga di s =:71_dan s = 2
dan sebuah nol di s = o . F(s) mempunyal kutub-kutub
berhinggé di é = -3, s=-1-3Jdans = -1+ J.

Definisi 2.8.3
Tempat sebuah kutub di bidang -s ditandai sebuah
lambang (x) dan tempat sebuah nol di bidang -s

ditandai oleh sebuah lambang lingkaran keeil (o).

“f”Bidang"s”"yang“”meliputi-~kutubukutubm~dan~~~n0l—nolu~~~~_um

berhingga dari F(s) disebut Peta kutub nol dari F(s).
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Contoh 15 :

Fungsi rasional

22

F(s) = {s +

mempunyai kutub-kutub berhinggahs

= - 1 + j dan nol-nol berhingga s

(s + 1) (s - 2)

3y (s + 1 + j) (s + 1 - 3>
= -3, s =-1-3 dan =
= - 1 dan g = 2.

Peta kutub-nol dari_'FCS} diperlihatkan dalam gambar di

bawah ini.

sumbu jé
E'S jz
N ;
¢
| sumbu o
—*=3 = -1 ® i A 3
i
1
i -
e 4 -3






