BAR II

FUMGST KONTROL DENGAN%MENGGUNAKAN METODE HAMILTONIAN

2.1, Multiplikator Lagrahge

-Untuk menentukan niiai maksimum atauw minimum . pada
titik ekst#im dari sustu: fungsi F(x,y,z) dengan syarat
tambahén G(x,v,2) akanjlebih mudah dengan menggunakan
Hultiplikator Lagrange déripada dengan cara biasa.

Akan ditentukan nilai  ekstrim  fungsi  obyektif

Fi(x,v,2) dimana x, ¥, 2 §harus- nemenuhi syarat tambzhan

atau pembatasan G(x,y,z)z 0.

Syarat tambahan G(x,y,z)?: ) menentukan z sebagai fungsi x
dan v, katakanlah z = f(g}y). |

Jika =z = ka,y) disubstifusikan ke dalam F(x,y,z) berarti
F(x,v,f(x,v)) adalah fungsi dua peubah x daﬁ V.

Dan syafat-nilai ekstrimfédalah turunan parsial pertama

terhadap x dan y adalah ﬁol, vaitu

aF 8F dz

=t 3 3= 0 | (2.1.1)
8F O8F dz _ .
3y + 35 3 - 0 (2.} 2)

ar
dengan 3z :% 0

Dan karena G(x,v,z) 0, maka bérlaku

aG + ac a2z - 0; (2.1.3)

ax 3z 3x
8G . 8¢ a8z _ L :
55 * 52 5 - 0 | (2.1.4)
FiTe)
dengan 3z = .

Dengan mengeliminasikan gﬁ dari (2.1.1) dsan (2.1.3}




diperoleh

8F 8G ar a6 _
5x 9z ~ 8z 9x " (2.1.%)

Dengan mengeliminasikan g% dari (2.1.2) dan (2.1.4)
diperoleh

SF 86  OF 8G _ ‘
9B 26 . X - (2.1.8)

Hasil (2.1.5) dan (2.1.6) dapat diperoleh dengan
Multipliikastor Lagrange; dengan Multiplikator Lagfange
diperoleh dari kombinasi? syarat obyektif dan perkalian
syarat tambahan dengsn suatu faktor pengali A.

Misalkan ¢ = F(x,y,2) + §‘G(x,y,z} dan » suatu konstanta.

- Jika dieliminasikan da}i — dengan memisahkan

8¢ 8¢
Fx dan 3y
%% = 0, maka persamaan (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) dan

{(2.1.4) setara dengan

OF oG aF aG 5F
% TN T

dan G(x,y,z) = 0.

Dan_k inilah vang dinamakan Multiplikator Lagrange.

Dengan nemakai Multiplikator Lagrange ini hanya dapat
ditentnkan koordinat x,y dan =z dari titik ekstrim dan
‘bukan menentukan jenis ekstrim (maksimum atau minimum).
Untuk menentukan Jjenis ekstrim, diperlukan turunan parsial

kedua dari fungsinya sendiri.

Contoh

Bila diketahui kotak berbentuk balok terbuka sebelah atas
dan mémpunyai volume 108 dma, maka dapat diientukan ukuran
panjang, iebar, dan tinggi vang harus diambil agar seluruh

luas kotak minimum.




Penyelesaian ; ‘ 5
Misalkan panjang, 1ébar, dan tinggi balok masing -
masing x, y dan =z, maka volumenya V = xyz = 108, dengan
X, ¥, Z > 0
Dan seluruh luas balok térsebut adalah
L = xy + 2xz + 2yz

Pembatasan V =z xyz - 108 = 0
art, av

(a) Bx + } 3% = (y + 2;) + A(vz) = 0
P 3 |

(b) 5% + 5% = (x + 22) + A(xz) = 0
oL av | ‘

(c) 3z + A Er = (2% + gz) + A{xyy = 0

(d) xyz = 108

Dari (a) dan (b} diperoleh

v + 2=z +fkyz = x +22z + AX=
Yy + Ayz = x + Axz

x(1 + xz)

1

v(1l + xz)
¥y =x | (1)
(1) disubstitusikan ke (c) diperoleh
| (2x + Zx) + xixx) =0
ax + ax® = 0
4 % Ax = 0 (karena x = 0)
4

?\:——-x— (2)

(2) disubstitusikan ke (b) diperoleh : | o

(x +2z) — —%— (xz) = 0
x + 22 - 4z = 0
X = 2z ‘ (3D

(1) dan (3) disubstitusikan ke (d) diperoleh

Qxyz = 108

(22)(22)2 = 108




§4z = 108
22 = 27
z = 3

Jadi penvelesaian dari permasalahan di atas adalah

x =y =6dmn dan z = 3 dm

Z2.2. Persamaan Euler

: : L ‘
Suatu integral berbentuk J = * F(x,%%,t) dt dimana
& .

s ]
F adalah sebuah fungsi déri fungsi x(t), turunan %% - dan
variabel bebas t serta path x(t) terbatas pada to = t =< t1

disebut Fungtional.

Dengan menggunakan Fungtional akan diturunkan Persamaan
Euler (Persamaan Euler —‘Lagrange).

Pandang masalah untuk mendapatkan nilal ekstrim dari

fungsi dengan bentuk
. b ‘
J = f F(y,y',x)‘dx ‘ (2.2.1>

dimana F adalah sSebuah ffungsi yang diberikan oleh v,

;. dy
yS 3x

dan B(b,B) vaitu v(a) = & dan y(b) = 3.

, dan x serta v = y(x) adalah path antara A(az,a)

Dua path demikian diperlihatkan dalam Gambar (2..2.1)
v ‘

-~

!

|

|

i

1

1 y
b X

[+ 1 [

Gambar 2.2.1. Path antara A dan B
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Seperti vang diperlihatkan oleh path y = v(x) vang
memberikan nilai ekstrim%untuk fungsi (2.2.1).

Misalkan C adalah kur?a vang dikehendaki, katakanlah
yo(x) dan Cs adalah sebusah kurva berdekatan dengan Go vang
dibatasi oieh

v (x) = y (%) + en(x) | (2.2.2)

dimana £ adalah paramete% Reci} dan w(x) adalah fungsi

diferensial x. ‘

Dimisalkan n(a) = n(b) ;= 0O vang berarti kedua kurva

bertitik awal di A dan bertitik akhir di B.

Dengan demikian persamaan yg(x) = yo(x) +  enix)

menghasilkﬁn klas dari s%lqruh karva ' C_  vang berdekatan-

dengan C_, tergantung pada nilail =.

Bila nilai € = O menghasilkan kurva Co vang optimal.
Sebagai contoeh Sede%hana, dapat diambil masalah untuk

mendapatkan keluarga kur&a—kurva Ce diantara 2 koordinat,

misalkan (0,0) dani(i,l}; |

Diketahui bahwa kurva optimal C, diberikan oleh
yo(x) - x, D=Ex=1

Dengan memilih n(x) = x(1l-x), maka dapat disusun keluarga.

kurva-kurva C_ yang berdekatan dengan C, vaitu
v (x) = x + ex(1-x}, 0<x=s1

vang diperlihatkan dalam gambar (2.2.2)




(1,15

—_—
>

(0.0 ‘ X

Gambar 2.2.2, Keluarga kurva-kurva C_ untuk £ = -1,0,1,2.

Nilai J untuk path C_ diberikan oleh
b i

J = [ F(y,+en,yy+en’ ,x) dx
Y . | _

dimana y* = dy/dx dan 7' = dn/dx.
Untuk fungsi y(x), J sdalah fungsi parameter £ vyaltu

J = Jd(e).

Syarat untuk mendapatkaninilai ekstrim J adalah %% = 0.

Dengan mengambil £ = O maka persamaan nilai ekstrim J

menjadi %% = 0 untuk s_ﬁ 5 e (2.2.3>
®
. dJ _d : ‘ ;
sehingga 3= = g5 { F(y *en,ypren’ ,x) dx
d ‘ ’ ' ;
= [ a% (Y, +en, ¥, +em ,x) dx = O
=3 : .
Gunakan "The Chain Rule” (deret berantai) untuk
diferensiél parsial
df _ 8F dy | 9F 4y’
de ~ 8y d= ay' de
Earena v = ¥, + £7 _dan; v = y; + en' , maka :

dy _ d ‘ dy' _ d_ o .

- — ¢




a2

Sehingga persamaan diferensial integral di atas ménjadi

b
dJ _ d . .
@ - { G F(yprem.yy+en’ ,x) dx
aJ ° dy dy :
‘d—g = 'é[_- {FY<YD+577,Y;+57?' Jx)az + Fyf (Yo"'e't‘?,Y;“"s??' ,X)a'g:' } dx
b : .
= { nF (Y, +en,y,+em" LX) + 0 F (g e,y +en ,X)} dx
_ 9 _ o
dengan Fy = 3y dan Ey.—‘ay,
Dengan menggunakan syarat nilai ekstrim J vaitu %% =0
untuk £ = 0 diperoleh
b .
{ nFygyo,yo,X)j-F n Fy.(vo,y;,m} dx = 0O
Untuk-sederhananya‘dapat:ditulis I8
o
J mF, + ' F ) dx =0
a .
b b
. + =
{Fy_ dn 2Lfnlrycix. 0
" b d L
nF,. s - {.n % F,e dx +“£ nF, dx = 0
b
n(b)F_, | ~n(a) F .| _ + [nlF -% F,1dx =0
y' Ix%%® y'ix=a e ¥ dx "y’
Rarena n(a) = n(b) = 0 maka persamaan menjadi
b q ‘ 7 o
cj;n[Fy - gz F,eldx = oj (2.2.4)
Ini berlaku untuk setilap fungsi- ) vang dapat

didiferensial n(x) sedemikian sehingga n(a) = n(b) = Q.

Lemma.
Misalkan n(x) adalah sebuah fungsi vang dapat

didiferensial untuk a < x=b>b sedemikian hihgga
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n(a) = n(b) = O.

| : b
Jika f kontinu pada a < x < b dan [ E¢xm(x) dx = O
2 _

untuk setiap n(x), maka £f(x) = 0 pada a = x = b.

Bukti
Dibuktikan dengan kéntradiksi.
Andaikan £f >0 untuk beberapa nilai ¢ dalam [a,b].
"Karena f kontinu, maka f > 0 dalam 'persekitaran o,

katakan [ci,czl dengan a <c, <c e, < b.

0 a = x < ¢,
| Ditentukan fungsi n(x} = { (x—ci)z(x-‘cz)2 c,= x = ¢,
0 c, < X = b

Maka n(x) adalah fungsi yang ~dapat dideferensialkan

dan

<
b

f F(x) n(x) dx = -f f(x).(x~ci)2 (x—cz)z dx > 0

a
i

Terjadi kontradiksiﬁdengan hipotesa dafi lemma ﬁahwa
jbf<x5 n(x) dx = 0. Analog untuk f < O.
a : :

' Sehingga dapat ditarik kesimpulan bahwa £ = 0 pada
[a,b]. |
Akibat lemma ini untuk pérsamaan (2.2.4) adalah

dx
dalam optimal path.

CFy -3 myr =0 ... IR e (2.2.5)

Ini dikenal dengan Persamaan Euler.
Dan harus dipenuhiﬁoleh path v(x) vang menghasilkan

nilai ekstrim fungsi J..

Contoh

1y, Diperoleh kurva y(x) vang menghasilkan nilai
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ekstrim untuk fungsi

s ‘
J = f (2'2 + 1) dx

O

dengan y(0) = ﬂ dan y(l1) = 2

Penyelesaian

Disini F = y‘z } 1 dan dideferensialkan terhadap

y, didapat Fy = 0;
Sehingga Persamhan Euler (2.2.5) menjadi

d _ .
dx Fy' =0 . - : %)

Darl diintegralkan  menjadi F . = A,

dengan A = kongtanta.

Dari F = y'° + 1 dideferensialkan terhadap vy’

diperoleh

Fy, 2y . (k.%)

Dieliminasi da&i ( % ) dan {( ¥.% ) menghasilkan
2y’ = A dan diintegralkan menjadi v = £ Ax + B,

dengan B = konstanta.

Dari y(0) = 1 maka y(0) = é§9 + B

B=1 dan y(1) = 2 , maka y(1)

1 diperocieh

A.1 B
5 + 1 = 2

il

diperoleh A = 2.
Séhingga kurva optimal adalah gaxis lurus

vix) = Eég + 1 = x + 1

seperti diperlihatkan dalam. gambar (2.2,3)

1
s

Q 1 X

Gémbar 2.2.3. Optimal path.
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Dari v(x) = x + 1 dideferensialkan terhadap x

2

diperoleh v’ =1 dan disubstitusikan pada F =y " +1

diperoleh F = (1)%+ 1 = 2, sehingga nilai ekstrim

1
dari J adalah J = f 2 dx = 2 dan init merupakan
Q

nilai minimum untuk J.

Bila terdapat kuiva—kurva diantara titik (0,0)
dah titik (1,1), maka dapat dicari Lkurva vang
mempunyal panjang minimum.

Penyelesaian

Misalkan v = y(x), 0 = x = 1 adalah kurva
diantara (0,0) dan (1,1) dan panjang L ditentukan

oleh
' 4

L=J(+v%
.0

1/2

dx

2 1,2 . '
Integrand F = (1 +.v"7) ‘adalah independen v,
vaitu Fy = 0.

Dari sini Persazamzan Euler menjadi

& F. =0
dan dintefgalkan, diperoleh Fy, = A, dengan
A = konstanta (k)
ﬁan"dari F o= (1 4+ y )t dideferensialkam
terhadap v° menghasilkan |
F,o = v (1 +(y)H™" 6D

Eliminasikan dari (%) dan {*%) diperoleh

i/2

v (1 (v %) = A

*+

dimana tersirat bahwa v suatu konstanta,

katakanlah B, yaitu y° = B ‘ (KKK )
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(k%x%) diintegralkan menjadi v = Bx + C, dimansa
C = konstanta.

‘Earens melalui dua titik (0,0) dan (1,1) maka::

1

y(0)

y(1)

B.O + C = 0 diperclen ©¢ = 0

1

Bll + 0 = 1 diperoleh B

sehingga diperoieh path optimal v = Xx.

2.3. Hamiltonian

Definisi 2.3.1:
Hamiltonian diperoléh dari kombinasi fungsi suatu
masalah meminimalkap persamaan inteéral dan perkalian
fungsi subyek dengan suatu faktor 3pengali. vang

dinamakan variabel adjoin.

Pandang masalah meminimalkan persamaan

T |
Jo= [ T (xu,t) dt | (2.3.1)

[a]

dengan subyek suatun pers?maan diferensial

x = £(x,u,t) (2.3.2)
dan syarat batas x(0) = a , dengan a = konstanta.
Dengan Hulfiplikator Lagrange A, dibentuk fungsi vang

- diperluas :

T .
3% = [ 0f (x,u,t) + ALCE(xu,t) - )] dt
o ; '

L

1l

f + A(F —fi} adalah Ffungsi dua variabel x

Integrand F o

dan u dan didapatkan dua?Persamaan Euler
_ JoS

aF d [(oFy _ %% af . .

ax ~ dt [ax] s Ovaitugpm +h g A0 (2.3.9)
: L 8f

aF d (oF) _ .. % af  _ ‘ :

5o~ T () movaitug® vaGp =0 (2.3.4)
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Bentuk Hamiltonian didefinisikan sebagal berikut
H o= £ (x,u,£) + A £(x,1,t) (2.3.5)

Persamaan (2.3.3) dan (2.3.4) dapat ditulis :

no= - 3 | : (2._3.5)
_ oH ‘
0 = 3u (_2.3.7}

Persamaan-persamaan ini semua vang mengatur optimal path.

Karena diperoleh dua persamaan difereﬁsial order pertama,

maka pada pengintegralén- diperlukan dua’ syarat untuk

memperoleh penyelésaaan ;secara lengkap.

Yang pertaﬁa diberikan ;leh .X(D) = a dan yang kédua

diberikan oleh x(T}» = b étau Jika x tidak ditentukan pada
| BF |

t = T, maka =varat kedué ditentukan oleh — = 0 yaitu

ax
X = 0 pada t = T.
Contoh
Dengan menggunakan metode Hamiltonian, maka dapat
- ditentukan optimél kontrol u vang menghasilkan nilai

- stationer antuk fungsi

1
Jo= f (xz + u?) dt
: ]

dengan
dan x(0) = 1 tetapijx tidak ditentukan pada £t = 1.
Penfeleéaian
Hamilionian‘dari pefsamaan di atas adaiah
| H:x2+u2+7&u

_ ‘ .,
Dengan menggunakan persamaan (2.3.7) yaitu 5% = 0,

. maka;diperoleh
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2u + A = 0

Didiferensialkan terhadap t menjadi

20 + A = 0

A= - 21
Dari persamaan (2.3.8) diperoleh

s dH _
?-~~a—x-—2x

_Dengan mengeliminasi » dari kedua persamaan di atas

diperoleh
-2u = -2x
o= x
Dari i = u dan u = x diperoleh x' = na = x dan dapat
ditulis dZ: — % = 0. Ini merupakan P.D linier homogen

dan pérsamaan karakteristiknya adalah

(D® - 1]x = O

m, = } dan m, = -1
i -t 3 ' .
x = ce + c,e , dengan e, C, = konstanta.

I

¢, (cosh t + sinh ) + ¢ (cosh t - sinh t)
= (ci + cz)cosh g + (c1 - cz)sinh t

dengan A = c, + czjdan B = c, = ¢, adalah konstanta.

3]

Dengan menggunakan syarat Xx 1 pada "t = 0, maks
diperoleh A = 1.

Syarat yang lainnya yaitu A» = 0 pada t = 1 (karena X

tidak ditentukan péda t = 1), maks dari 2u + A = 0,
diperoleh : u = 0 pada t = 1, maka dengan A = 1
diperoleh

u = i = ginh t + B ecosh t

sehingga
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D

%sinh 1 + B cosh 1
B = - tgh 1
Dengan demikian optimal kontrol diberikan oleh

u = - tgh 1l.cosh t + sinh ¢t

2. 4. Bang-Bang Kontrol

Definisi 2.4.%1%
Suatu bentuk kontroi diskontinu yang hanya mempuhyai
nilai maksimanm dan nilai minimum dan tidak mempunyail

- nilai diantara keduanys disebut Bang-bang kontrol.‘

Kontr§1 umumnya kontinh dan tanpa penbatasan dalam

penempatanﬁya pada barisan nilai-nilai kontrol.

Tetépi dalam pemakaian %praktis bentuk kontrol nungkin

disRontinu dan terbatas diantara ‘dua nilai akhir :dari

nilai-nilai kontrol. | |

Sebégai contoh

- Rontreol yang hanya membunyai nilai maksimum dan nilai
minimum yaitu "a-”light switch” (penvambungan kabel
“lampu) adalah kontrol pntﬁk ‘mehilih on atan off dan
tidak diambil nilai diantara keduanya.

- Mengemudikan mobil adélah sebuah kontrol yang dapat
diambil nilai pembatas dintara dua nilai akhir.

Pandang masalah mengemud&kan mobil dari poéisi stasioner

di jalan  menuju posisi stasioner dalam ‘garasi -dengan

menempuh Jjarak total a.: |

Penggunaan kontrol oleﬁ pengemudi adalah gas ‘dan ren

(pengaruh;peralatan laiﬁ dianggap tidak ada).
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Diambil persamaaﬁ gerak mobil sebagal

dzx

dat®

dengan u = u(t) mewakili penggunaan gas atau rem dan X

= u 1 (2.4.1)

adalah jarak perjalanan.
Kontrol u adalah subyek éntara percepatan rendah (maksimum
reh).dan pércepatan tinggi'(maksimum gas) yaitu

~a £ u s | . (2.4.2)
dengan «, 3, adalah.konstanta positip.
Mésalahnya sekarang adaléh meminimalkan penggunaan waktu T

vaitu

T

T = [1dt | (2.4.3)
o

dengah subyek

x(0) = 0, x = (0), x(T) = a, X(T) = O (2.4.4)

Persamaan kontroltydengan syarat batas : - = 1 < 3 dapat
ditulis dengan. variabel yontrol .lain, misal v dengan
v: = (u + a)( - u) (2.4.5)

dan harus memenuhi -a < u = 3.

Hisai variabel state ﬁitﬁlis X, = ‘%X maka :
X, = xz ‘ (274'8>
X, =1 S (2.4.7)

merupakan persamaan diferensial order dua’ dari (2.4.4)
dengan syérat batas
xi(U) =0, XZ(O);= o, xi(T) = a, xz(T) =0

Dibentuk fungsi vang diﬁerluas
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T - T
T = f {l+p;(xz-xi)+pz(u-x2)+u[v2-(u+a)(ﬁ-u)]} dt (2.4.8)
o ) ‘

dengan p,, P dan u adalah Multiplikator Lagrange vang

2)
merupakan gabungan dari masing—masing persamaan-persamaan
(2.4.8),(2.4.7), dan (2.4.5).

Persamaan Euler untuk variabel state x  dan x, serta

variabel kontrol u dan v adalah :

OF d ‘3F ‘: . ’ .
3% — @& \TT—] =0 vyaitu p, =0 (2.4.9)
1 A% :
. . 1 ‘
ar d {aF - . .
A ] =0 yaitu p, = -p, (2.4.10)
2 3% :
) 2 '
aF d fa8F _ . _
g -4 .a—] = 0 vaita p, = R(B-o-2u) (2.4.11)
1
P 4 (oF R '
5% - 1 ? ] = 0 yaitun 2Zuv =0 (2.4.12)
av
Dari (2.4.12) salah satu harus 0 yaitu v = Dfatau poo= 0

atau keduanya 0 vaitu v % 0 dan & = O.

Pertama.ambil “ =0 makaipersamaan (2.4.11) menjadi p, = 0
dan @ersamaan (2.4.10) menjadi p, = 0 sehingga tidak
diteﬁukan jawab persamaan.

Sekarang ambil v = 0 maka persamaan (2.4.5) menjadi.h': 3
atau u = —&. :

Ini merupakan dua nilai ekstrim.

Pada.optimal path disini, percepatan diambil pada nilal
maksimum atan nilai ‘minimum dan tidak pada nilai
diantara keduanya. |

Dari situasi nyata, dalam’ hél_ ini peftéma—tama harus
didapatkan.u =B kemudiaﬁ‘diikuti oleh u = ;d.

Anggap hanya satu switchjdalam kontrol sehingga :
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. 3 0= i < T |
X, = { ‘ (2.4.13)
el . T < t = T ;
switeh ditempatkan pada waktu T.

Dengan mengintegralkan dan menggunakan syérat batas pada

X, maka

. 3t 0=t <7 :
x, = %, = { 3 (2.4.14)
—a(t-T) T <t =T _

diintegralkan lagi dan digunakan syarat batas pada X,
maka .
2 pt? o 0t <7
x ={?; o | (2.4.15)
-5 a(t-T) +a 7 <t =T

Sehingga x, (jarak) dan ﬁz (kecepatan) kontinu pada t =7,
maka didapat
pr = d(T -7

1 .2z _ _ _ 1 .
5 B3t = a 5 a(t ‘F)

a(r - Ty = 2a - pBr°
2 1./2
- 23 - (3t
ome [ BT ]
2 1.2
_ Za - fiT
T=7- [ oo ]
Dengan mengeliminasikan% T kedalam B = (T - 7)o, maka

diperoleh witch waktu

CpT o= (T - 7he --: .
w : 28 -pr® 1r2
e [ [BEE ] )
- A2 98 - pr2 1,2 |
[ [ 2] ]

1.2

1§

[ 2act ar? °
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z _ Zac 3
o= Bz o+ 3
T = [ __2ax ]1/2 3 : (2.4.18)
R NECE D % | | (2.4

Dan waktu akhir adalah :

At = aT - ar
T =atB
a‘
poass [ a1
oo B +3)
_ [ 2a(a + 3y 1Y%
- [ S ] ‘ (2.4.17)
Dan optimal kontrol diberikan oleh :
e 0= t«<T .
11 :‘{ . (2_4_18)
— T < a=T o

Ini diperlihatkan dalam gambar (2.4.1)

Kontrol 0
u :
3
o T T "waktu
_.a ..........

'Gambar 2ed.1, Optimal path.
Terlihat jelas dari gfaﬁik di atas bahwa koﬁtrol mempunyai
swi@th (diskontinu) padé waktu £t = -7 dan : kontrol hanya
mempunyai nilai maksimum dan nilai minimum. Rontrol Jjenis
ini disebut "Bang-bang ﬁontrol“.

Dari (2.4.15) dan (2.4.14) terlihat bahwa untuk 0 5 t £ 7
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x = BTt = Z28x%

i

Dan untuk = < £t = T

xz2 - o‘2(1_' _ T)z

1

[ - % a(t - f)z + 3 ] - {-2a) + Zax

= - x 2 + 2aa

2a(a - X,

Trajektori-trajektori ini digambarkan pada-bidang X, - X,

dalam gambar (2.4.2)

KecepatanT

X
21 ‘
t=T

T > i :
jarak

Gambar 2.4.2. Trajektori.

2.5. Prinsip Pontryagin ;

Dalam. hal ini %Pontryagin Principle (Prinsip
Pontryaginﬁ sering juga‘ disebut HPrinsip SHaksimum-'atau
Prinsip Hinimum Pontryagin. .

Prinsip ini berlaku bils Hamiltonian H  tidak pada
batas-batas dari variabel-variabel kontrolnya.
Pandang masalah‘untuk méndapatkan optimal kontrol u vang

menghasilkan nilai~nilai}ekstrem dari

T . ° B
J = [ f(x,n,t) dt | (2.5.1)
o .

dengan subyek persamaan diferensial
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x, = £ (x,u,t) (i = 1,2,...,n) ‘ (2.5.2)

i
syarat awal x = X, dan syarat akhir pada X,o Xyn oo xq
{(q £ n) dan subyek untuk%u e U (daerah kontrol yang masih
dapat diterima), didefinisikan oleh

D=fn: -a<usp)

Dari persamaan (2.5.1) dan dengan multiplikator Lagrange,

dibentuk fungsi vang diperluas yaitu

» ’T n : - . ’
JT = [ Hf, ¥ Te (f,- x )} dt (2.5.3)
O v=4 : ,
- dengan p, (1 = 1,2,...,n) dikenal sebagai variabel-variabel

adjoin.
Dan definisi Hamiltonian
' N . - . .
H=f +Lpf | (2.5.4)

sehingga persamaan (2.5.3) dapat ditulis

T n .
3= [ (H-xTop.x dt (2.5.5)
o] =4

n

Integrand F = H - § phiiftergantung pada x,‘u-dan t.
i 41

L=

Dibentnk (n + m) persamaan-persamaan Euler valtu

8F d [ 3F ) _ ; -
o 2. J=0o  GElz.om
1 Ki
aH d -
3;1— af(—Pt) 0
- _ . 8H L
bo=- 2 | (2.5.8)

dengan éi dikenal sebagai persamaan-persamaan adjoin dan

aF d ar - s

wmom(Z )= @rnzw
i BuJ !

H_d o =0




 aH _
u =0
i . : ‘ .
untuk setiap uj(j=1,2,..ﬂ,m) dalam daerah kontrol vang

dapat diterima. Dan dengan menganggap gsyarat-svarat batas
x, adalah khusu pada t =T untuk 1 = 1,2,...,9 (£ n)
bersrti x, (0) (i=1,1,3,...,n) dan x,(T) <(1=1,2,...,@)

adalah khusus dan nilai-nilai vang tersisa yvaitu

qu(T), ..:,xn(T) adalah?bebas sehingga
°F . g (k =q+ 1, ..., n) pada t = T
ax ' ‘
k
maksa

pk(T) = 0 antuk X, ﬁidak khusus pada t = T vang mana

dikenal sebagai syarat; transversality. Sehingga dapat

ditentukan bahwa bada% optimal kontrol H diminimalkan

22 L'lm.

terhadap variabel-variabel kontrol 4, u
Ini dikenal sebagai Ponﬁryagin Minimuam Prinéiple (Prinsip

Minimum Pontryagin).

Contoh

Pandang masalah untuk meminimalkan

T
J={14dt
' o

dan subyek adalah

X = X
i 2
X = u
2
dengan .
- %2 u =270

dan

ﬁxi(O) = xz(U) é 0
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xi(T) = a
xz(T)l: 0 |
'Dengaﬁ pengantar variabel-variebel adjoin P, dan P,
Hamiltonian diberikan oleh
H=1+ P,X, +§pzu
-Pisini meminimalkan H terhadap u dengan u € U=[-a,{3]
daerah kontrol yang masih dapat diterima.
Rarena H linier dalém u, Jelas bahwa minimum padsa
batas daerah kontr§1 vaitu pada salah satu dari
B = -a atauy 1 = 3.
Optimal kontrol ini dapat ditulis sebagai
-t jika‘pz > 0
n = j
3 jika p, < O

‘Hal ini diperlihatkan dalam gambar (2.5.1)

; | i
: ‘ 1

e

|
|
: |
' ; l
—& 1 3
Gambar 2.5.1. Keadaan P2)> 0

W
jw}

2.6. Model Persamaan yang Digunakan

1. Present value (PV ) atau nilai sekarang

.Jdika diketahui nilai suatu barang 1 tahﬁn vang akan
datang adalah U dengan sﬁku bungsa per tahun:S maka dapat
ditentukan nilai sekaraﬁg barang tersebuf lyang setéra,
vaitn

U, = PV(1 + &)

i
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Untuk 1 tahun lagi diperoleh

o
H

U, (1 + &) = PV(1 + 8)(1 + &) = PV(L + 532

Untuk n = t tahun yang agén datang, maka diperoleh rumﬁs

U = PV(1 + &) ‘ ‘

Hal ini berlaku untuk éuku bunga vyang dibayarkan . per
tahuan.

Bila suku bunga dibayarkén setiap 6 bulan sekali, maka

" diperoleh
_ &
Ui/z = BV(1 + 2 )
- & =2
Ui = PV(l + z h]

Sehingga pada n = t tahuh diperoleh :

U, = BPV(L + 57 A (%)

0| G

Dan bila suku bungsa diba&arkan m kali dalém‘ setahun maka

rupus (¥) menjadi

__: & mt . :
U, = PVCL + 2O | e
Apabila m mendekati tsak hingga, (1 + %}mt akan mendekati
eCSt atan lim (1 + % )mF = ecSt

mn—>

Bukti

Dengan deret Taylor akan dideretkan e. -

Misalkan £(x) = e” j maka f(0) =1
dideferensialkan

F(x) = ¢° maka f£°(0) = 1

f"(x) = e maka f£"(0) = 1

1 ‘ ‘ 1

1 | |

i 3 '

f7(x) = &  maka £ (0) = 1
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Haka diperoleh

¢ . 1.x , 1.x° x|
(x) = e = + =T + 5T + ... *+ =3
Untuk x = 1 diperoleh :

e =1+ 1+ —%Ti+ —%T + ...+ —%T

DenganfBinomium Newton, dideretkan (1 + % 3 yaituﬁ:

i gm n )1 m Y1 w1
S S T
- m ‘ m
_ 1 om! m! L1 m! 1
=1+% (m-1)! t AT (w2 *ar
=1+ 1+ 271 + (m—l)(S—Z) + P
;'.m 3' m ]Ilm
Maka
m .
lim {1 + l] = lim [141+2%l ploodm=2) l—}
m ‘ Z2im 2 m
m——>c0 mn—>m 3! m m

2
1 i] + lim [m —3m+3]

]
-
+
-
+
Lol .
o
(=

ol

|
l

m—> 2 z n— =~ 3! mz
4+ ...+ lim —
f n——0 m
= 1+ 1+ %T +_%T + %T o+ 0

Karena hasil penderetan kedua persamaan sama, maka

e = 1lim [1 +31}

n—»00

. : eamt
s mti Ln [ 'im [1 + é] ]
lin [1 + —} = e 1500 "

m——>0

'Sehingga untuk m . mendekati tak hingga, persamaan
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(%%) menjadi

B = PV ' = PV = Ue "

Supaya PV berlaku untuk setiap satuan waktu t . maka

persamaan PV = Ueﬂé? menjadi ggg = Ue_ét

diintegralkan menjadi
PV = I et U 4t

Untuk satvuan waktu ft dalam interval  waktu [0,T],

dPY _ -6

persamaan = Ue 7 menjadi

Ini disebut Integrai Welfare vang sering dinotasikan

dengan W, yaitn

* .,
W = f U e St dt
. (@]

2. Model Verhuldt

Misalkan

1t

X banyaknya populasi.

K

tingkat Jjenuh populasi yaitn .bétas maksimumn
pbpulasi bisa hidup lavak.

Sehingga tingkat"pbﬁulasi x dalam interval [D,K]
vaitn 0 £ x = K. | |

diperoleh

. Dengan penggandaan ' kedua ruas dengaq %
X . : < 3 _ X
g = 1 vyaitun 0O = 1 z -

Misalkan F(x) adalah tingkat pertumbuhan populasi.
Karena tidak ada populasi maka tidak ada pertumbuhan

populs=si. Sehingga tinghkat pertumbuhan populasi pada
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x = 0 adalah F(x) = O.
Karena K batas maksimum x maka x tidak mungkin lebih

besar dari K sehingéa tingkat pertumbuhan pobulasi

pada x = K adalah F(E) = 0

~Jadi antuk x = 0 ; F(O0) = 0 maka F(O) bid

[H

X

K ; F(K) = 0 maka F(K) = 1 - %
Karena F¢O) dan F(K) berlaku pada F(x), maka F(05 dan

CF(RD merupakan pembagi dari F(x), vaitu
F(x) = x(1 — K>

Karena tingkat peréumbuhan populasi ‘tidak munékin
negatif dan dari pe%samaan F(x) = x(l-‘%), maka dapat
disusun keluarga kuﬁva—knrva dari persamaan teréébut
yaitu |

F(x) = vx{(1 — %) ,dgngan r = konétanta pasitip-

vang biasanysa disebﬁt Hodel Verhulst.

3. Persamaan Gerak Roketf

Misaikan sﬁatu;rékbt bermassa m diluncurkan dengan
kecepétan v, malka roket tersebut merupakan momentum
vang besarnya berBanding lurus dengan massa dan
kéoepatéﬁ benda ter#ebuf, yaitu

P =m.v
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®
Gambar 2.6.1. Arah Kecepatan Roket

Dari gambar térlihat‘bahwa

v = kecepatan naik dari reket

o) kecepatan dbrongan ke bawah
dengan v = -¢ vaitu kecepatan v dan keoépatn c adaiah
sama dengan arah berlawanan.
Menurut Hukum Newton‘II
F =m.a

dengan

F

gaya yang békerjé pada benda

m = massa benda

a = peicepatan vang ditimbulkannya.
- Dari a = %-maka Hukum Newton II menjadij:
F=mna=m. % = % - F = %
didiferensialkan menjadi
dF = 3

~ Pandang kecepatan naik dari roket




Gambar 2.6.2. Kecepatan naik dardi Roket

v v
Yo — — —— — — - — —-

Yo ——

v
: x

v merupakan resultan dari vx=dan v

'dengan=

ﬁx = kecepatan horisﬁntal vang merupakan‘gerak
beraturan. ‘

vy = kecepatan vertigal vang merupakah gerak

berubah beraturan.
3ehingga v berubah per satuan waktu.

Dengan menganggap m tetap maka :

dP _ dmv _ dv

_ dt - dt T dt

- Pandang kecepatan dorongan ke bawah
. __w__-ﬂV§ _

dF =

C

Rarena dalam pembakaran konstan maka kecepatn

30

lurus

lurus

Gambar 2.6.3.Kecepatan dorong ﬁotor Roket

dorong

pada roket konstan dan terjadi pernbahan massa roket

dengan:berkurangnya Bahan bakar maka perubahan gaya

_ dP _ d(em) _ _ dm
df = 3¢ = =gz "~ ° &t

Menurut Hukum NewtoanII

Gaya aksi = - Gaya reaksi
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n Q¥ o _ o dm
dt = dt
dv _ _c dnm
dt 7 m dt
- &
= = I
_ _dm
dengan.ﬁ = 3t
Ma
\!

Gambar 2.6.4. Kecepatan 7
Maka vg = v pos ¢ |

Vy = v sin ¢ - gt
didiferensialkan terhadap t diperoleh

d,vx_dv

at -a-fcos¢>

dv :

ﬁing“%sinfi’Tg
dengan:substitusi gii: 2 3 diperoleh

_ dt o

dv

g = 5 oos ¢

dv |

- caosine -&

Earena gaya yang bekérja pada roket lebih dari satu
naka Hukum Newton}II;menjadi v F = na

- Untuk gaya sejajar sumbu X

: i : . dv
PN Fx =ma — mA =m I
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- Untuk gaya sejajarzsumbu v

| dv
_ o - ¥
o Fy = ma —> gA BE L

Maka persamaan gerak éoket adalah

dv _
mor S mA + Fext

dengan v = (Vx,Vy}
F, .. = (0,-mg) |
A = percepatan dorongan oleh motor roket.

Dari gaya arah horisontal.

dv

m gy = mA + Fx
= mA + 0
dv _
3t = A

Elo
2

Maka besar A adalah [A[ =






