BAB II
TEORI PENUNJANG

2.1 MATRIK
Matrik mempunyai peran yang sangat penting dalsam
penyelesaisn progam kwadratik konvek dengan menggunakan
metode Wolfe's ini, sebelum melangkah pada materi

pokoknya terlebih dahulu dibshas tentang matrik sebagai

teori penunjang.

Definisi 1

Matrik adalah himpunan skalar (bilangan
riil msupun komplek) vang disusun Secara
empat persegl panjang, menurut baris-baris
dan kolom-kolom.

sehingga dapat ditulis

8‘11 aiz ““““ a:ln 1
a,, By veesees &2ﬁ
A=
8.31 8.32 ....... amn
Loy ]
n -~

matrik tersebut terdiri dari m baris dan n

kolom, B, adalah elemen matriks baris ke i

kolom ke j.dimana : i = 1,2,3......... n

| 1,2,3. 000 ns n
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Definigi 2

Matrik bujur sangkar adalah matrik vang

mempunyai jumlah baris dan kolom samsa. jadi




Definisi 3

berdasar definisi 1 mska m = n. Jjika banvak-
nya baris sama dengan banyaknya kolom atau

menurnt definisi (1) maks m = n.

Diagonal ntama suatu matriks bujnrsangkar

adalah elemen au dimans i+ = i

sehingga dapat ditulis

Definisi &

Definisi 6

A =
L. -
. S -
diagonal ultama
Minor CMLj dari elemen 'a..Lj . adalah

determinan suatu matrik A vang dihilangksan

baris kel dan kolom ke J.

Kofaktor (AH} dari elemen 8y adalah

Determinan sﬁatu matrik bujur sangksr A ber-
ordo n adalah jumlah semua n! hasil kali
bertands dari elemen-elemen matrik A.

Dengan kata lain

Det(A)Y = |A| =T p (jl’jZ"‘jn)‘alji"‘anjn




dimana

Definigl 7

Definisi 8

Definisi 3

Definisi 10

.J-J"- - L | ER Y - -S t i
P (31 Jas Jn) 15,0 %252 anjndl ebg hasil
4ali hertandsa dari n elemen a.. ;8mzy-8_+ .
1j1’ 7232 ngn
n! merupskan banyaknya permutasi. Sedangkan
permutasi adalah barisan bilangan berurntan

>

P ...»d,) dimana berlaka 3, = 3y

antuk 1 # k (i dan k = 1,2,...n) sertas ji ' B
adalsh sslah satn dari bilangan 2511

{1,2,...07.

A = (aij) matrik mxn , maka tranpose msatrik
A =dalsh AT nmerukuran nxm vang didapst dari

A dengsn menulisksn baris ke-i dari A, 1 =

. . . T
1,2, ..., n, sebagai kolom ke-i dari A .
. T '
Dengan ksta lain A = (aji} ]
Matrik simetrik adalah matrik vang i

tranposenys adalah dirinya sendiri, dengan

. . T
kata lzin bila & = A alisu 2= aﬁuntuk

semua i dan J

Matrik A dikstakan definite positif Jika

harga | A | > 0.

Matrik A dik a takan semi definite positif N

jika harga | A | Z 0. B P

|




2.2 YEXTOR

Vektor adalah suatu besarsn yang mempunyal besar : %E'

dan sarah. Vektor digambarkan sebagai segmen g8ris

berarah, panjang segmen garis menyatakan besar vektor

sedsngkan arah garis menyatakan arah vektor. Vektor u
diberi notasi u |

Definisi 11

Himpunan m buah vektor {ﬁl,ﬁz....ﬁm} di '
katakan bergantung linier (linearly
dependent) bila terdapat skalar Xl,hz....hm

vang tidak semua nol sedemikian hinggea

berlaku

Definisi 12

Himpunan m buah vektor {61’62“"am} di
katakan bebas linier (linearly independent)
bila terdaspat skalar kl’kz’“"‘- ......... Km
sedemikian sehingga berlaku
hlul + lzuz + h3 ....... Arua =0
) ‘ hanva dipenuhi jika
kl,kz, ....... » =0

Definisi 13

guatu vektor V dikatakan rombinasi linear

dari vekto; {ul,gz, ....... um} bila terdapat
skalsar » sehingga berlaku :

18y * Agup




Teorema 1. :

Bukti :

¢ =)

coﬁtoh
a = [2,1,2], b = [1,0,31, ¢ = [3,1,5]
a merupskan kombinasi linier dari b

dan ¢ jika memenuhi

(z,1,2] = » [1,8,31 + » [3,1,5]

atau
2 = x1+ SKZ ................ {1
1 = ?\.l-}- 37\.2 ................ (25
2 = A1+ 3%2 ................ (3>

‘dari eliminasi persamaan (1) dan (2)
diperoleh : klz -1 dan Kzz i
disubtisusikan ke persamsan (3) maka
2 =3.-1+35.1
2 = 2 (hargs A memenuhi)
persamaan yang dikehendaki adalah
a=b+c¢ Jjadi a kombinasi linier

dari b dan c¢.

Jika m ( m*l ) vektor {ul,uz ....... um} ber-
gantung linier bila hanya bils terdapat
paling sedikit satu vektor dapat ditulls
sebsgai kohbinasi linier dari vektor

lainnva.

Karensa {ﬁl,ﬁz....ﬁm} bergantung linier maksa

paling sedikit diantara skalar {kl,lz,..hm}




‘tidak nol, misslnya KP sehingda berlaku

¥ = hlul + Kzuz e kmum
A T T ALUs F Al ot e A u
PuP 11].1 Zuz P—lup_j_
+ u =
+ +1....... A
p+l p+1l om
karens lp = 0, maks
S M2 Pp-1
u = = u, - [ -
P A 1 A2 X p-l
o P P
Mo . ]
- + . - u
X p+l X n
P n
= f.llul + Mol Fooa e ‘up—lup—l
+“p+1up+1 ........ + “mum

Jadi ap kombinasi linier dari  vektor

selebihnysa.

Hisal ﬁp sdalah kombinasi linier dari

himpunan vektor {ul,u2 ........ um},maka
a_= u p NPt DR u
up Klul + 2u2 ...... lp-lup—l
A u }L
+ p+1up+l .......... o

jika u, pindah ruas maka
klul + KEHZ + kp—lup-lﬂ ] n'm
jelas harga A = O sehbab Kp= -1

jadi m vektor bergantung linier.
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Teorems 2

Bukti :

linier dari {ul,u2 ............ um}
Karena {ﬁl,ﬁz.r.ﬁm,G} bergantung linier
_ makg klul + hzuz +,..... kmum+ lm+1v = { ter-

Jika m ( m>1 } wvektor {ul,u2 ..... e o

dan m+1 vektor-vektor {ﬁl,ﬁz ......... u_,v}

bergsntung linier, maks v adalah kombinasi

dapat Ki# 0, dalam hsl ini A 0, sebab

=
m+1

bila tidak demikian akan terjadi kontra-

diksi vaitu 11# 0 adalzsh diantara i=1,2...m

vang mana,

klul + kzuz . A u=0.v
hlul + hzuz e Kmum = 0 berakibat i
{ul,u2 ............ um} bergantung linier é
maka bila Km+16 pindah ruas diperoleh : :
hlul + Rzuz +....lmum= _Xm+1 karensa Am+1# 0
maka
N Kl _ >L2 _ Rm _
v = - u, - u, . n
1 2 m

m+l 7km.+1 lm+1

v = Hquy + Holg ool +up_1up_1

Jadi v kombinasi linier dari {61,62\...%}
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2.3 KOMBINASI, HIMPUNAN DAN FUNGSI KONVEK

Jika x; (i = 1,2,....p) adalah titik-titik di R™

o]

P
dan x = . a.%., 8.2 0 dan ¥ a. = 1, maks x dinamakan
i=p t bt i=1 * |

kombinasi konvek‘ dari X: . E = RU disebut himpunan

konvek jika sstisp dus titik Xy, X5 = K maka setiap

kombinasi konvek dari x, dasn x

1 herada dalam K.

2
Pefinisi 18

1

Himpunan titik K disebut konvek Jika untuk

setiap dua titik x, dan x, € K dapat di- -
% . . |

temnkan ¥ € K sedemikian hingga berlaku:
Y xg + (1-R) x,,

dimensa: » 0 £ X £°1 dan x; = X,

Definisi 17
Snatn fungsi F (x) = ( xl,xz,...:..xn ),
Rn = ruéng berdimensi n dan x = R% adalah

fungsi konvek € K jika untuk setiap dua

Litik Xy &g akan berlaku:

F o(rxx, + (1-2% x.) < » F(z

1 % 3 ) |
dimans : 0 = A £ 1 dan X, = %, %
Teorema 3 “-
Jika Q (x) = P ¥+ ¥¢ X berada dalam N

himpunan konvek K dan C sdalsh matrik semi

definit positif maks Q (2} sdslsh konvek,

Matrik C adalah sewml definit peo=itif, maka

menurut definisi 10, |C| z 0, sehingga




AP X+ XTCx =2 PX+xTC%, 00251
ambil Xl’XE = K, maks

AMICK, )+ (1A 4 (£

T

. T, T, T .
= A (P £l+ch Xl) + (1-»} (P X2 + Xg C Kz)

T

= % PTE 4 (13 PRyt WKL C (A N 4

(X;-X,07C Xy +(X,=%,07C (X-X,) + X,

<

e X2

z MPTR (1) BTRpen X O (XX

B
T

5
2J

Y, e T 3, 2.5 T kY
SN S ISURD SRS HS M RNC S 3

171

+ X, C X,

1l

A PTR (1N BT, 4 M(X -X 04K,

HRNO S COTID o5 S

PT(AMK +(1-2)%, )+ (MK +(1-2)X )1 7C
jadi A QCAY + (1-A) Q(X,) = ACA A +(1-0) Q(X,)
sehingga

Q(hxl+(1—k} X? £ h R](XE + (l—K}Q(K9} menpurnt

17
definisi 12 maka Q(x) konvek.

Befinisi 18 : - -

Suatu fungsi F(x) = (x,,%,...X_)
R ruang berdimensi n dan x € R  adslsh

funegsi konkafl jikas unntuak setiap X %, € K. :

B +(1-M0x,) = Af(x,) + (1-X)E(x,)

1

dimanza @ 0 = A = 1 dan xl = x2

13




Teorems 4

Bukti :

Teorema 5

Bukti

Definisi 18

Jika F(x) fungsi konkaf dalam himpunan

konvek K maka -f(x) adalsh fungsi konvek.

Ambil X X, € 4
f(x) fungsi konkaf dalam hmpunan konvek K

maka menurnt definisi 13 berlaku
f(hxi+(1—h)x2) zZ AE(x; )+ (1-23E(x,)
—{f(Kx£+(1—K)xz = Kf(xi) + (1-x} f(xz)

-{ f(x) dimana f(x) konvek }

terbukti -f£(x) :konvek.

Jika f(x) Tfungsi kbnvek dalsm himpunan

konvek K maka -£(x) adalah fungsi konkaf.

Ambil XX, € K

f(x) Ffungsi konvek dalam hmpunan -konvek K

maks menurut definisi 12 berlaku
f(KX{+(1“K)X2} = Kf(xi) + (1~k)f(xz)
~EEQA H(L-RDR, Z (XD + (122 £(x,)

-{ f(x) dimsna F(x) konkaf 1

terbukti -F(x) :konkaf.

Fungsi linier adalsh fungsi konvek vang

sekaligus fungsi konkaf.
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2.4 Program Kwadratik Konvek

Bentuk umum :

Heminimalkan

G(x) = g (xl, Koo ovos .........xn)
A
= > 2L+ B N i - R )
Cogg®gt o3 “infn 1 %1
+ + Gt e e + ).
( egy¥gt Cagt, on¥n 7 ¥2
. k 1
[ k/'
P
- \!f‘ q/
+ { o .x,+ C 4/ ........... coox) xo
171 n2z nn n n
dengan kendslsa linier
= o= oa + U T 2 b,
gy (X0 .= ay,X+ 8%, &%, = By
‘ - & + e + x =
8y (X) = 89 x4+ 85X, Bon¥y = Po
=z b T VO SR T R + =
gp (X3 = Bp X4F & Xo*. Zun¥n = Pp
Kl’ xz, ..... ‘Xn = 0

bentuk di atas mengslami perluasan vaita berbentnk

G(X) = PyXy F PoXg. oo, P X,
+ { + R N i o x X
L cllxl 012 1 N 1
4
(G Xyt Coote ey X ) XZ
( F O T + x
+ £ pf‘lxl n2 arn } .




dengan kendala linier

g4 (x» = aq ¥yt BoXoF it *oag K, T bl-

g5 (x> = Boq¥qt BoRot. e e, * oA X T b2

gm {x}y = & 121+ a x2+ .......... + & n¥n = bm
. o

X4 Xy wvoeenn X Z 0

sistem di atas dapat disajikan dalam bentuk matrik
@ (xy = P’X + XC X
dengan 4endal=za

A,(x}, = (aX - b

g
L =90
dimsna
P = matrik ukuran n X i
X = matrik nkuran n x 1
C = matrik ukuran n x n, | C | = O
T

P = tranpose matrik P

¥ = tranpose mabtrik X

contoh
Minimalkan
8 (x) = 1/2 x2 + 1/2 X2 - x. - 2x. dspat dituliskan
1 2 1 2
Xy i/2 0
( -1 -2 + ( Xy X} e
X, S B R V5
pT X " el C X

18




2.5 KONDIST .KUHN - TUCKER

Definisi 19
Fungsi f(x) dikatakan memiliki minimsl
1oka1‘pada titik ﬁ djiks terdapst sebuah
selang vang berpusat di x* sedemikian
hingga f(i} = f(x}. dalam selsnz dimansa
fungsinya'didefinisikan.

Definisi 20
Fungsi f(x) dikataksan memiliki minimsl
global di titik ¥ jika £(¥) < F(x)} untuk
setiaﬁ X pada fungsi vang didefinisikan.

Definisi 21
Suatu mazsalah pengoptimalan dikatakan me-
menuhi kondisi Kuhn-Tucker untuk :minimal

lokal jika memenuhi svyarat

Qx>
K =g, x=z20
ax .
J
o x>
ko, e =0 , 3= 1,2....n
J 8%

conton
Minimalkan
Q (x) = 1/2 x5 + 1/2 x5 - x, - x

dengan kendalsa

gI(X) = 2x1 + 3x2 <5

vy = =
g2<“’ X4 + 4x2 5
xlk a3, x2 =

17




® =0, xlz g
a
Xy
-1 4+ Xy = O (1)
[ ea(x) }
* X =3 |,
1 6x1
xl( -1 4 Xl} L (2)
g (x)
K _ zZ 0, x,20
dle
-2 + X e (3>
Q%)
* x, =0 |,
1 éxl
xz( -2 + xz) T ) (4>

pada (2) diperoleh Xy = 0 atan Xy = 1
pads {4 dipercleh Xg = 0 ataun Xo = z
dari (2) dan (4) diperoleh titik-titik (0,0),
(0,23, (1?0}, (1,2}‘d§ri titik diatas vang
memenuhi (1) dan (3) adalah titik (1,2) maka

X 1 dan Xy = 2 adalah minimal lokal.

1 =
Kondisi Xuhn-Tucker untuk sustu. wminimal global
dapat ditemukan apabila program disajikan dslam bentuk

lagrange.

18




Fungsi lasgrange untuk penyvelesaian permasalahan IT
dengan menggunakan Metode Wolfe's dapat dituliskan se-

bagai berikut

n .

$ (x,u) = 8(x)Y + T u,.g.{x>
. i-=4
i=1

& (x,u) = Q(x) + U (4X - b)

dimana

uy = penggands lagrange

(2 = 1,2...... m )

Q(KS = fungsi obyektif
gi(x)= kendala linier
contoh
Minimalkan
Q (x) = 1/2 x5 + 1/2 x

dengan XKendala

g9(x) =Xy + 4x2 = 3

fungsi: legrange

‘ 2
& (x,1) = 1/2 x5 + 1/2 x2 + u,(2x

1

u2<x1.+ 4x2 - 53

+

Fungsi lagrsnge ini merupakan Lkarakteristik  dari
renvelessian dengan menggunakan Metode Wolfe'si
Definisi 22 )

Suatu‘masalah pengoptimalan dikatakan e —

menuhi kondisi RKuhn-Tucker untnk minimsl

"global jiks memenuhi svysrat

i8




X =0, x.= 0
ox. -9
J
'ﬁ<X,U)
* x - =0 , J=1,2 n
J 5
J
g% (x,u)
* =0, v, 2 0
du. X
i
2(x,u)
* 1 =0 , 3=1,2 n
. du.
i
dimana
xj = varisbel pada fungsi kendala
U, = variasbel yvang tak ads pada fungsi

kendala
2.5 Metode Simplek Dantzig
Metode vang paling penting dalam penyelesaian.

program linier sdalsh metode aimplek Danzig, vang dapat

dijelaskan secara singkat sebagail berikut : BRE

Meminimalkan
L (XY = PTX e iee it (1)
dengan kendals |
CAX = b ... (2
X Z 0 et e (3)

dimana

A adalah metrik m x n, m < n

20




Assumsikan‘bahwa A mempunyai rank baris penuh r = m
maka pada persamaan (2) sedikitnya satu dari variabel
 perssmaan itu adalsh kombinasi linier dari yang lainnys
denéan demikian persamaan (2) dapat dipecah untuk = pada
n variabel X dengan memberilindek sehingga X4 sampai X
dan variabel m ini dianggap sebagai fungsi liﬁier dari

sisa n - m, maka diperoleh
n—m

5% dho ¥, Z Fhk ok’

h=1,2...... om, .. (4)

disubtitusikan ke persamasan (1) diperoleh :

n-m
L = ao+g§ T A (5)
dimana
n-m
&= k§ Ph'dh'o
n-m
%= Posk - I Frodnk

| Harga—harga pada varisbel Xy dan fungsi obyekiif
1L, dijelaskan oleh harga-harda ‘pada varisbel X .-
Sebuah penyelesalan persamasn (2) dimana. variabel
xm+khilang dinemskan solusi dasar. Variabel-variabel
Xy dan fungsi cobyektif L mempunyal harga dho dan &
antuk Solusi‘dasér. Jika dy = 0, variabel tak bebasnvysa
tidak negatif, vang menghubunghkannya dengan solusi dasar
adalah terbatas juga untuk (3). Hal ini dapat terlihat
pada (2) dan (3> meppunyai solusi awal yang terbatas
jika (2) dan (3} mempunysi solusi terbatas. Variabel

‘bebas vang terdapat pada solusi dasar dinamakan variabel

21




dasar. Solusi désar dikatakan non dedenerete jika dho> 0
hal ini, bila semua variabel dasar semuanya positip.
Jika dissumsikan bagian dari variabel bebﬁs dapat
dipilih didalam satu cars dan himpunan dari solusi dasar
adslah terbatas dan non degdenerete, maks dapat dimulai
nembust tabel‘simplek dengan menuliskan pefsamaan (4>

dan (5) bentuk tabel simplek sebagal berikufl

1 EPPERETEEEREER S I Xn
Xy dy g dll ............ dlko ............ dl,n—m
Xp o dho dhl ............ dhoko ............ dh,n—m
X dmc ‘dml ............ dopgrrrrrrr dm,nwm
L e dlf .............. Qg mmrrrnnrr & _n

Garis dobel menunjukkan harga-harga variabel dasar
dan fungsi obyektif ditunjukkan pada X ik Ads ﬁiga
kasus vang perlu diperhatikan yvang mungkin terjadi pads.
penggunaan simplek dentzig ini, yaitu |

Kasus 1 Py Z 0 untuk semua k

Dikatskan solusi dasar optimal karena X ...

beberaps penambahsn dari variabel bebas,

22




menghilangkan variabel xm+k(oleh (3) sebuah
pengurangan adalah hal yang tidak mungkin) tidak
dapat menurunkan harga L karensa koefisieh aknon
negatif., selanjutnya minimum L dengan kondisi (2>
dan (3) dapat dicapai. |

Kasus II : akoz 0 untuk paling sedikit k;z ko dan
> 0 untuk semua h.

hko
Dalsm kasus ini hargs L dapat ~diknrangi

d

tanpa mengsbaiksn keterbatasan daril X = 0. Sebagai
contoh, Jjiks variabel tak bebas, menghilangkan

variabel x o diperbolehkan mengalami penambahan,

m+k
dan pads saat yang sama variabel tak bebas lainnysa
ijuga hilang secaras kontinvu, maka L akn turun
monoton karensa ak ¢ . Walaupun, karena dhko = 0,

varisbel-varisbel bebas tidak dapat diturunkan, dsan

kondisi (3) dipenuhi. Diperoleh proses optimsl

Xtk - 0, k= ko

SN Ao, (> 0

%h = dho o dhko’
maks L = e + M & T =

Rasus IIT : @ < 0 untuk sedikitnya satu k dan satu
h untuk setisp K

Dalam kasus ini dapst dibuat elemen pivol vang

menyebabkan terdspat solusi dasar vang baru dengan

harga L Vaﬁg‘lebih kecil. elemen pivot dapat.dibuaﬁ

dengan ketentuan sebagail berikut

23




d d
hoo ho
ambil ey, < 0 = min untuk semua h
{d | ldy o]
hoko hko
dengan dhko < 0 , pertemuan anitarsa

‘kolom dan baris diambil sebagai elemen

pivot maks akan didapat harga sebagai

berikut
'k ox 7 = %y h = ho
* *ho = *n+ko
* X +k = xn+k » k¥
*ox +ko = *ho
_ 1
* hoko = d
hoko

dyko

*dhko T 7 ’
hoko
dpok
Fdpok T d.
hoko
Fody T 4 T ypee
= Gk * koo

ako

¥ a7 =
ko
“hoke

24

ko
h = 1,2 ......... i
, k =0,1,2..... ,n-m
dhok
dhoko
d ok




dy ok
S 3
hoko
=% T % 90k
1 xm+l ........... S R R II xn
X, o | iy e LA ' em
X ol Ay | Ay e L 4 nem
X deoldr A 4 m
L o) ai .............. aﬁo ............. aﬁ~m
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