.BAB II

TECGRI PENUNJIANG

2.1. PENGERTIAN GRAEH

Suatu graph szf,E) terdiri dari himpunan terbatas
vang tidak kosong V:{Qi,vz,....,vn} vang disebut
titik~titik (vertex) dan himpunan lain E={e .e,......e_ t
vang disebut garis—garis (edge). Masing-masinz garis e,
ditentukan oleh sepésang'titik (vinﬁ).

Contoh

Go.2.1.1.

Graph G=(V,E) denzan S titik vyaizu v =

[ed}

{vi,vz,va,y4,v5} dan garis vaitu E

Garis yang ditentukan cleh satu titik disebult locop
Contohnya e, pada gémbar 2.1.1.
Apabila dua titik dapat dihubungkan lebih dari satu garis,

disebut garis paralel. Contohnya g, dan e, 3 2, dan e

<
wi
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pada Gb.2.1.1. Banyaknya titik dalam suatu graph disebut

crder. Jadi Gb.2_1.1éadalah graph dengan order 3.

DEFINIST 2.1.1.

Suatu graph dikétakan graph sederhana (simple graph)
jika tidak mempﬁnyai lcop dan garis parslel. )

Contoh.

Gh.2.1.2. Graph sederhana dengan 8 titik.

Dalam gambar g%aph ‘bentuk garis (lengkung maapun
rlurus} dan panjang peﬁdeknya‘tidak menentukan apakah dua
graph sama atau tidak. Tetapi vyang utama' adalah sifat

insiden diantarsa garis—garis dan titik-titiknvysa.

DEFINISI 2.1.2.
Suatu garis ekzﬁvinﬁ), maka e, dan v, dikatakan
saling insiden.iBegitu juga e, dan v, dikatakan

saling .insiden.




Contoh.

N
41

v

Gb.2.1.3.
Adalah dua graph vang berbeda retapi mewakilil
graph vang samd., vaitu G=(V,E) dengan
V:{vi,vz,v3,§4} dgn E:{ei,éz}ea,e4,esf
Karena sif%t ingiden diantara garis dan
titik-titiknya sauna.
Banvaknya garis: fang insiden pada suatu titik

disebut derajat. Centeh pada Gb.2.1.3. (&), v, mempunyéi

derajat 3.

DEFINISI 2.1.3.
Duzs bﬁah titik vang dihubungkan langsung cleh suaﬁu
garis disebut adﬁacenﬁ (bertetanggal. Sebaliknya duz
garis disebut aéjacent jiks kedus garis tersebut
menpunyail paling%sedikit satu titik persexkutuan.
Cont¢h. |
Titik v, dengsn tizik v, pada Go.2.1.1.  adalah

adjzcent. Sedang g, dan e, adalah dua garis adjacent.




DEFINIST 2.1.4. _
Suatu graph G % (V,E} dikatahkan komplemen dari graph
G jika B = {(x,y> e VxV | x~=ydan (Gx,v) ¢ E §.
Garis dari G; bukan merupakan garis dari G dan

sebaliknysa garis dari G bukan merupakan garis dari G.

Contoh.

W
w

< a

o)
a|

Gb.Z;l.é.gGraph dan konmnplemen graph.g

DEFINIST 2.1.5.
Suatn directed graph (digraph) G=(V,U) terdiri dari
himpunan yangg tidék Kosong vang terdiri dari
tiﬁik—titik Vi{v;,vz,...,vn} dan himpunan lain
U= {u,u,,....,u_ }, vang disebut garis berarah (arc).
Hasing-masing érc u, ditentukan oleh sepasang titik

= -
(VL’vj> (vj,vig.




Contoh

v
3

Gb.2.1.5. Digraph G=(V,U)

Terdiri dari 4 titik yaitu V={vi,vi,v3,v4} dan
8 arc yaitu Us{u,,u_ ,u ,u,uqu t.

= 2 =
Arc u, (v4,vi) u, (vi,v4).

Dalam digraph satu afc yéng ditentukan oleh satu garis
disebut self-loop. Cﬁntoh Toug pads Gb.2.1.5. Selanjutnvya
untuk ukz(vinﬁ), vié mergpakan titik inisial - dan v
merupakan titik terminal. Jika ada dua garis atau lebih

vang mempunyai titik:inisial dan titik terminal yang samsa,

garis-garis ini disebut arc paralel.

DEFINIST 2.1.8. :
Suatu digraph G%(V,U) disebut p-graph Jika maksimal
ukz(vi,vﬁ adalah p. Sedang graph dengan' p = 1

disebut 1~graphé




Contoh.

Gb.2.1.6. Add&lah A2—graph karena maksimal
uk:(vi,vj)fadglah 2., yaitu u1=(v1,v2)

u, =V, .V,

Gb.2.1.71 G=(V,U) adalah l-graph.

Suatu deretan b?rgantian dari titik dan garis vyang
dimulai dan diakhiri dengan titik disebut walk. Jika titik
dan garis itu diulang, disebut chain. Trail adaiéh walk
vansg garis-garisnyaéberlainan titik boleh diulang tetapi
garis tidak boleh diulang. Sédangkan walk yang titik
maupun garisnya tid;k boleh diulang disebut path. Kecuali
path tertutup (cyclé) atan disebut Jjuga sirkuit. Yaitu

i

path dengan titik awal séma dengan titik akhir.




DEFINIST.Z.I1.7.

Panjang suatu path p = v sV, adalah

AP 2 Vis
k-1. (k adalah bilangan bulat positif). Titik isolasi
merupakan path dengaﬁ panjang nal.

DEFINIST.Z2.1.8.

Panjang suatu tycle atau sirkuit y = VsV e ViV,
adalah k. Loop juga merupakan cycle dengan panjang i.

(k merupakan biiangan bulat positif}.

Contoh-contohnya dapét diémbil dari @b.2.1.7.

Chain = v1e1v235v2¢4v433v3

Trail = vieiv2e5v2g4v4

Path = v,ev,e v e v,, mempunyal pangang_ﬂ
Cycle = v.ev evew nempunyal panjang 3

2 4 4 3 3722’

es atau disebut jugsa loop merupakan cycle dengan panjang

satu.

2. e SUBGRAPﬁ

DEFINIST 2.2.1.
Suatu graph H disebut subgraph dari graph G Jiksa
semua titik dan semua garis dari H merupakan titik
dan garis dari é.

Contoh.

Graph G:(V,Ej
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vi ei vZ Yﬂ.

®s o \\\\\\ff '
- .
5 VG 82 e4 VS e? vd
eB ed
L
v v
3 4

Subgraph Hi Subgraph H2

Gb.2.2.1. Graph & dan dusa subgraphnyva.
Penghaphsan sebuah titik v, dari graph G akan

menghasilkan subgrapﬁ G-v, yang terdiril dari semua titik
dalam G kecuali v, daﬁ sewmuya  gariz vang tidak insiden
pada v, . Sebaliknya' penghapusan garis 5 dari G
menghasilkan sub-graph . vang tewrdiri dari semua garis
dalam G kecuali e, da# semua titik dalam G.. Subdraph Hi
pada Gb.Z2.2.1. vaitu  G-v_ dan subgraph 298
(_G—'{ei,ez.ea,ea,ep });
2.3. CONNECTED GRAFH (GRAPH TERHUBUNG?
DEFINIST 2.3.1. |

Graph G dikatakan terhubung (éonnebted graph) Jjika

antara dua titik .éembarang terdapat c¢hain = vang

menghubungkannyé. Jika tidak demikian disebut graph

tidak terhubung (disconnected graph).

Contoh.

Gb.2i3.l._Connected graph
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'
S

ohn.2.3.2. Disconnected graph
DEFFNFST 2.3.2.

Kemponen adalah connected subgraph vang terdiri daril

L

umlazh makoinum edge-adde.

Gb.2.3.

1

adzlah disconnectsd graph yang terdiri dari tiga
tomponen. Masing-masing komponen itu merupakan connected
subgrauh,.yang tidék bisa dibaéiiﬁenjadi kompdnéﬁ¥komponen
iagi. Ketiga komponen darl disconnected graph itu

- Kompenen yang'terdiré dari titik-titik ?i,vz,vé

- Komponen vang terdiri dari titik-titik v_,v

- Kompcnen vang terdiri dari titik v,

mitik isolasi juga merupakan Lamponen.

2. 4. GRAPH LENGKAP (COMPLETE GﬁAPl—D

1)
W

DEFINIST LI,
Graph lengkap dendan P titik (KP) adalah graph‘
sederhana vang seiiap titiknva adjacent'(bertetangga)

dengan titik’ lainnys.

4,

gh.2.4.1. Graph lengkap dengan 2,3, 4, dan 5 titik.

L

Terlihar bahwa setiap dua titik adalah adjacent.
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Rarena setiap titiknya adalah adjacent maka setiap  titik

mempunysai derajat p-1l.

DEFINIST 2.4.2.
Suaty subgraph dengsn n titik (H“) dizebnt graph

lengkap dari G jikKa semua titik dan gdaris dari Hn

merupakan anggota dari G,' sedemikian gehihgga
dipenuhi graph lengkap.

Contoh.

(&) : (b (c)

oy

Gb.2.4.2. (b) dan (e) adalah graph lengkap

dari (&)

DEFINISI 2.4.3.
Suzty Zraph lengkap Hm dikataksn graph
lengkap terbesar dari G jika tidak terdapat H_

Cal

dalam G dengsn n . > m

Conton.

<>

| (a) = ' (b

Gpb.2.4.3 (b} meruéagan subgraph lenghkap terbesar |
dari (a)

K, merupakan graph lengkap terbesar (H ) dari G

karena tidak terdapat H_ dengan nn > 4
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2.5. BIPARTITE GRAPHi

DEFINISI 2.5.1. |
Graph G disebu£ biéartite graph apabila himpunan
titik-titik dari G: dapat dipisahkan menjadi dua
himpunan bebas ?1 dan V¥, sehingga garis e < E
menghubungkan titik.di V, dan titik di V,, ditulis
G:(Vi,VZ,E);-

Contoh.

V1: {vi’vé’v3}

V2= {v4,v5,vd}

Gb.2.5.1. Bipartite graph.

DEFINIST 2.5.2._
Jika setiap titik di'V1 adjocent dendan setiap titik
di Vz maka‘graphnya disebut bipartite graph lengkap.

Conteh.

Gb.2.5.2; Bipartite gr#ph lengkap.
Bipartite draph lenékap dinotasikan sebagail Kmm dengan m
menyatakan banyaknﬁa titik di ¥V, dan 0 menyatakan
banyaknya titik di Yz.
Tecrema 2.5.1.
Graph G dikaﬁakan bipartite ‘graph jika dan hanya

jika setiap cyclenva nempunyai panjang gZenap
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Bukti.

==>

Misal V dan V, adalah himpunan bebas dari ¢ dan € adalah
cycle. Apabila C Himulai déngan menentukan titik di ¥V,

vaitu v, naka titik-titik di Vz gsemuanya akan mempunyai

indeks denap. Sehingéa C berbentuk

ganjilf 1

genap

Sehinga setiap C dar? ¢ pasti mempunyai panjang gensp.

ee .

Diambil sembarang titik v, dari G. Kemudian semua titik
dari G vang mempﬁnyai path dengan panjang genap dari v,
dikumpulkan'dalam hiﬁpunan_v; dan diberi indeks ganjil.

Sedang titik lainnya: dikumpulkan dalam Vz- dan diberi

indeks genap. Selanj@tnya_akan ditunjukkan tidak ada dua

titik adjocent dalam?Vi, sebab jika ada dua titik vang

adjocent misal v dan v_ maka
? 2n+4i 3

‘:l. 2 3 iZn-H. 3
genap 1
- '
~ganjil
Sehingga cycle VoV Vones's mempunyai panjang ganjil.

Bertentangan bahwa cyclenya mempunyai panjang genap.
Selanjutnya untuk VZ, migsal titik a,b € V2 dan a adjocent

dengan b
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’ v
\>( /\\(7 i
> N . v ~
a D v
. 2
Gb.2.58.3
giadalah panjang pasth terpendek dari v, ke = dan

mempunyal sanjang ganjil. g, paniang path terpendek dari
v, ke b vang Jugsm memﬁunyai panjang ganjil. Maka panjang
cvels giabgz = génji1-+ ganjil + ganjil

= ganjil.

Bertentangan panjang cycle adalah genap. Maka yang . benar

ridak ada dua titik dalam Vz vang adjacent. Jadi baik di
v, dan V, tidak ada dua titik &adjmcent maka G adalah
hipartite.

Dari f==¢) dan (<) ?erbukti teorema Z.5.1.

2. 6. GRAPH REFLEXTIF, l SIHETRIS DAN TRANSITIVE. - .-

Relasi dalam ér%ph G=(V,U) menggambarkan hubgngan
antara satu titik _ﬁengéﬁ titik‘wlain déri_i V, . yang
ditunjukkén sebagai gﬁris.:Dalam graph G+(V,U) hubungan
ini diberi éimbol R yéng ditunjukkan sebagai acx (garis
berarah). sehingga GQKV,ﬂ) merupakan digraph. Atau relasi
R juga merupakan kumpﬁlan'pasangan berarah U < VxV.
DEFINISI 2.6.1. ' |

Suatu graph G=(¥,U) :disebut reflektif jika  semus

“titik mempunyal loop, atau berlakg '

(Y xeV)(2uell, us=(xx)




iB

Coentoh

Gh.2.8.1. Graph reflektif.

DEFINISI 2.8.2.

Suatuy graph G=(V,U) disebut simetris Jiks untuk
setiap X,v € V memenuhi

(x,yy € U = (y,%x) =V

Contoh.

Gb.2.5.2. Graph simetris.

DEFINISI.Z.E.3.

Suate graph G=(V,U’ disebut transitive Jika
terdepat X%X,V.E é YV memenuhi

(x,v} = U, (v.2) =0 =2 (x,z) & U
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Contoh.

8b.2.6.4. Graph transitive.

DEFINIST 2.6.4.

Suatu graph G=(V,U) dikatakan ekivalen Jika mempunyai
sifat refleksif; zsimetris dan transitive.

Contaoh.

6b.2.6.4. Graph ekivalen.

£.7. INDUCED SUBGRAPH

DEFINISI 2.7.1. _
Graph GA=(A,EA}Edikatakan induced subgraph dari graph:
G=(V,E), Jjika Aéc V dan

E, ={e = (ﬁ,y} €L | xeAdanyeA '




i8

Conton.

Gb.2.7.1. Induced subgraph G dari 6b.2.2.1,
ntuk v & A berlaku Ade(vbz AdJ (v InA.
Dengan Adj (v) merupskan himpunan titik v & V vang
adjacent. Zedang Ade(v) merupaksn himpunan v € VPA vang -
adjacent.

Tidek semuza subgraph .dari & merupakan  induced
subgraph dari G.

Contoh.

7.2,

o

Gh.
Subgraph dari € pada Gb.2.2.1 tetzpi bukan
merupakan  induced . subgraph. Karena = tidak
tzrdapat edge vang menghubungkan titik v, dan

V.,V anh v_ .V T W .
Y dan 23 dan -
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2. 8. BILANGAN XROMATIK
Apabila diberikan- suatu graph G vang terdiri dari n

titik. Untuk mewarnal titik-titik tersebut sedemiklan

n

ehingga +tidak ada idﬁa titik bertetangda (adjacent)
mempunyai warna saﬁa. Hal ini disebut péwarnaan
{coloringﬁ. |

DEFINTST 2.8.1.

2ilangan kromatik adalsh banyaknya warna paling

sedikit vang di@érlukan untuk mewarnai titik-titik
dari graph & agai tidak =ada dua titik bertetangga

mendapat warna vang sama.

Cantoh.
v_ b v, A ?ja
v, @ v, [} v, ¢ d V.o
v, © | v, & v, ¢
Gh, 2.8.1.

Complete subgraph terbesar’ dari Gb.2.8.1. adalah
segitiga. Dari segitiga tersebut bisa dibentuk pewarnaan
dengan 3 warna. Ambii Segitiga VY Ve Hisal v, diwarnai
dengan warna a, v, dangan warna o, dan Vg dengan warna
olUntuk segitigs v5v6€7, v?'adjacent dengan v, dan v, vang
masing-masing berwarga b'dan c. Haksa v, diwarnai'déngan a.

.

v, den v, nasing-nesing zdiacent dengan vV, dan v, Yang

beduanyva berwarna = | Ampbil warna b untuk mewarnail v,




sehinggs va_diwarnai'déngan [ v, dengan a, Vg ‘deﬁgan b
dan v dengan c. Rarena v, dan V.0 adjacent maka diambil
warnge lailn ﬁntuk V.o yéitﬁ d.

Jadiﬂbilangan kwromatik dari Gb.2.8.1. adalah 4.

DEFINISE 2.8.2. |

Apabila banvaknya macam warna vang dapat untuk

me lakukan pewarnaﬁn vada graph G adalah k.

Jika x(8) £ %k, graphnva disebut terwarnai k

Jika x(G) = k, grgphnya disebut k-kromatik.

Conton.

Gb.2.8.1. Graphnya 4—k;omatik sebab x(G) = 4. Dan dapat

dissbut terwarnai 4 atéu rerwarnai 5. Karena dengzn 4

atau 5 pewarnaan dapat dilaknkan.

Untuk graph lengkap dengan n titik (K ) maka x(E )=

n sebab setiap Titilk d%lam Kﬁ bertetangga dengan Titik

lainnvye sehingga Setiaﬁ titik harus mempunyal Warna~?yang;;‘ -

berbedsa.

Tecrema 2.3.1. : : ' ) T e
Migal G=(V,E) su#tu graph sederhans dan‘ﬁgG} adélah
derajat tertinggi dari:titik—titik dari G maka
%6y = A + 1

Bukti. '

Tecrems akan dibuktikén dengan hipotess induksi.

Anggap tecrema Denay ﬁntuk graph vang mempunyﬁi o titik.

Uniuk n=1 maka G mempﬁn?aiil titik dan tidak mempunyai:

garis. A(GY =0 dan x(@)=1. Jadi memenuhi (XS A(G)+L.

Untuk graph yang mempunyai n-1  ©itix, akan dibuktikan
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bahwa teorema benar. &isal'x adaléh titik sembarang dalam

G, Dan G’:GV_GO meru@akan. graph ¢ tanpa daris vyang

inéiden dengan titik‘x. ﬁakﬁ 3" adalah graph dengan: n-1

titik sehingga menurui hipotesa induksi G° memenuhi |
x(67> = NG y+1

IXGT)

naka diperolen +(e7Yy = A(Gy+1

A

dan karena Zl(Gf)-

Ambil vewarnsan dari G dengan ZS(G)+1 warna. Misal

B acdalah @itik4titik dari G vang adiscent

LPERSS Pk

dengan x maksa kﬂés(G); Jadi dalam pewsrnaan G, satu dari
ZX{G}+1 warna, misél warna =&, tidak digunskan pada
pewarnaan titik—titik 7 PTRRRER I Bil= proses ini.
diperluas dari G~ ke @ dEngan' mewarnai titik x dengan
wATNA &, maka diperolgh pewarnaan dengan Z}(G}+l warna.
Jadi x(G) =AQA(G)+1.
2.9. BILANGAN STABLE

Himpunap 5 <V dafi graph 6G=(Y,E) dikatakan stable
jika tidak ada dua. titik dari S yang bertstangga
Diberikan [ adalah keiuarga semua himpunan stable -déri
graph G.

Bilangan stableg terbesayr dari keluarga himppnan
stable maka o(G) = Maxe |8}

Contoh




5. adalsh himpunan stéble dari G.

5, = {v;,v7} : 5 S, = {vz,vd}
s, = 4wt Y
5, = v, % s =i
5, ® {Vz’vét} | 89 = {Vas’vo'
Ss. = $Vpo Vst - 867 192 VeV

¢ =48,,8,,5,,5,,8,,58,.8,,8,.8,.5, ¢
Jadi a(G) = Max {S,,8,,8,.5,,5,,5,.:8.,5,:5,:5,,t

2.10. CLIQUE CKLIK> DAN CLIGUE COVER NUMBER

DEFINIST 2.10.1. .
Himpunan C (C < ?) dari graph G=(V,E) dikatakan
cliqﬁe Jika setiép dus titik vang berbeda dalam C
sdalah sdjocent. Himpunan C dslam m titik adalsh

n-cligque dan ditﬁlis C_-

Contoh.

Gb.2.10.1. Graph G=(V,E) dendan
. E:{vi’VZ’Vé’v4’vs’vd}
Ambil C={v, ,v,,V .V
CcV
Kalau C digambarkan ﬁenjadi graph lenghkap dengan 4 titik

menjadi:




3b.2.10.2. 4-clique (C,) dari graph G pada
Gb.2.10.1.

Sebuzgh titik tungéal dikatakan l-clique.

DEFINIST 2.10.2.
Suatu clique C_ dari G dikataksn maksimum jika tidak
ditemnkan oligus Cn dalazm G, dengan n>m. Cligue
number dari G (wéq)} adalah Jjumlazh titik dalam cliqué
naksimam.

Contoh.

Gb.2.10.2. adalah cliq@e maksinum dari graph pada

gh.2.11.1. Dan w(G):4 Rarena cliéue_maksimum tersebut

terdiri dari 4 titik. |

DEFINIST 2.10.3. _
Apabilla titikwtitik dalam G=(V,E) dapat dibagi
menjasdil olique—clique dimsna V=C1+C2+..‘+Ck, yaitu
Ct(i=l,2,,..,k} ad%lah;clique. Maka clique cover
numbeﬁ (k{G}) adalah pembagian minimum dari V menjadi
-eligue-cligue.

Contoh.

Pada Gb.2.10.1.

Jadi eliagne cover number dari G, k(G)=2




£
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2.11. POHON C TREED
Struktur tree ad%lah galah satu bentuk khusus dari
suatu graph. Misal di%erikan suatu connecied graph, maka
terdapsat chain vang menghubunékan setiap dua  titik vyang
herbeds.
DEFINISI 2.11.1.
Tree (pohon) adalah suatu connected graph sederhana
vang tidsk mempgﬁyai cycle.

Contoh. :

T

Gb.2.11.1. Susztn graph vang merupakan tree

Setiap.pasang tiﬁik pada tree hanva dihuobungksn oleh
sstn lintsszan, maka tfee tidak mwungkin mempunyai cyele.
2.12. HIMPUNAN ARTIKULAST.

DEFINIST 2.12.1.

Jika G=(V,E> adaiah connected graph, himpunsin A vang

anggotanys adalaﬁ titik-titik dalam G (4 < V)

dikatakan himpun%n artikunlasi apabila subgraph dari

G vang dihasilkaﬁ dari titik-titik V-A (G,_,? adalsh

discoﬁnected. Himpunan artikulasi dengan titik

tunggal disebnut tﬁtik artikulssi,

Contoh.

Gb.EllZ.l.Conﬁected graph G=(V,E})




a={v ,v_ } adalah himpunsn artiknlasi. Graph G dismbil
titik v, VY, (GV“A} merupakan disconnected graph.

A={v_p adalah titik a%tikulasi.

Graph G tanps titik v; (GV;A} merupaksn subgraph vang

tidsk connected.






