BAB IIl
BAHASA MATEMATIS DALAM ILMU KOMPUTER

5.1. BAHASA UNTUK PEMROGRAMAN
3.1;1. Tipe Data Matematis
Dalam bahasa pem:ograman baik mulai dari tingkat
sederhana sambai tingkat tinggi akan mempunyai kesamaan,
vaitu untuk memanipulasi data. Pada bahasa pemrograman yang
akan dibahas, hanya mengolah saty tipe data, valtu Dberupa
himpunan. Tipe data tersebut dapat_dikerjakan suatun operasi
natenatika didalamnya dan mérupakan suatu himpunan vang
dilengkapi dengan struktur tambahan seperti berikunt
Pandang himpuhan A dan |
i. fungsi-fungsi £ : 4 — 4, untuk n = 1,2,3,.
ii. predikat-predikat o tA"—> {T,F}, untuk n = 1,2,3,...
iii. konstan-konstan ceA4.
Tipe datz didefinisikan sebagai berikut

~
>

R =< 4, f},...,.ﬁj,;;ﬁ,... 2P Cyse e G0
dengan ketentuzan .
4 : himpunan &ang tidak kosong sebagal
semesta pembicaraan
f : fungsi
p @ predikat .

¢ : konstan

contoh 3.1.1.1

Diberikan tipe data Zx = < Z, +, = * > < = 0 2 1 >,

2B




dengan ketentﬁan
7 : himpunan bilangan bulat

+,-,% fungsi-fungsi yang didefinisikan berikut

11

+ — f(x,¥) x+y

x-y

- —  f(x,¥)
¥ — f(x,¥) = X*¥V¥
<,z s oredikat-predikat yang didefinisikan berikut

¢ — p(x,y) = "Ry
pfedikaﬁ ini.untuk menguji apakah x<v,
bila %<y, maka p(x,y>=T dan bila %=v¥,
maka pr,v)zF
= — p(x,y) = "x=y"
predikat ini nntuk menguji apakah x=V¥,
bila x#y, maka »(X,y¥y)=T dan bila x*v,
maka p(x,¥)=F

0,1 : konstan.

3.1.2 Bahasa Pada Suatu Tipe Data

Dalam bahzasan ini "diawzli dengan suatu bahasa yang
mempunyai tipe data R'sébagai berikut
Diberikan tiée data
R = <A,f?,. . .;f:,p?,. . .,pi,c?,. . .,cf>.
dan disusun himpunan V yang bergnggotakan
- simbol-simbol variabel individu : x,z,zQ...,zi,aZ,xa,”
- simbol-simbol fungsi untuk‘masing—masing Fungsi f?
adalah fungsi £,
- gimbol-simbol predikat;: untuk masing-masing predikat

;§ adalah predikat B




VAS

- simboiwsimbol.konstan . untuk masing-masing konstan
c? adaliah konstan g{

L .
— sipbol-simbol punctuasi {,2 dan .

- simbol-simbol khusus : tergantung bahasa vyang akan

didefinisikan misal. if, then, slse, begin dan end.

Simbol-simbol variabel individu digunakan untuk
nenunjukkan elemen-elemeﬁ individu dari himpunan 4. Himpunan
yang beranggotakan‘simboi— simbol variabel individu disebut
IVS. HMasing-masing ﬁ'%adalah suatu simbol formal yang
menunjukkan fungsi ff; masing—masing B, menunjukkan

. R . . . . R
predikat P, dan masing-masing & menunjukkan konstan ¢, .

Definisi 3.1.2.1
ﬁahasa pada tipe data R radalah himpunan yang
beranggotakan string-string yang dibentuk dari angéota
himpunan V, atau dapat dikatakam suatu bahasa adalah

V. Anggota dari v gdisebut "elemen” dari bahasa.

conton 3.1.2J1
Diberikan tipe data
N = <w,+ ,- ¥ ,> = ,00,1,2 ,...7
bila diberikan simbol khusus if, Lhen dan else, naka dapat
dibentuk . |
= IVSU{i}:Jﬁdzdi,Q,l,Z,---}U
' £0,),.30{if, then, glse}.
Sehingga bahasa pada tipe data N merupakan himpunan Vvang

beranggotakan stringfstrihg_ vang dibentuk dari anggota




himpunan V tersebut (fd. Berikut ini diberikan cbntoh4

contoh string dari bahasa pada tipe data B
- 243
- +2)\=

- if %=4 then x=2 else 3*x

3.1.32 Bahasa Term
Sekarang akan dibahas masalah baru dengan tipe data :

; R R R R
R = <A,f§,. . .,fﬁ,p . o aP B s LyC >

11
Akan didefinisikan suatu 'bahasa L, dan suatu fungsi
M : ENVxL — 4 vang memetakan environment (envirohmet adalah

fungsi I :Ivsg—+ﬁ) dan suatu string dalanm hahasa L ke nilail

dari string dalam environment itu.

Definisi 3.1.2.1

Term _ _ Pungsi M
i. jika ¢ éimbol gonstén, M(I,c) = "
maka c adalah term
ii. jika v simbol variabel indi- M(I,v) = I(v)
vidu, maka v adalah term
iii. jika f simbol fungsi dengan M(I,fijiL...Ltn))‘z
n-parameter.dan £ ,... % fR(M(I,ti),...M(I,t“)}-

term, maka f1j1¢...;thi.:

adalah term

Bahasa L diatas disebut bahasa Term. Tanda punctuasi

digarisbawahi untuk menekankan bahwa merupakan simbol formal
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dari elemen bahasa. Bahaga term yang telah didefinisikan
diatas dapat dikatakan sébagai himpunan dari term. |
Dari definisi diatas dapat dijelaskan sebagal berikut
Jika t simbol konstan ‘g;, maka M(I,t) =adalah ci,' (jadi
simbol konstan g, menunjﬁkkan.obyek czeﬁ). Jika t simbol
variabel individu X naka nilai dari M(I,t) adaliah I(gt),
nilai dari x . Jike € adalah £(f......t ) dimeana t,  adaleh

term, maka M(I,t) adalah AT, (T D).

3.1.4 Bahasa Kondisi

‘Bahasa kondisi pada tipe data R merupakan perluasan
sederhans dari bahasa térm pada R. Akan diperkenalkan tiga
simbol khusus yaitu if, then dan else. Pahasa kondisi dapat

dikatakan sebagai himpunan vondisi seperti definisi berikut

ini.

Definisi 3.1.4.1

¥ondisi

i. setiap term adslah kondisi

ii. 3Jika p adalah predikatl dengan n-paramneter dan

u o s ti,tz adalah kondisi maka

17"

if pa,a....n ) then T, else t,

adalah kondisi.

gekarang didefinisikan fungsi evaluasi ¥ untuk kondisi

sebagai berikut




Definisi 3.1.4.2

Fungéi M untuk kondisi

i. jika t term, maka M{I,t) = Mterm(l,t}

ii-t. jika pR(H<I,u1),.i.,M(I,u;>> = T, maka

M(I,if PCu,.....0 2 Ehen t, else t) = M(I.£0
ii-f. jika P (M(I,u),....M(I,n 3D = F, maka
M(I,if P .....u ) khen t, else t)) = M(I.%.)

Dari definisi diatas dapat dijelaskan sebagai berikut

i. Jika t term, maka sesual dengan definisi bahasa term
-M(I,t} = Mterm(l,t)i

i3i. Untuk menghitung ii-pLui;...;unl thn_ti glss tz dalam
environment I, harus dihitung dulw v ,..., U, untuk
mendapatkan M(I,u;),...fM(I,un), wemudian ditentukan
niléi dari pR(H(I,ui),..;,M(I,un)). Jika pR(H(f,ui),...
yM(I,u ) bernilai benar, naka nilai kondisinya adalah

ti, dan jika salah, maka nilai kondisinya adalah t,.

3.2 BAHASA LOGIXA

3.2.1 Bahasa Logiké Proposisional
Pada suatu directéd graéh RcAxA dengan A:{a,b,b} dan
B = [(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c)} dapat diperoleh beberapa
kalimat pernyataan misainya
(i). (=a,b> adalah anggota dari A.
(ii). (b,c) adalah anggota dari F.

(iii). (a,e) adalah bukan anggota dari £&.
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Kalimat-%=zlimat tersebut merupakan contoh dari .kalimat
deklaratif atau proposiﬁi yaitu kalimat vyanZ mengandung
nilai benar atau salah. Untuk kalimat (i) Dbernilail bbenar,
kalimat (ii) bernilai benar dan kalimat (iii) Dbernilai
salah.

Logika proposisionai adalah bahasan tentang bagaimana
proposisi—proéosisi‘ dikombinasi ke bentuk rproposisif
proposisi yang majenuk déngan.suatu aturan. Karena. setiap
proposisi hanya mempunyai nilai T (benar) =ztau F (salah).
maka logika proposisional akan mengolah tipe dafé vang
hanya mempunyai nilai T dan F.

Didefinisikan tipe data B sebagai berikat

B o= < (T,F},8%,V%,5%,.F >
dimana
& : {T,F}° —— {T,F}
{T,sz—_——r (1,73
= . {T,F}—— (T,F}
2 {T7,F} — {T,F}

vyang didefinisikan dengan tabel seperti berikut

< | v &8z, 7 V(x50 (9 x 1700
F | ¥ F F T 7

F T F T T T F

T | F F T F

T T T T T

" Tabel 3.2.1

Maksud dari fungsi-fungSi dalam.tipe data B adalah sebagal

berikut




[+ ]
)]

— &B(x,y) nenyatakan "% dan y"
& (x,¥) = T iika daﬁ hanya jika x dan y keduanvya benar.
—_ VB(x,y) menyatakan "X atau v".
VB(X,Y) - T bila haﬁya.biia =alah =atu atav keduanya
dari x,y benar. . “
— =P(x,y) menyatakan fjika x maka ¥ .
Jika % s=alah maka untuk sembarang nilai y,. DB(x,y)
adalah benar, tetapi jika x benar naka Dﬁ(x,y) benar
 jika hanya Jika y; benar.
_ MB(X) menvatakan "bukan x".

»B(x) benar jika dan hanva jika x salah.

Bahasa pada tipe data ini simbol variabel individunya
dapat dikatakan sebagai_variabel proposisional atau simbol
proposisi. Akan digungkan B,Gs L, ... sebagal variabel

proposisional.

Definisi 3.2.1.1
Suatu bentuk formuia vaﬁg baik (well formed formulé
disingkat wffD didefinisikan sebagail berikut
i. =setiap simbolépropésisi adalah wff _
ii. jika o dan @ ~adalah wff, maka &8(e,2), Y(x,0),

>{a,{#) dan :;al_adalah wif.

Jika p,g dan L adaiah simbol proposisi, maka &(EJQ) dan
3(&(9,9),1(9,1)} merupakan wff. Agar lebih muadah . dalam
menuiiskannya ditulis ' |

p&g daripada &(p.,q) dan

(p&aq)>(qVr). daripada >(&{p,a),¥(a, 1)),
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Dengan penulisan baru ini simbol &,V.,> dan -~ dapat disebut
penghubung (logical connective). Sedangkan urutan opérasi

dari penghubung tersebut adalah

- dievaluasi pertama

&

v

> ﬁievaluasi terakhir.

Dengan demikian
pVa&kr sana dengaﬁ pV(q&r)
~p>qVr sama dengan (~p)=>(aVr)
Operasi jugsa molai dari kiri ke kanan, sehingga

pogoY sama dengan  (p>a)>r

Definisi 3.2.1.8

suatu wfFf adalah merupakan term dalam tipe data B.

Karena suatu wif mérupakan term, maka dapat digunakan
teknik - teknik pada bahasan bahasa tern untuk mengevaluasi
wff. Dalam hal ini‘envifonment I adalah fungsi IVve —»{T,F7,
dan dalam istilah 1ogika environment dapat dikatakan sebagal

interpretasi . Tabel 3°2.1.1. adalah Tabel Kebenaran, vaitu

merupakan susunan tabel untuk mengevaluasi wif dalam semua
environment yang nungkin. Pada masing-masing baris dari
tabel  kebenaran merupékan ‘kombinasi nilai-nilai  dari
variabel-variabel dari ;Wff. Sedangkan pada setiap kolom

adalah wff yang skan dievaluasi.




p|a|pVa | ~p | PVa=.p p | ~p | P&-p
F|F| F T T F| T| F

F | T T T T T F F

T | F T F F

T | T T F F

-y
o
4
o]
\)
[

(p=a)&{q>r) |p=or | (p=a)& (= )2(p=1)

T

Mo s - mom o oY
S L B s - - e
I T T T R
S R - T - B
I e T e T

I I I B B
s - T N I W

I T T I B B N

Tabel 2, 2.1.1 Tabel Kebenaran

Nilai dari HM{(I,t> éergantung dari I(v) untuk va:iabel—
variabel v dalam t, sehingga jikva wff t bernilai T padé
setiap baris.dari fabelékebenaran, maka wff ¢ bernilai T
dalam setiap interpreﬁasi. Dengan demikian dari tabel
kebenaran, terlihat bahwa (p>q)&(g>r)=(p>r) benar dalam

setiap interpretasi.

Definisi 2.2.1.2 |
‘Suatu wiff t adalah' tautolpgi bila hanva bila untuk
cotiap I, M(I,t) = T, dan wff t adalah kontradiksi bila

hanya bila untuk setiap I, M(I,t) = F.




 Definisi 3.2.1.3

3B

2

Dua wff t1 dan tz adalah. squivalen (t ,e4 £y bila

hanya bila untuk setiap I, M(I,ti) = H(I,tz).

Pada tabel 3.2.1.2. berikut menunjukkan pasangan dari

wff vang equivalen, yang dapat mempunyal susunan berbeda

tetapi mempunyai nilai yang sama.

Tabel 3.2.1.2. Bebefapa pasangan wff yang egquivalen

p&q

pVp

p&k(q&r)

pV{(aVr)
pV(q&r) |
p&(gVr) -

~{pVa)
~(p&q) -
~ B |

P>Q

eq
eq
ed

eq

. eq

ed

eq

eq

eq

eq’

p

P

(p&qgi&r
(pVg)iVr
(pVa ) &(pVx)
(p&q)V(p&r)
~p&.d

~pV.a

o

~p¥g

Theorema 3.2.1.1

Misalkan A dan B adaléh wif, A eq B bila hanva bilé

(A=B)&(B>A) adalsah tauntologl.

Buktl -

—3> Anggap A eg B. Dalam_ sustu environment I, ada dua

kemungkinan yaitu:H(I,A)
M(I,B) = F.
Jika M(I,A) = H(I,B>

LE

11

M(I,B) = T atau H(I,A) =

T, maka M(I,(A>B)&(B>A))=
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B SBer, Ty, 57 (T, TY) = 8°(T,T) =T.
Jika M(I,A> = HM(I,B) = F, maka M(I,(A>B)&(B2A))=
&® (5P (F,F),5°(F,F)) = &°(T,T) =T. -

<= Anggap A dan B tidak equivalen. Maka ada environment I
sedemikisn hingga M(I,Aj#N(I,B). Bila M(I,A)=T dan
M(I,B)= .F maka M(I,A>B)=F dan M(I,(ADB)&(B:A)):F;
sehingga (A:B)&(B:Aj’bukén tautologi. Jika M(I,A)=F dan
M(I,B>=T, maka déngan_ cara vang samé didapat

{A>B)&({B>A) bukan tautologi.

3.2.28. Substitusi

Definisi 3.2.2.1
gubstitusi adalah suatu fungsi < dari himpunan variabel
proposisional ke himpunan wif. Didefinisikan fungsi
“gubst", yang membawa argumen wff dan substitusi dan
memberikan hasil pengerjaan substitusi pada wff sebagai

berikut

o(v), jika velIVS

1]

Subst(v,e)
&LSubst(ti,0)L5ubst(t2,0)l

8]

Subst(&(t .t,2,2)

Subst(yiﬁi¢t2);0) ELSubst(ti,a);Subst(tz,a)l

1t

Subst(giﬁiktzl,a) QLSubst(ti,o)LSubst(tz,a)l

_(Subst(t, o)

H

Subst(.{t },)

Theorema 3.2.2.31
Diberikan t adalah wff, ¢ sunatu substitusi dan I
environment. Jika didéfinisikan environment I°, dengaﬁ
I’ (vdY= M(I,o{v)) untuk VEIVS, maka
M(I',t) = H(I,Subst(t,o))




Bukti : :
Akan dibuktikan dengan induksi pada t.
x). Langkah dasar
Jika veIVS maka
(I ,v) = I'(Vj =‘M&I,0(v)) = W(I,Subst(v,e))
%%). Langkah induksi

Jika t = 0 (t,.t,) (dimana O mewakili & ¥ atau 2), maka

M(I",t)

11

0P (M’ ,t, ), M(T",E,)) (def. M)

OB(H(I,Subst(t;;O}),M(I,Subst(tz,a})) (HI)

M(I,Oiﬁubst(ti,0)+5ubst(t2,O)l) (def. H)

1

11

M(I,Subst(OLti+tzl,a)) (def. Subst.)

it

M(I,Subst(t,o))

Kemudian jika t = :Ltil,'

It

ML ,t) =~ (MCT7,t)

P(M(T,Subst(t,,t))

M(I, ~(Subst(t,, o))

H

1

M(I,Subst(L(t,2),2)

M(I,Subst(t,o))

Theorema 3.2.2.8 CTheoréma Substitusi)

Jika t -eq tz, maké Subst(ti,a) eq Subst (tz,a)
Bukti : ‘

Anggap t1 eq tz daﬁ T suaty environmet. Jika diberikan
1’, dengan 1'= H(I,U(vi), maka. deﬁgan theorema 3.2.2.1.
didapat

M(I,Subst(ti,d)) = H(If,ti) =M'(I',t2) = M(I,Subst(tz,o))

sehingga dengan definisi 3.2.1.3. diperoleh Subst(ti,a)

equivalen dengan Subst(tz,a)




Theorema 3.2.2.3

Jika o, dan ozadafah sgbstitusi sedemikian -sehingga

untuk suatu veiVS oi(v) eq Oé(v), maka untuk t suatu wff,
Subst(t,ai) eq Subst(t,oz)
Bukti :

Diberikan I dan I‘_environment dimana I’ (v)=H(I,o (v)).
Karena o, (v) eq ¢,(v), maka untuk velVs I' (v)=M(T,0, (¥)).
Sehingga dengan theorema 3.2.2.1. dan theorema 372.2.2;
didapat :

M(I,Subst(t,e, )) = M(I',t) = N(I,Subst(t,o,)).

3.2.3 Bahasa: Logika Tingkat Satu

Diberikan tipe data

R
R >

R R
17 [

- R= <:A,f?,. i . B
Akan didefinisikan bahaéa dari “formula tingkat satu” dalan
R, dan himpunan dari fo?mula—formula secara induktif bersama
dengan definisi induktif dari fungsi M. Dalam kasus ini
fungsi M akan memetakan.suatu environment dan suatu formula ?

ke nilai T stau F.

Definisi 3.2.3.1

Himpunan dari formula tingkat satu dalam R adalsh

himpunan string-string vyang didefinisikan sebagai

berikut

1. jika p adalah simbol predikat dengan n-paramneter
dan ti,...,tn term, maksa P{ji*""*tnl formunla

2.1. jika G dan H formula, maka &GH adzlah formula
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2.2. jika G dan H formula, maks VGH adalah formula

5.3. 3ika @ dan H formuls, maka >GH adalah formula

-2
i

jika G formulaé naka :G adalah formula

¥}
—

jika G formula; dan v simbol wariabel individu,

maka EVG adalah forﬁula

3.2. jika G formuls, dan v simbol variabel individu,.

naka YvG adalah formula

Padaz tabel berikut memberikan nama-nama dari definisi

diatas.

Formula ; Nama
1. | Formula atomic
2.1, | Konjungsi
2 2. 5 : Disjungsi
2.3. : Implikasi
2.4, _ - Negasi
3.1 Existensial
3.2. : Universal

Tabel 2.2.3.1

Sekarang akan-didefjnisikan fungsi evaluasi M untuk
formula-formula tingkat %atu. Jika G suatu formula dan T
environment maka fungsifM dapéf digunakan untuk menjaﬁab
apakah formoia & benar dalam interpretasi I.

Pada definisi fang per£ama F&ji*""+tnl disebut
formula atomic. Masing-masing term ti berhubungan dengan,

suatu elemen himpunan 4 dari nilai-nilai dalam tipe data,
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vaitu M(I,tg. Simbol prédikat 2 menunjukhkan predikaﬁ 'pR
4 —>[T,F}. Sehingga dapat dikatakan bahwa Alt.,....t 2
adalah pertanyaan “Apakah ;F benar M(I,ti),...,ﬂ(i,tn} 7
Oleh karena itu dapat ditulis : |

M(L,PCt sy - uB 2 ) = BUHCT, 0, ML ED)
Formuia atomic menyatakan suatu masalah dalam tipe data
+entang benar tidaknya masalsh tersebut, dan bukan merupakan
hasil kombinési dari bebérapa proposisi. Dengan demikian
formula atomic merupakan proposisi tunggal dari tipe: data.
Untuk formula 2.1.‘sampéi denganl 2.4. merupakan kbmbinasi
dari proposisi seperti”pada logika proposisional. Sedangkan
pada formula 3.1. dané 3.2., dalam operasinya dinamakan
guantifier. Sebelun mendefinisikan fungsi M untuk formula

3 1 dan 3.2 dibutuhkan definisi bantu sebagal berikut

Definisi 2.2.3.2
Bila I dan I’ adalah interpretasi, dan V - simbol
variabel individu,;  maka I dan 1 adalah egquivalen

modulo v (ditulis I I‘) bila hanya bila untuk setiap

v

simbol variabel individu v, Jjika w#v, maka I{w) = I"(w).

Dengan kata lain, I dan I’ eguivalen modunle v, bila
keduanya selalu sama kecuéli pungkin pada v. Sebagai contoh,
pada bilangan-bilangan fiil dibefikan duz variabel x dan ¥,
dengan I(x)=2 dan I(z)zél, Maka {I'/I'$I} dapat ditunjukkan

dengan gambar berikut
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I = (2,-1)

Gambar 2. 2.3.1

Sekarang fungsi ¥ untuk Formula tingkat satu dapat

didefinisikan pada tabel berikut

1. M(T,PCE, s v ak 2 ) = B QT E D, L HETLE D)
2.1. M(I,&GH) = & (M(I,G),H(I,H))

2.2. M(I,VGH) = PR OHCT,6),H(TLHD)

2.3, M(I,oGH) = =5 (M(I,G),M(I,H))

2.4. | M(I,.6) = " Q(IEM

3.1, M(I,3vG) ='i bila hanya bila untuk svatu I°,

I's I dan M(I',G)=T

[ &Y
™~

M(I,¥vG) = T bila hanya bila untuk sstiap I’

sedemiklian hingga I'g I, M(IC,Gy=T

Tabel 2.4.3.2. Tabel‘fungsi M untuk formula tingkat satu

Pada definisi (S.ﬁ) léyG dibaca “"ada v sedemikian
sehingga G". Dengan kata lain @vG benar dalam interpretasi I
bila hanya bila dapat dipilih suatn . nilail untuk' v vang
membuat G benar. Karena = tidak ada suatu ketetapan untuk

-variabel—variabel vang lain dalam G, maka harus didapatkah
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rumusan secara tetap. Dari kedua kalimat diatas . dapat
diambil kesimpulan bahwé 3vG menjadi benar bila hanya bila
sda suatnu I’ vang berbeda dengan I hanya pada Vv, sedemikian
hingga M(I’,G)=T.

Pada definisi (3.2), YvG dibaca "untuk semua v, naka
G",yaitu YvG manjadi benar pada I bila hanya bila untuk
setiap nilai dari v membuat G benar. FPada semua variabel
yvang lain interpretasi—interpretasi I‘ sama dengan I kecualil
mungkin pada v. Sehingga dapat dikatakan bahwa ¥vG benar

pada I bila hanya bila G benar pada semua ['.

Bila I(x)=2, I(¥)=-1 dan G formula, maka dengan melihat

gambar 3.2.3.1. tampak bahwa_gyG benar pada I Jjika hanya
jika G benar pada suatu:titik dari I° pada garis vertical.
Vv benar pada I bila hanya.bila G benar pada setiap titik

dari I‘ pada garis vertical.

3.2.4 Tingkat Kebenaran;

Pada bahasan yang 1a1u,.telah dibahas masalah penentuan
kebenaran atau kesalahan dafi formula dalam tipe data dalam
suatu interpretasi. Padé bahasan ini akan dibahas bagaimana

suatu formula dikatakamfvalid dalam suatu tipe data.

Definisi 3.2,4.1

Diberikan R suatu ' fipe data, dikatakan R mempunyai‘

predikat persamaanjbila, R mempunyai predikat =® vang

didefinisikan sebagal berikut




R

T 5jika_x'= v
= (x,¥) =

F  Gika x # ¥

Suatu tipe data dagat dikonversi menjadi tipe data yang

R

mémpunyai predikat persamaan dengan menambahkan predikat =
Sehingga dapat dikatakan semia tipe data mempunyai predikat

persamaan.

Definisi 32.2.4.2
Diberikan G suatu formula dan R suatu tipe data dengan
predikat persamaan, dikatakan G valid dalam R (ditulis
REG) bilz hanya bila untuk setiap fungsi I1:IV8—4,

M(I,G)=T.

G valid dalam R biia hanya bila G benar dalam setiap
environment pada R. Notasi R}G mempunyai arti "R membuat G

benar”, "R model untuk G" atéu "R memenuhi G".

contoh 3.2.4.1.
Diberikan tipe data Z = <Z,+,-,%,<,=,0,1> dengan Z adalah
himpunan bulat, maka fofmulanformula‘berikut valid délam Z
P (YY) [xy = i
11, (YY) (Va) [(x+y)+z = x+(y+2)]

13i. (Yx)(¥y)(¥z)[x<yky<z > x<z]

Definisi 3.2.4.3

Jika G formula, maka ¢ wvalid jika hanya Jika untuk

setiap tipe data R dengan predikat persamaan, RIG.
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Jadi G valid bila hanya bila G valid dalam setiap tipe

data.

contoh 3.2.4.2
i, (Yx)(¥y)[x=y > y=x].

1i. (Bx)I[x=x]

3.2.5 érovabilitas

Pada umumnya tidak ﬁungkin menentukan kevalidan -suatu
formﬁla secara langsung qari definisi kevalidan. Sekarang
akan diberikan suatu definsi induktif langsung dari himpunan

wff vang valid.

Snatu definisi induktif himpunan S, vyang merupakan-

suatue himpunan dasar dari formula-formula dan beberapa
aturan (rule) , adalah “5ika :XES maka Ff(x)eS§", dengan X
adalah suatu formula dan F suatn aturan (rule). Dalam
logika, formula-formula dalam himpunan dasar tersebut
disebut axioma, aturan—a?uraﬁn?a'disebut aturan kesimpulan
(rules of 1inference). %Kemudian suatu penurunan  vang
menunjukkan bahwa suatu formula merupakan anggota dari S
disebut bukti formél (fo}mal proof), dan suatu formula vang
terdapat dalam himpunan  tersebut disebut provable (dapat
dibuktikan). Definisi ﬁalam bentuk ini disebut sistim
formal. | |

Diberikan FW adal?h himpunan dari senua himpunan
berhingga wff, dan didefinisikan suatu relasi F péda Fw

sebagal berikut
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Definisi 3.2.5.1
Jika AeFW dan TeFW, maka (4,I)ef bila hanva bila setiap
interpretasi yvang membuat semua formula dalam A benar,

membuat sekurang—kurangnya satu formula dalam I' benar.

Sebagal contoh bilz I(p)iF, I(g)=T, dan I{r)=T, maka
(tp,poaV-r},{a,~r}) < F
tetapi |
({pVa,~g>r}, {~p>~r}) & |
karena 1 membuat pVg dan .g>r benar, dan ~.p>.r salah.

Notasi (ﬁ,T)EF dapat diganti dengan Akr, dan senua

tanda kurung dapat dihiiangkan sehingga dapat ditulis
pi,qutir Lg,.r ' |
dengan urutan operasinya, F adalah paling akhir.

Dalam hal ini‘k bukan merupakan definisi induktif vang
akan ditelusuri. kareﬁa masih mencakup interpretasi-
interpretasi. Sekarang akan didefinisikan suatu relasi }
pada FW, dan akan dibuktikan dengan teori fundamgntél
induksi bahwa |SE.

.Agar lebih mudah dibaca akan digunakan notasi Al dan
menghilangkan senua tanda kurung seperti pada pengerjaan F_
Selaiﬁ itu ditulis A,A sebaééi AV{AY. Akan ditulis

| | AT

A’ e
antuk  “jika (A,F)ef maka (a7, )el ” dan
- Ail_ I.-':I. Azl_ 1_‘2
AQ} F3

untuk “Jika (Ai,ri)Ek dan (Az,rz)ef mnaka (QE,TB)E} ",
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sedangkan untuk memberi ‘nama aturan dituliskan disebelah
kanan aturan tersebut ssperti dibawah inil

EAiI— ri AZI- rz

AQF 1-.:-3

tanda £ menunjukkan nama.

Tabel dibawah ini Menunjukkan definisi induktif dari k,

vang disebut definisi sistim &.

(1) Jika arT = @, maka A (Axioma)
(2) Q’AFAT,‘AVBT—’?I_ 2 vF | it ﬁ\}g:rr oo

3 i:iég tll: &b = ii—rA&B‘?lk 2 s %

| U

o | ARhBS o SERE R ]

s | i,j’rr ot | i,AWAljr » i
(ay | | (b) J

Tabel 3.2.5.1 Sistim G

Bagaimana menggunékan sistim diatas 7 Diberikan
pasangan (4,T") dan akan;diteﬁtukan apakah pasangan tersebut
merupakan anggota dari i}, Cﬁranya ‘adalah dengan memilih
aturan dari definisi diataé vang cocok vang menasukkan
(A, "), sehingga membentﬁk

AT LT
TT

Kemudian dengan cara yang sSama mengerjakan (A ,T7), sampal

pada akhirnya mencapail 3uatulaxibma. Dalam hal ini Jalan

vang terbaik adalah mengerjakan dengan tree vang dimulai

dari (A,T) sebagai root, kemudian maju ke cabang-cabang .
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sampal mencapal axiomauakioma ataln sustu Jalan buntu. Jika
di setiap ujung cabang membetuk axioma maka (A,F)EF atan
dikatakan AH adalah ahggota dari sistim &. Jika pada
suatu ujung cabang menemni jalan buntu maka (A, T)s} atay

bukan anggota dari G.

contoh 3.2.5.1

Akan diunji apakah (@, {((p>q)&p)>q}) € |.

{5

L) : '
‘\ —\ 4 (5}

pl p,a ‘p.al-a ! . ‘

: ' = /
SN p>aspl a et ‘ \I T3
(23

@~______5 (p>2)&pl a

TR b ((p=a)&p)>q

Dengan menggunakan aturan > (4b) maka (@, {({p>q &p)>a}) (1
dengan A:F:E; Az(pbq)&pfdan Bzq, akan menghasilkan (2) yaitu
({(p>g)&p}.,{ql). Kemudign deﬁgan dengan menggunakan aturan
&} (3b) dari (2) akan ménghasilkan (3) yaitu ({p=q,p},{al).
Selanjutnya dengan aturan >F (4a) dari (3) menghasilkan (4)
dan (5) vaita ({p},{p.ql}) dan ({p,q},{g}). Karena masing-
masing pasanganrhimpunaﬁ (4) dan (5) mempunyail elemen vyang

sama, maka (4) dan (35) ‘merupakan axioma. Dengan demikian

(@, {((p>a)&p)=alr=}.

contoh 3.2.5.2
Akan diuji apakah (pVa)&.pig anggota dari G.

Dengan menyusun tree -dengan (pVa)&.pla sebagai root




diperoreh susunan {(a) atau (b) sebagai berikut

rk p.g ' 5 pl p.g at p.a
— -} — v
p, pF a a,~PF q QVQkp,g

v} ul
pVay,-pl Q j - pVa, Pl g
g . &}
(pVa)&.pl g | (pVa)&.p} q
(a) ; (b)

Walaupitn susunan dari tree (a) dan (b) berbeda, tapil
dari kedua susunan tersebut menunjukkan bahwa (pVa)&.plg

adalah anggota dari G.

Dari contoh 3.2.5;2 dapat diambil kesimpulan bahwa
bentuk tree boleh sembarang asalkan memenuhi aturan-atuaran
dalam sistim G. Kemudian akan diberi suatu contoh dalam

penyusunan tree yang menemui jalan buntu.

contoh 3.2.5.3
Akan diuji apakah p:q,p;r}r&vq anggota dari G. Disusun tree

sebagai berikut.

? 7 ? 7

p,r,ab p a,p.r}

>F.

_p>g,p,r,al

ko

p>g,p,rf T p>g,p,Tl ~9

te

p>q,p,r} r&.q




a0

Rarena q,g,r} bukan ;meruﬁakan axioma dan tidak ada
kelanjutannya, maka'pbq,p,r}.r&~q bukén anggota dari G.

Dari ketiga contoh tersebut dapat diambil suatu
kesimpulan bahﬁa Jika « (4,7 )=}, .makg dapat disusun tree
sembarang. sehingga pada setiap ujung cabang merupakan

axioma.

Theorema 3.2.5.1
Jika A} T maka AF T
ngjz,i : |
Akan ditunjukkan bahwa jika (A.T'), adalah axioma dari
sistim G, maka AR T . Seiain.itu L adalah tertutup dalam
aturan-aturan dari sistiﬁ G aan dengan theorema fundamental
induksi didapat } < F. Akan dibuktikan dengan . induksi yang
dimulai dari langkah dasér dan satu langkah untuk masing
aturan; | |
*%). Langkah dasar
Diberikan &} T ‘suatu axioma dan Cehnl™ . Setiap
interpretasi I yang membuat semua wff dalam A benar,
membuat C benar,'déngan demikian I membuat satu wff

dalam " benar yaitﬁ'c.

x%). Langkah induksi |
2a. Aturan V| : Anggap AAR T dﬁn A,BE I'. Bila inter-
pretasi I mewmbuat semnua wEff dalam A,AVBE benar maka I
membuat A benar atau B benar. Bila I membuat A benar,
maka I membuat semﬁa wiff dalam &,A benar dan dengan

demikisn I membuat:bebefapa formula dalam I benar. Jika




Zb.

3a.

3b.
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I membuzt B benar,‘haka I membuat semwa wff dalam A,B
benar dan dengan deﬁikian I membuat beberapa formula
dalam I benar. O0leh karena I membuat beberapzs wff dalan

I' penar, maka 4,AVBj T

Aturan [V : Anggap AF A,B,I". Akan ditunjukkan bahwa Akl
AVB,I". Hisal interbfetasi I membusat senua wif délam A
benar. Kérena AF A,é,F maka I membuat beberapa wff
dalam A,B,T benar.: Jadi dapat dikatakan I membuat
formula ‘A benar ataﬁ B benar atau beberapa wff dalam T

benar. Jadi Af AVB,T.

Aturan &} Anggaé A,A,Bf T. Bila interpretasi I
membuat:semua_ formula dalam AQ{A&B} benar, wmaka I
nembuat A dab B benér. Oleh karena itn I membuat semua
formula dalam AU{A,E} _bénar. Karena A,A,BE T', maka
interpretasl I membﬁat .mémbuat beberap formula dalam I

benar. Sehinggsa A,A&BF r.

Aturan |[& : Anggap 4} A,I" dap Ak B,I'. Akan diteonjukkan
bahwa AF A&B, T, Interpretasi I membuat semua formula
dalam A benar. Haru% ditunjukkan I membuat beberapa
formula dalam T benér atau I membuat A&B benar. ﬁarena
AL A,T dan AB,T, m;aka I membuat beberapa formula dalam

r benar'aﬁau I membuat keduz A dan B benar. Sehingga I

‘membuat beberapa formula dalam TOU{A&B} benar.

4a. Aturan o} : Anggap AH,A dan A,BE . Bila interpretasi I




4b.

5a.

5b.

o2

membuat semua formule dalam A,ADB benar, maka I membuat
semua formula dalaﬁ A benar dan membuat A>B benar. Oleh
kérena jtu pasti I membuét B benar dan dengan .demikian
membuat semua formula . dalam A4,A benér, sehingga 1
membuat beberapsa formula dalam I benar. I membuat A>B
benar bila hanya bila I membuat B benar dan tidak harus

membuat A benar, sehingga sudah barang tentu I nmembuat

'beberapa formula dalam I',A benar. Jadi A,APBR T,

Aturan }> : Anggap 4,AFB,T. Akan ditunjukkan bahwa A4F

A>B,T. Misal I memﬁuat semua formula dalam. A  benar.
Karena A,ARB,I maka 1 menbuat semua formula dalam A,A
benar dan membuat‘beberapa formula dalam B,I"  benar.
Oleh karena itu I @embuat A benar, sehingga I membuat

A->B benar bila hanva bila T membuat B benar. Kareﬁa I

‘membuat beberapa formula dalam T",B benar maka I membuat

beberapa formula délam A>B,T" benar.

Aturan -} AnggapEAFA,F. Misal interpretasi I membuat

semua formula dalam A,.A benar. Oleh karena 1itu I
membuat semua formula dalam A benar dan I membuat A
salah. Karena Akﬂ;r maka I membuat beberapa formula
dalam A,T benar. Karena I membuat A salah maka I harus

membuat beberapa wff dalam I benar. Sehingza A, AFT.

Anggap A&, AH . Akan:ditunjukkan bahwa AR.8,T. Diberikan‘

interpretasi I membuat semua formula dalam A benar.

Karena A,AFF, maka I membuat & benar, dan kemudian




membuat beberapa formula dalam T benax.’ Sehingga_ I
membuat gA aalah. Karena I membuat beberapa forﬁula
dalam I’ benar, maka membuat beberapa formula dalam

{~A}JT benar. Sehingga Ak LA,T.

3.3 BAHASA STATEMEN
Dalam bahasan ini  akan didefinisikan bahasa dari
statemen—statemnen, yang: dalam opersi dasarnva merupakan

assignment dari suatu nilal ke variabel.

Definisi 3.3.1

Jika R édalah tiﬁe data, himpunan dari statsmen-

statémen adalah  himpunan dari string—strihg yang

didefinisikan sebagai berikut

i. jika veIVS ‘dﬁn t adalah term dalam R, maka
ve—t adalah %tatemen
ii. Jika S1 dan Sz:statemen maka Qggln_si;sz engd

adalah statemen

iii. jika B formula dalam R vang tanpa guantifier dan

w

¥

. 52 atatemen, maka AL B Lhﬁn_si else 5, adzlah

statemen
jv. jika B formula dalam R yang tanpa gquantifier dan

S, statemen, maka w®bils B do 5 adalah statemen

Dari definisi diatas statemen-statemennya dapat

digambarkan sebagail flowchart berikut




Vet j )
_ |
statemen ve—t
assignmen l
: 4
: 1
begin S5,;5, end . S,
statemen S'
campuran : =
if B then S,
else S5,
statemen l . . ]
kondisi : . I
uhile B do S
statemen
while
' Gambar 3.3.1
Untuk definisi (ii) dapat dikembangkan,  Jika

S,»---25, adalah statemen, maka hegin 5,,...,3, end =adalah
statemen. Kombinasi dari statemen-statemen vang sSesual
dengan bahasa statemen tersebut dapat menghasilkan susunan

perintah atau kerja yang disebut program. Dibawah 1ini

diberikan contoh program dan gambar flowchartnya.




Contoh 3.3.1

Program faktorial dari bilangan bulat positif 10 (10%)

begin
ne_-10§
je—1;
Fem1;
fTacte—0;
while iSn do
begin
 fe— FXi;
. je— i+1
end;
facte— I

‘ Gambér.3;é.1 Flowchart

Sekarang akan didefinisikan fungsi evaluasi K.

statemen—statemen dengan .perubahan

variabel-variabel, yang konsepnya

berupa

55

fact «— I

Operasi
nilai-nilai daril
pemetaan dari
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nama-nama variabel ke nilai-nilainya adalahb envirohment.
Dengan demikian akan dibuat fungsi M yaﬁg mnembawa statemen 5
dan énvirpnment I(envifonment awal) ke environment I°'-
{environment seteieh § dijalankan). Tabél berikut adalah

tabel definisi fungsi M.

. Mterm(l,t) jika w#v
5. M¢I,ve=—t) = I', dimana I'=
: I(w) jika w=v

1i.| M(I.begin §,;5, end) = M(M(I,S,).S,)

Jika Mf(I,B)ZT, maka M(I,if B then 5, else 3))
iii-t ‘
o M(LLS, 0

jika M, (I,B)=F, maka M(I,if B Lhen 5, glse 3,)

iii~-f
M(L,5,)

n
-

iv-f| Jika Mf(I,B}rF, maka M(I,ghile B do 5)

Jika Mf(I,B):T,'maka.ﬁ(l,ﬁhilg B do S) = M(M(I,S)>,
iv-t . ‘

while B do S)

Tabel 3.3.1 Definisi fungsi X untuk statemen

Pada tabel diatas Huwm. pada nomor (i) - menunjukkan
fungsi evaluasi ﬁntuk term dan Mr. pada (iii) - (iv)
menunjukan fungsi evalﬁasi- untﬁk formula. Dalam bentuk
fungsional fungsi M"&itulis M(I,S)=I", sedangkan dalam
bentuk relasional ditulis (I,S,I7)ed. Bila untuk I,5, tidak
terdapat I‘ sedemikian hingga (1,5,I')sM atan M(I,S5) tak

rerdefinisi maka program tidak pernah berhenti.






