BAB II
REGRESI LINIER SEDERHANA

Model regresi linier sederhana adalah model dengan
satu variabel bebas dan satu variabel tak bebas, serta hu-
bungannya antara kedua variabel tersebut dalam sebuah ga-
e 1Q#ﬁs;m: o . o ”.. .

Dalam regresi linier sederhané diasumsikan bahwa tiap ke-
salahan (sL) dalam fungsi regresi populasi;

YL = o t+ 3 Xi + N

Didistribusikan secara normal dengan, -

. Rata - rata = :E (s) =0
Varians : B (Et) = az
Cov ( &, , sj_) 1 E (BL ej) = 0 1 = 4

Asumsi ini secara ringkas dinyatakan sebagal

e AUN (0,0 %)

2.1. PENAKSIRAN UNTUK VPARAMETER DAN QARIANS
Metode kuadrat terkecil biasa (OLS = Ordinary Least
Squaréé) diquhakan unthk ménakéir ol déﬁ ? , yaitu menaksir
a dan 3 sehingga jumlah kuadrat antara jarak hasil obser-
vasi (Y,) dengan garis lurus vyang dicari ‘harus sekecil

mungkin {minimum).

Y;'= o+ N )(,L + e, , 1 =1,2, !
s ( e ) = E (Y -a-8XxX9%
P i 1 .
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Taksiran kuadrat terkecil dari o« dan 3 , katakanlah o dan

2 harus memenuhl

a8 uf) N -
= = - 2Z (Y -a-fBX)=0
v 19
a o
Dan
a5 (&) | .
— =-2Z (Y -a-gBX)(X)=20
3 '

Dari dua persamaan diatas akan didapat

CeciaTes (2.1)

-~

not+ EX =ZFY o "}_“
&« X, + g £x? = Ty x
Persamaan (2.1) dinamakan persamaan persamaan normal kua-

diat térkecii; yang.mempunyai penyelesalan yaitu

a=Y-pBX _ ceseaal2.2)
dan
{EYi){ZXi)
7 z th — =
~ o, (2.3)
fo= 2
(th)
ZXT —
i n
. w 1 X 1
dimana Y = —— IZY. dan X = — ZX.
n L n L
n = besarnya sampel
bukti

H




(Y- A% EX. + B EXE = £Y X
1 L 8 L
. , (zx)* (£Y ) (EX.)
£ [Ex. _ } = TY X -— . b
1 n T i n
(X ) (Y )
LY X, -~ - h
~ [ n
. (£x ) *
EXL - n

jadi pengepasan untuk model regresi linier sederhana
adalah : ; = ; + 5 X

Penyebut pada persamaan (2.3) adalah jumlah kuadrat kesa-
11ahan.dari-pada~x1, sedangkan -pembilangnya -disebut - jumlah

kesalahan hasil kalil xi dan &f_L yang ditulis dalam notasi :

(£x,)* .
s = X7 — = = Z (X - X)
X 1 n
misalkan
X - X = = maka
L L
2 2 - - ¥y = 2
Sxx = zxi - (in) /n = Z(}\[.L X)) in
=5y x — FYOEXY L oy x - 1
XY v _— t L
n
= (Y., - ¥)(x. - X)
1 L
misalkan
Y.L— Y = y.L _mak_a
Sxy = I ¥x
Persamaan (2.3) dapat ditulis menjadi
- S ~ Y x _
B = -Sxy atau (B = —t L., v (2.4)

2
2 =,
B . 1




Definisi 1 :

Perbedaan antara hasll observasi Yt dengan kecocokan
nilai yang diharapkan Y_L disebut Residual
e = Yt - YL s 1 = 1,2,...,n

L

Sedangkan untuk penaksiran o didapat dari jumlah kuadrat

kesalahan (residual)

--------------

SSE = T &2 = £ (Y - ¥ )2 (2.5)
" L L

Substitusikan Sf_L = o + 3 XL kedalam persamaan (2.5), se-

hingga

CesE =z (Y, - & - X
= ELY, - (Y- 8T ~px 17
=%y, - 0) - (x, - D)}F
=Dy, D28 (- DX, - K + A x, - D
=2 (v, -DP-283(x, - DX, - %) + 5 z(x, - ©F
=¥ (Y —Y)z—zfasxy+ﬁ_:1 S,

2026
SSE =S, - (S, P e, {2.6)

Jumlah kuadrat kesalahan (SEE) mempunyal n - 2 dera -

jat kebebasan, sehingga penduga dari e z,adalah :

_;g - SSE = MSE

n — 2

2. 2. SIFAT — SIFAT PENAKSIR KUADRAT TERKECIL o
THEOREMA : GAUSS MARKOV
Jika semua aédmsi model regresi liner se-

derhana dipenuhi, penaksir kuadrat terke-




)

cil ¢ ; dan % }) adalah fak bias linier
terbaik (Best Linler Unblased Estimator)
yaitu dalam kelas semua penaksir tak bias
linier mereka mempunyai varians yang mi-
nimum.

--Bﬁkti”: -

Definisi 2 :

Ketidakbiasan (unbiasedness) suatu penak--
sir ; dikatakan penaksir tak bias e, jika
‘nilal yang diharapkan“dari';'adaléh'“samé
- -dengan © sebenarnya, yaitu ' : . .
E(o) =0
a=Y-p%

Subtitusikan /@ dari persamaan (2.4), didapat

- 2 x y,
- v _ LTt =
o =Y —ir?z————x
3 L
- T Y. _ T ox _
o= — L X ; (Y, —Y)
E x.
_l.
-~ 1 ""-xl.
a = (— X DY e, (2.7)
n
2 x,
L
karena
_ _Z_x_
XY ——— =0
E ox
L
sebab T % = E (X - ¥X)
=X X - I X
1 L




dengan demikian

>

=

- 1 v
a—k.[——n—— 2](0+ﬁxi+et)

' X x
1 - iy 1 = i
a X T X _____;J + 3 Z[—E—-X —~_——j X

a=o+ 0 + = [_5— - X —-—i———] £ e eeasas (2.8}
n 2 %
Z x

‘maka akan didapat :

; = o + [ -——1-— - % -———-—i' ] £,
' : n S 2 i

E‘(&)

B ‘['a+ﬁ['n”'_f_' '2] *ﬂ]

= a + 0 = o
Jadi E (o) = o
Terbukti bahwa o adalah penaksir tak bias dari a.
Sekarang untuk g
B ) = xiyt
= x?
1

dengan model redresi sampel

Y = o+ X + e, T e ia st asasasa (2.94)
1l L L

ZY = noa+BZX + I e,

+ L L

TY =no+@AEX L e (2.8 )

Karena




™M
®
]

E(Y, -Y ) =E (Y -a-pK )

y -
-
-

ZY - naoa-3 ZX
L i

N Y -n Y+ npX -p £X,

ti

Z Yi - Z YL + 3 zxL - ﬁ ;XL = 0

dengan membagi persamaan (2.9) seluruhnya dengan n, diper-

oleh
Y=o + X .. Ceeaens { 2.10 )
kurangkan (2.10) dari (2.%A) diperoleh
_Yi -Y =i {( xi - X)) + ﬁ
Yy, = 3 x. + €. et . { 2.11 )
- Model regresi populasi
,_Y.L = o + ﬁ.xi + €. e e aa e aaes veew 2,12 )
Y =na+ X + I e,
L L 11
_E“.z Y = a+ 3 &L— X, o+ -l— I e,
n n 1 n 1
Y=a+pB3X+= ... e { 2.13 )

- dengan mengurangkan (2.13) dari (2.12) dipetoleh

Y, - Y =B X, - X) + ¢ e - £ )
¥, = 3 x, + ( £ - & ) e et e s en ( 2.14 )
‘g = T X ¥
z x?
1

Subtitusikan persamaan (2.14) ke persamaan diatas :

R Tx (Bx t (e -F))

)
]
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=3
D
]
=
2
+

n _
:D .
+

=B+ 0
jadi E ( B )y = 3

terlihat juga bahwa {3 penaksir tak bias dari £ B

Definisi 3

Kelinieran (LINEARITY) suatu penaksir & dika-
takan merupakan penaksir linier dari e, ijika

merupakan fungsl linier dari observas! gampel.

Pari persamaan (2.7) kita mempunyai :

~ 1 — ‘x-
a=Z[—n———X~—-—t—z—-——]Y.
: z x v
L
. .
misalkan k = —-t , ‘inaka
L 2
Z x
13
a = £ ( . ki.) 3r.'.L ...... { 2.16 )

Ini menunjukkan bahwa o adalah penaksir linier karena me-

rupakan fungsi linier dari Y.

Démikian juga untuk 3

;‘3 _ o2y
2
: Z x

i
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~ 2 x Y - Y
g = O )
& x
x 96"1.'_L I x
= ; - Y ;
o x T o
L v
. x‘
p o= %%, nisalkan k, - — .. 2.17)
anRgthall K R
. . — = o
2 2 i
2=z kth

juga menunjukan bahwa /3 adalah penaksir linier karena

merupakan fungsi linier dari Y.

'Definisl 4 ;

Dari persamaan (2.8) kita mempunyai :

~
Varians minimum o, dikatakan sebagai penaksir

dengan varians minimum dari e jika varians da-

ri © . kecil dari atau paling besar sama de-

-~ .
ngan varians dari ©,» Yang merupakan penaksir

lain manapun dari e.

Varians o adalah

I
=
2>

]
2

N

E [(a - E(a)]?

B (oo )é .='E [z[ L —i’ i ]sl ]z
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2 - Z x _ 2 ox 2

) [ z ' n X 2zt X : 2 ] E (ct )

n 2 x (Zx 7))

1 = 2 E:xz 2
S S St N

¢n = %>
Var (a) = [l g X 2]02 teeeeees (2,18 )
) z x

Misalkan o penaksir linier yang lain dari a , yaltu
. 1 —
o =T Y (- X w)

Dimana w, tidak perlu sama dengan k, pada persamaan (2.17)

%
E (&)

P SN SR S S SN SR
B[ YL( o X w, )1

L

- fwt)(a + AX )

=a+ X -aXzw +p¥% Ewixt

L

= o - o XZIw + 3X (1 - Zw.X.)
L . L v

*
agar a tak bias, maka

t

Zw =0 ‘dan’ - Z'wixi = 1

var {a*) = var [ZY.(} - X w. )]
T n 1

2Y
= var | —ELJ + X2 wa var (Y, )

4 2 2 2
= = ¥ X7 o7 Zw
n - i

% + X2 2w ]

t
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4
1 —2 t 2 . z xi.
= of R + _
n T Ex_z {sz)-z
L L
> xi’ x
2 X % (w - ) [— )]
L 2 2
th th

'sedangkan suku ke-3 ruas kanan pada persamaan diatas :

. 2
_2 ( ! ) ( ! ) caf TVE I,
2 X7z W, — = 2 X [ — ]
v Zx_z Zx_z s (Zx.z)z
L L L
TwW. X w. (X - X)
= 2 X 2 [ i 12 ] - 9 -)-(—2[: i i _ 12 ]
Zx (th) ZxL Zx‘,.
o, (TWX - X Tw -1
=2 X [ i - i ]
. . 2
Tx,
L
_ w X, - 1 X Zw
21t (=) (=)
Zx Zx,
L . 1

- 2 [ i
2X° 2 (w - ) ) =0
v Zx? ( Ex,z
1 1
z 1 - 2 X, z
jadivar(a}:o[—+x z[w—‘ ]
n i z
Zx,
2 t
- 2 Zx
+ X ‘z . ]
(Exi )

var (a*) dapat.miniﬁum hahya dengan " memanipulasikannya,

yaitu dengén mengambil
*,
Ex?

L

W=
i
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- z
. * -
sehingga var (o) = o ( L, X )
n .2
g
1
= var (o)
Ini menunjukkan bahwa dengan W = kf varians dari

a# adalah sama dengan varians taksiran. . kuadrat. terkecil
a*, dengan kata lain var (a*) Z wvar (;) adalah varians
yang minimum untuk o

Sedangkan untuk 3, déngan persamaan (2.15) :

- Xx &
L

B~ =

Zx_z

L
varians dari 3 adalah

E (- B2 =E (B - M, maka

~ Exte:,L 2
E(p - () = Ef———m]
L Zx_z
L
7 ~ X £ N2 X, &, 2 x &£ 2
E(ﬁ—ﬁ)=E[[ 2]+[ 2]+...+[ “]
Zax zx ox
L L
AP ler TP *:%s 2 &
+ 2 [ 1 1 2] + 2 [' - 1 9] + e+
sz 2.

i L

%y e & —4 P

2[ : n] + ot 2‘[ D zn n—-41 n]]
X Zx
i t
o 2 E.z ;g.x x ..
=E[ ! tz + 2 b P i 1]
(Z2, %) . I,
1 1
= ———l—z—fE(eLz) . karena E(stsj)~= 0 uantuk i#j




-~ . P4
var (f3) =

misalkan ﬁ* penaksir linier dari /3, yaitu
. .

= EwY,

d.i.mana..wi- tidak perlu -sama--dengan--k—i -pada--pers-amaén (2.17%y

B(%) = L wE(Y,)
Lw (a+ Bxl)

aEw‘,’ +B}:wi.xi.

n

- L.
agar {7 tak bias maka

Ewi=0 dan I_:WLXL=1__

ne.

var (ﬁ‘* . var (EWLYL) S

2 ,
L w .var (Y.L)

2 e %, % 2
= o I [w - + )
t Zx,z T 2
T L
x 2 2 Zx.z
= 0'2 E [w - hd 2.] 4+ o L22 +
b T, < S (Ex 5
: L 1
2 x5 =
2@ E[w"ny_xz] [zxz]

varians {3 dapat menjadil minimum jika dimisalkan

x.,
1
2
Zx,

1

W o=
ot

]

sehingga var (ﬁ*)

Zx
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terlihat juga dengan W = kt, varians ﬁ* sama dengan
varians kuadrat terkecil ﬁ, sehlngga wvar (ﬁ) adalaﬁ
varians minimum untuk £3.

Dengan pembuktianﬂpémbuktian diatas, ; dan B adalah
linier, tak_bias'dan_mempunyai varian$.minimum,_mgka_;_dan
a disebut penaksir tak bias linier terbaik_ (Best Linear

Unbiased Estimator).

Sedangkan o° adalah estimator tak bias dari o° sebab

a
+

dengan mensubtitusikan (2.11) kedalam (2.14) dihasilkan

LT v s el - By
z _ - _ z z o=z - _ - o=
¢S B -t ET (e, - D -2 (B - pix (s - B
T etz = (& -m*y xf + Tl -z

-2 (3 - ML x (s,- )
ECT etz) - L x

F

E(B - % + BLE (6~ 8)°] -
2 E(B - ML %, (s - )

= o + (n-1) o - 2 oZ
= (n-2) o?
2
e,

-~y
sedangkan ¢ = g5
Nilai yang diharapakannya adalah :

coz, 1
E(O’ )'.—'n-z

Z
= o

E (Se?)
E (Ze7)

z-

Terbukti bahwa o° merupakan penaksir tak bias dari o
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2.3. Test Hipotesa Parameter

_Teori pengujlian hipotesa berkenaan dengan
pengembangan aturah atau prosedur untuk memutuskan apakaﬁ
menerimé atau meﬁolak hipotesa. Secara garls besarnya.
adalah suatu prosedur dimana hasil sampel digunakan untuk
ﬁenguji kebenaran étau kepalsuan suatu hipotesa nol.
Keputusan untuk menerima atau menolak H, dibuat atas dasar

nilai statistik wuji yang diperoleh dari data yang

Qimiliki.

- 2.3.1 L Uji Parameter 3.
H 3 =7

4] o
.H1 I ﬁo
Karena (3 kombinasi linier dari observasi Yt,,sehingga
{3 berdistribusi normal dengan rata-rata 3 dan varians

2 o
o /Sxx, maka

adalah berdistribusilN(O,l) jika H0 benar;

;z _atau MSE adalah estimator tak bias dari o° dan
distribusi dari (n-2)MSE/o® adalah ¥ . Selain itu MSE
dan % adalah variabel random independent.

Ini wmenyarankan bahwa jika kita mengganti o pada Z dengan

& = MSE, statistik
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o I———-
MSE/sxx

adalah berdistribusi t (student) dengan derajat kebebasan

n-2 jika H  benar. Statistik t, digunakan untuk test

Ho: R = ﬁé dengan membandingkan nilai observasi pada to

dengan a/z persentas) dari distribusi +t (t ) dan
n-2 a’/2,n—2
tolak H_ jika |t | >
Ls) o] ar2,n-2
‘2.3, 2 Uji Parameter o
H o= o
[ ] [«
H o 2 oo
4 ECy
o - a
t =
°© 1 -2
I M3E [ =+ X"/85 1
. h 2o
Tolak H_ jika |t | > t_
O - o as2,n-2
2.3.3 Uii Independensi
HD: $ =20
Hx: g =0 .
Prosedur test untuk - uji independensi dapat
dikembangkan dari dua pendekatan.
Pendekatan pertéma dimulai dengan kesaméén.:
Y, = ¥ = (Y- ¥) 4 (Y= Y ) eerrinniannnnnnnnn (2.20)
1 18 1 1%

kuadratkan kedua sisi dari persamaan (2.20) dan Jjumlahkan
lagi seluruh n observasi, dihasilkan

L(t-D* =g (v~ D*+ g (Y- Y% +




19

2 % (Y - DY~ ¥,)

sedangkan 2 Y (YL- Y)(YL_Yt) 2 YL(Y{bYL) -

2 Y L(Y- Y

=2LYe -2YTLe

=0
sehingga

L - =g (¥-D%+ ¢ (Y. - ¥)% . .....(2.21)

Ruaé kirl darl persamaan (2.21) adalah Jumlah kuadrat
yang menunjukkan kesalahan observasl yaitu Syy.
- Dua komponen dari ukuran Sy adalah jumlah perubahan

~pada observasl Y yang dijelaskan oleh garis regresi dan -

perbedaan residual sisa yang tidak dijelaskan oleh . garis

regresi, S = S8R + 88E ..... e et e e
VY

Dengan membandingkan (2.6) dengan (2.22) kita melihat

ceeaeeaaas{2.22)

bahwa jumlah kuadrat regresi dapat dihitung dengan :

SSR = /3 8
7. xYy
Sehingga untuk test hipotesa Ho: # = 0 menggunakan test
statistik
_ SSR/1 _ MSR
FO = ‘SHQW - M—-—'—SE ........... {2.23)

tolak Ho jika FO > F

a,1,n-2

Pendekatan kedua dengan menggunakan t-test,

Jika pada (2.24) kedua sisinya dikuadratkan akan didapat




20

tz xx MSR
o MSE MSE

Terlihat bahwa hasilnya sama denagan F0 pada (2.23).

Tolak H_ jika |t | > .
o) [#] as/2.n—2

2.4. Interval Konfidensi

...JdJika. . error .. (kesalahan). . adalah.  .normal. . dan. .
berdistribusi secara bebas, maka ”q;stribqgi; msampling
keduanya

M dan . a - o
J MsE/s I MSE [l + ¥X%/s
sex n scac]

adalah t (student) dengan n-2 derajat bebas.

Maka dari itu 100(l1-a) persen interval konfidensi pada g3
diberikan oleh |

~

B -t [ <p<p o+t )
L Tas2,n-2 4 MSE/Sxx . asz, n-2 J MSE/Sxx

dan 100{1-a) persen interval konfidensi pada o adalah

"~

< < —
ta/znveJﬁSE [% + fe/Sxx_ a = a+tqumw2IﬁSE [% + XZ/Sxx

Sedangkan distrlbusi sampling darl (n-2) MSE adalah

4
. < 4

chi-kuadrat dengan n-2 derajat bebas, jadi

p{ 2% <« (n-2)MSE _ =2

i-as/2.n-2 2 - asE, n-2

b= 1-a
o :

dan akibatnya 100(l1-a) persen interval konfidensi pada az
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