~ BABII
' TEORI PENUNJANG

I1.1 MATRIKS
II.1.1 Pengertian
Definisi 2.1
Matriks adaiah‘himpunan bilangan — bilangan baik
itu biiangan riil atau  bilangan kompleks vyang
_ disuéun secara khusus yakni dalam bentuk baris
dan kolom sahingga berbentuk ‘empat persedl
panjang. Setiap bilangan dalam matriks diseﬁut
unsur atéu'elemen_dari matriks, sedang batasnya

dinyatakan_dengan':
atau

Notasi untpk matriké biasanva diﬁyatakan dalam
huruf besér, sedang untur elemen -— elemenﬁya
dinyatakan dalam hurut ke;il. ‘ Secaré lengkap
ditulis dengan:=

A= au 'y berarti .bahwa- matriks mempuﬁYai
elemen — Elemen.au, dimana indeks i  menvyatakan
Earis ke i dan-iﬁdeks i menyatakan kolom ke 3.
Bila A adélah métriks yang mempunyai m baris dan

n kolom maka matriks A itu ditulis sebagai 3
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atau A = { ai_j }, dimana i = 1, 2y ..., m dan i =

1, 2, =«=3 n. Sehingga dapat juga ditulis. dengan

A = (a. ), mxn disebut ukuran atau ordo
mxn % .
dari matriks. ‘Dua buah matriks A = ( B ) darn
B = ( b, ) untuk setiap i dan j N oio= 1, 2,

ceagm dan j = 1, 2y -xa4n)

IT.1.2 Beberapa fJenis Matriks Berdasar Susunan

Elemennya

1. Matriks Bujursangkar
Matriks Bujursangkar adalah matriks yvang

bhanyaknya baris dan kolom sama.

Contoh =
4 i =
A= 5 @ 2
0 .8

2. Matriks Diagonal

Matriks Diagonal adalah matriks bujursangkar
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yang éemua 'elemEnnya berfharga nol, kecualdi
‘elemen - Elémen diagDna1 utamanya.

Jadi suatu matriks.amxn 3 dimana m = n s
adalah matriks 'diagnnal apabila elemeﬁ -
Eiemen‘aﬁ , untuk i = j ‘tidak sama dengan
nol. Barisan 2lemen a.,s azzi sriegd

disebut Diagonal Utama dari matriks tersebut.

Sedangkan 2

n

. i] 21 2z ) mn
i1=1

disebut Trace dari matriks tersebut.

3. Matriks Nol (Mull Matriks)

Contoh =
g 2 @- @8 © 0 ?
f 2 5 @ B @ E
| A = a @ 8 @ @ i
? g © @ &6 D
% » 8 © B 1
|

Matriks nol adalah matriks yang semua elemen — ' é
Eiemennya berharga nol.

Contoh =

4. Matriks Satuan ( Unit Matriks, -Identity

matriks 3

Matriks Satuan adalah matriks diagonal vyang




e
[

I1.1.3
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elemen — elemen pada diagonal berharga satu
(1 ).
Contoh =
1 a
A= 1
a 2 1

Matriks Baris

"Matriks baris adalah matriks yang terdiri atas

satu baris saja. Contob @
F =10 P Bys =r=s P, 1
Matriks Kolom

Matriks kolom adalah matriks yang terdiri atas

satu kolom saja. Contoh =

ai'W

Operasi Perﬁalian Matriks

Pada perkalian matriks & dan B vang ditulis -

AR, matriks A disebut matriks pertama dan

‘matriks kedua. Didalam perkalian matriks

diperlukan%persyaratan yaitu banyaknya kolom

matriks pertama harus sama dengan hanyaknya'

baris matriks kedua.

Definisi 2.2

vl

pandang & = ( aﬁ ydan B = ( b ) dimana




AB
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matriks A mmempunyai jumlah kolom yang sama

dengan jumlah baris matriks B Misal matriks

A mempunyai ordo m x p dan matriks B mempunyai
'mrdm p x n. Maka hasil perkalian AR adélah
matriks T = ( CG ) yang mempunyai ordo m ¥ nNg
dengaﬁ elemen ke 4iji nya diperoleh déngan
mengalikan baris ke i‘dari matriks A dengan

tolom ke j dari matriks B.

"4 . . . e - a |1 [b, _--] B |=--b ]
11 i1p 14 (] in
= a . m ow o= A, - - -
ij ip
- | b ..| b -ub
L_ mi mp | [ P pi pn
[ = I - era © ]
11 in
= " - m = C . - = m -
i
L R - cae &
mi mn -
dimana:
c.. =-a, b_+é,b Fi.am=ta, b,
1] ;.)1 1) 2 2Z) ip Pl
= a [}
Y A by
L=1 v ]
" pitekankan disini hahwa hasil perkalian
matriks AB tidak terdefinisi  apabila

matriks A berordo m x p dan matriks B berordo
q xn dimana p # g .Hukum—hukum yang berlaku

pada perkalian matriks jika A, B.C adalah




i0

matriks — matriks vang memenuhisyarat-syarat

yang diperlukan :

a. (AB)C = A(BC) —» Assasiatif

b. AB # BA | —  Tidak Komutatif
c. A(B + €) = AB + AC — > Distribusi kiri,
d. (B + YA = BA + CA — Digtriguéi'kanaﬁ

e. o (AB) = (aA) B = A {aB) ,dimana o skalar

f. AR = AC belum tentu B = C
g. ATl = 1A = A

1I.2 Transformasi Fourier Diskret

II.2;1. Pengartian

Definisi

Il
=
Y
-
N
7 |

Ambil x(k) 5 k eaenan N-1  yang
‘marupakan barisén bBilangan kompleks sebanyak

N. Transformasi Fourier Diskret ( Discrete

Fourier Transform = DFT ) dari barisan ®EK)

didefinisikan sebagai :

_ N-{ .k'n . .
X(n) -kzoxtk; S ceenninn(2.1)
- =jarkn/N
dimana n = Q,l,Z;..,N—l dan WN = e .
serta j = ¥:I—.:
Harga x(k) dapat diperoleh dari barisan
transfarmasi ¥{n} sesbagail = ‘
: .N—1 —kn )
x{k) = ~§~n2Lxcn)wN P 3

dimana k = B,1;2,..,M-1
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yang sering disebut’ Invers Transformasi
Fourier Diskret (. Invers Discrete Fourier

Trasform = 1DFT)

Untuk membgktikah pers (2.2), substitusi pérs'

(2.1) ke pers (2.2) yaitu :

1 N-1 fkn
- z X(n) W

i

Wikl

1 N-1] N-4A nm —kn’

N z 2 *xLm) NN W N

n=qQ m=o

"

1 N-4 N-_‘!. nim-k?
= zx(m) } % (n) W
N . : N

- m=EQ n=0

---n-u--nrt-a(Z-S)

Dengan menghitung penjumlahan vyang didalam

kurung tegak dengan menggunakan fumus Jumlah

pembagian suatu deret ukur , akan diproleh :

nm=k wu(m—k)- _ « untuk k#m
N, untuk k=m

N=1

2 W =

n=a N ' 1 ."; W ¢mk>
Jadi ruas kanan .pada pers {(2.3)adalah nol,

recuali untuk @ = k . Maka dari itu terdapat

satu suku tidak nol yang terjadi untuk m = E

dan nilainya adalah x(k}. Jadi akan diperolsh
pasarngan Transfurmaﬁi Fourier Diskret {

Discrete Fourier Transform = DFT ) yaitu =

‘ MN=4 kn )
X{ny = Z}HRJ W dan Inversnya
: k=g
1 N—-1 —kn




I1.2.2

Bukti

iz

atau sering ditulis sebagai I -

X{n} oO———ox(k)

Kesimetrisan Dan Keperiodikan Dari Faktor
Putaran

Tinjau kembali definisi 2.1 . Motasi Nﬁn

= NN yicehut faktor putaran ( Twiddle

Faktaor } -

Faktoar putaran tersebut  mempunyai sifat -

5ifét H
a.'w§= ~w$*“’z - ( Gifat Simetris )
b. W= wi*ﬂ' . ( Sifat Periodik )

a. Sifat Simetris

CI+N/2 ot N/Z
= W 1)

W
N N N
ot — 2N/ 20N
= W e’
N
o -
= W e’
N
N2 o ' . -
W = W [ cos 7 — j sin 7]
N N "

=WGE—1_'BJ=__w°l -h---n---(zuq‘)
N N
Hengalikan kedua ruas persamaan (2.4) dengan
~1 akan menghasilkan =

CHN L2
W = — W
N . N

'b. Sifat Periodik

oL+N fal N
W = W W

N N . N

oN o —j2INsN
W = W e

N N
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o . —j2r
e
N

]

N: [ cos z&_* j sin 2n]
= wz [1-21= R & 0. |

N

Im{Imaginer)

T
-8

Re(Real)

Gambar 2.1 gifat Simetris dan Periodik dari

Faktor Putaran , untuk N = B

I1.2.3 Bifat — Sifat Transformasi Fourier Diskret

Transformasi Fourier Diskret bermanfaat

sebhagai metbde numer ik untuk menghitung suatu

fungsi kontinu «

fdapun sifat — sifatnya antara lain

a. Kelinearan

Tearema 2.1
Jika x(k) dan y(k) mempunyai Transformasi

Fourier Diékret X(n) dan. Y{n} maka =
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®(k} + y(k} +——> X{n) + Y{(n)

Bukti =

‘M=-1 : —j2rt kNN

3 [x(kxwtk_)]e =

" k=0 -

N-1 - jzrKnsN N-1 - jzrkn N

®(k}) e *+ E yi{k) &
k=0 . ) k=0

= X{n} + Y{n)
" b. Sifat Simetris

Teorema 2.2

Fasangan Transformasi Fourier Diskret

®{k}e—X(n) mempunyai sifat simetris Jika

mementtbi s

1 X{n) «— x{—k)

Bukti @
oy N=4 - jerknsnN
x(ky= 5 ) X(m) e
n=0

N jerkn N

maka x{—k} w

i

N-—1
:E X{n) e
n=o

Dengan mengganti parameter k dengan n maka

. 3 ~ jzrknsN
—_ X({n) e
N

n=0

w({-nj =

c. Pergeseran waktu

Teorema 2.3

Jika x{kK). 4_-—-» X{n) maka untuk x(k)

digeser dengan integer 1 menjadi
' _ _ —jzAnLs/N
#lk - 1) «— X{n} e

.Bukti H




13

Invers  Transformasi Fourier Diskret

didefinisikan oleh:

oy N-4 T jzrkn/N
#f{k) = oy Xn} =
. n=C ’

Subtitusi k ‘dengan ( k-1 )} sehingga menjadi :

. Ngt j2mek—-13NsN
wlk — 1} = =~ X(n) e
N
. n=0
. Nt ~- j2REALS/N Tjznknsn
= = Xin :
v [ (n)} e e
n=0_
—jzENL N

d. Pergeseran Frekuensi

Tearema 2.4 3

Jika u{k) «—— Xin) maka untuk X{n)

digeser denﬁan integer 1 menjadi =

jzrakl/N
(k )} e : —3 X{n-—11
Bukti =
Tfansfurmasi Fourier Digskret - X(n)

didefinisikan“qleh s

N=12 -~ jzranksN

X{n} = z x(k) B
ko
Subtitusi n dengan (n — 1) sehingga menjadi =
. ;N—i -jzﬂcn - LykrsN
X(n — 1) = E (k) e
. EZo
N-1 jzrki N —jzurknsN
= 2 [ »ik) e ] e
=0
j2rkl N

= x(k) e




1I1.2.4
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e. Periodik
Teorema 3.5'
Jika'paﬁangén TFD  x(k) <— X(n)} mempunyai
sifat periuqik dehgan perioda _Nr maka sémpel
waktu dan frekuensi periodik dengan périoda ‘N
adalah sebagai berikut =

w{k) = x{k + N) ﬁqn X(ny = X(n + N )
Bukti :’ |

Ambil mengambil TFD X(n)} pada frekuensi n + N.

ﬁ«i - jzrkdn+NI N
X{n + N} = -2 x{k) e
k=Zo :
: ﬁ—i - j2zrnknsN —jznk
= E w(k) e e
kK=o ‘ .
—ja2rk
e = 1 , untuk semua k,sehingga
X{n) = X{n+N).

Faktorisésifﬁatriks Dan Notasi Sorthand

Buatu céra yvang mudah untuk memperocleh

. kejelasan Algoritma’ Transformasi Fourier Cepat

adalah‘dengan memanipulasi WwE dalam produk
matriks. Selamjutnya WS  akan  dinyatakan

sebagai @

WE = (M. ) mreeemsesean=(2:8)
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Contoh Faktorisasi Matriks ; (dalam contoh ini

asal dari matriks diabaikan, keterangaﬁ lebih

lanjut akan dibahas dalam bab III);

Pandang

dan ambil

e

__jm

_.jm

_jm

Qa

—jw-

...-jm

_jw

__jCQ

_jw

k3

—jm

_.jw

—joo

.—jm

R R

— o wx (2.8)

maka dari persamaan (2.4) akan diperoleh :

1
E, i
W = o
il
i
E a -
W= = 1
@
L.
Keterangan

Elemen—elemsn pada matriks W % dan W

diperoleh dengan

[

-3

= 8 8

beberapa

8

=3

E

.

contoh

E

—. = = (2.7)

1, dapat

sebagail




ig

berikut :

Co Ez e - —Jzre /N
pada matriks W 1 w = W = g 1

—jzacla

e —jzre [N
13
= W = e

—Jer{—jm) /4

= @
-0
= @
= o
demikian seterusnya.
Matriks—matriks persamaan (2.9}  disebut

matriks jarang yaitu matriks dimana kolom dan
barisnya bahyak elemen nol-nya. Selanjutnya
matriks—matriks persamaan  (Z2.9) disubstitusi

ke persamaah (2.7) akan diperoleh :

1 1 1 1

E -~ E E _
W o= W 2 1 _ i i 1 1
1 —i -1 3

1 3 -1 -1

.-'-ll-.dlll-l‘.-l'l-(2-15)
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dimana :

n\k @ 1 2 3
-3 1 1 0 ®
2 1 ~1 @ o
E = @ 2 . 4 .. (2.11)
3 g 2 1 -1

matriks E aﬁalah suatu matriks barisnya telah
diorderkan. Dan matriks (2.11) adalah suatu
matriks Transformasi Fourier Cepat yang akan

dibahas pada bab I1I.

Selanjutnya.pandang‘kembali matriks {(Z.8)
dimana mempunyai masukan —jw. Dengan . notasi
‘Sorthand masukan tersebut ditandai “titik atau
dot" atau déngan kata lain sebagai “"bukan atau

tanpa,masukan"._Sehingga dari persamaan (2.8)

dengan notasi Sorthand akan diperoleh 2

a A - -
@ 2 : - - -_l
E: = - . 2 %} :
» - B 2
L. . (2.12)
a - a -
Eﬁ = . - 2 . __
- 1 - 3
E E .E

il
=

maka akan dipernieh produk matriks W
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_‘wOfO OO wq;o W N
_ Wore W2 Wo*? WOz
W~ = Weto wCH-:l.l Wwet?  wor? ‘ vewa(2.13)
wero 2 WC2 W
— ’ -t

dimana., dipernléh

@ [ a @
@ 2 B 2

E = 2 2 'y < cewe{2.14)
] 3 2 1

Namun demikian untuk memperoleh matriks E
pada persamaan (2.14) dapat dikerjakan dengan

menggunakan persamaan berikut =
: N-4

E(k,n) z: E (ka1) + E (1,0 T annnna(2.15)

. dlmana E (k, 1) dan E {1,n) adalah matriks yang
data masukan atau elemennya —ic telah diganti
dengan notasi Sorthand seperti persamaan

E E E
1

{(2.12). Maka jika W = W 2 W . dengan E_

dan E1 matriks yaﬁg elemennya telah’ diganti
dengan‘nataéi sorthand, akan diperoleh =
E = Ez ?‘Ei ... ..... matmmavummussany L(2.16)

yaitu suatu métriks yang diperoleh -déngan'
menggunakan;persamaan (2.15).

Sebagali cuntah .

é(a,mj = (@ + a) + (@ + bukan masukkan . )} +
- (bukan masuyk + @)y + (bukan maéukkan F
bukan masukkan )

E(B.8) = &
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£{(1,1) = (@ + bukan masukan ) + (2 + 0} +

(bukan masukan + bukan masukan}) + (bujan

masukan + 1)

CE(1,1) = 2

Demikian seterusﬁya.

Sebagai catatan untuk persamaan (2-15), bila
dijumpai bentik 3 daté mésukan + bukan masukan
= bukan masukén + bukan masukan = bukan

masukan + data masukan = bukan masukan.

Oweara umum untuk matriks N x N akan mamakai

notasi @

W =W w®t .wt [P ¢~ &/

E=E tE _ cort E crneemmnnrnannana(2.18)

Matriks E dagat diperpleh dari produks matriks

persamaan (2.17), namun biasanya lebi efisien
bila dikerijakan dengan matriks  eksponen

persamaan (2.18).






