BAB IT

KONSEP FUNGSI TAHAN - HIDUP

2.1 Fungsi Tahan-Hidup dan Fungsi Hazard
2¢1.1° Fungsi Tahan~Hidup

Sebelumnya akan dikénalkan fungsi densitas  kematian
f{t) sebagai fungsi probabilitas individu vyang mati
éelama ihterval waktﬁ f < x < .f + At, tidak masalah
sekecil apapun At. Ini juga disebut fungsi densitas

probabilitas atau fungsi frekwensi dimana variabel

randomnya adalah waktu. Fungsi densitas kematian, yvang

kadang~kadang Jjugsa disebut angka kegagalan tak bersyarat,

dalam matematiks ditulis

E(t) = 1im  pr {t < x < t + At}
At+ o At

Fungsi densitas kematian mempunyai sifat sepertil berikut:
F(t) Z.U, untuk semua t

dan

J ety dt = 1
—00

kemudian, karena waktu tahan-hidup hanya diukur hargs

positif dari t saja, maka
f{(t) = 0 , untuk t < J;

Oleh karenanya ,

0
J ey dt =1
o



S
‘ Sebagai'contdh, kita aﬁbi1 lapbran dari Mac Donald
(1863) dengan lamanya tahan hidup dari 256 laki-lski

dengan gangguan melsnoma yang telah metastesis pada

penerimaan oleh klinik tumor M.D Anderson. Waktu

penerimaan 1844 sampai - dengan 1860..  -Tabel 1.1
menggambarkan bagian tahan-hidup dari pasien-pasien ini.
Dengan mengguﬁakan data da:irpasien, maka tidaklah sulit

untuk mencari waktu tahan-hidupnya.

Tabel 1.1 Klinik tumor oleh M.D Anderson
| Haktu Jumlah pasien yang Jumlah pasien
tahan-hidup tahan -hidup pada . vang meninggal
(tahun) | rermulaan intérval dalam intervai
o-1 256 T
.i - 2 88 48
5 _ g a1 - e 23
3 -4 ' 18 B
4 - 5 12 3
5 -6 g 5
s
8 - 7 3 1
7 -8 2 1
8 - 9 1 1
9 + 0 0

Waktu bagi individu yang meninggal merupakan variabel
random yang mempunyai distribusi frekwensi. Gambar 1.1 di
bawah ini adalah histogram dari Jjumlsh Kematian dalan

masing-masing interval untuk data dalam contoch di atas.
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Gambar 1.1 Histogram dari Jumlah gangguan melanoma
dengan tahun-tahun setelah penerimaan

klinik M.D Anderson {data dari contoh)

Gambar 1.2 menunjukkan tipe fungsi densitas kematian. Da-
iém.g%ﬁbég 113 a§néén da£a"d;ri.oontoh gangguan melanoma
dibuat grafik sebagai poligon frekwensi dengan menghu-
bungkan titik tengah dari histogram dalém gambar 1.1

Kemudian diperoleh
167

£¢0,5) = —22L = 0,652
£(1,5) = o = 0,188
£(2,5) = —2%= = 0,089
£(3,5) = —2— = 0,023
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Gambar 1.2 Tipe kurva densitas f(t) sebagai fungsi

dari t (dats dari contoch)
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Gambar 1.3 Poligon frekwensi untuk para pasien

dengan gangguan melanoma

£(6,5) = —is = 0,004
£(7,5) = —sg= = 0,004
£(8,5) = —is = 0,004

Fungsi tahan-hidup 8S(t) adalah fungsi probabilitas
individu yang mempunvail tahan-hidup péda waktu t dimana
t > 0. Yaitv, jika T adalsh varisbel random yvang mewakili
waktu tahan-hidup dari individu, serta merupakan waktﬁ
tetap dari t (t > 0). Dalam statistika fungsi distribusi

kumulatif F(t) didefinisikan sebagai

i
F(t) = [ £(T) 4T
ool



kemudian

S(t)

1 - F(t)

o
J £(T) 4T
t

1t

.pr'f t. 2T 3} . ;;;,;.{... (i)

‘Kita catat probabilitas individu yang tahan-hidup pada
waktu t dari probsbilitas vwvang mati sebelum waktu t.
Ambil F(t) yang dideferensialkan dalam t,t = 0, dan

fungsi densitas kematian diberikan sebagai berikut

prob individu yang mati dslam (L,t+AL)
£(t) = lim [ ]
: At-o At
= F'(t)
= ~ 8'(%) __ _ e . (2D
P 1,0
2 ¢ 0.8
b z 0,8
a 5 0,7
° n o 0,8
i h 0,5
+ é 0,4
a 0,3
g 0
p G,?2
St g1

1 2 3 4 5 8 7 8 9
waktu (t)

Gambar 1.4 Tipe kurva tahan-hidup S{(t} sebagail

fungsi dari t.
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Gambar 1.5 Estimasi distribusi tahan-hidup S (t)
untuk para pasien dengan gangguan

' nelanonma (mengguﬁakah data dari contoh)

'Gambar 1.4 menunjukkan ' tipe”:'teoritis R kurva
téhan~hidup. Gambar 1.5 memberi estimasi distribqséu
taﬁ%ﬁ;hidup"tg(tj”mgﬁ£ﬁk 258 'pasién déhgan gangguan
melanoma dari data dalam contoch. Jelas bahwa §(D} I: 1,
pada t = 0 karena semua.pasien (yaitu 2568 pasien) masih
hidup. Setelah 1 tshun dari lamanya penyakit tersebut, 88
pasien masih hidup. Lalu probabilitas vyang diberikan
~pasien tahan-hidup kurang daril tahun ditaksir dari tébel
1.1, 5(1) = 88/256 = 0,347. Setelah 2 tahun dari
penvakitnya, 41 pasien masih hidup. Estimasi probabilitas
vang diberikan pasien tahan~hidup kurang dari 2 +tahun

adalah 5(2) = 41/256 = 0,160. Demikian pula selanjutnya
18

S(3) = 22— = 0,070
S(4) = égs = 0,047
8(¢5) = S _ - 0,035

N
%)
a3
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5(B) = —po = 0,012
S(7) = sZ = 0,008
5(8) = ~wis = 0,004
5(9) = —f = 0

Titik-titik ini ditunjukkan dalam gambar 1.5. Perhatikan
bahwa grﬁfiknya menurun, baik untﬁk 5(t) dsalam gémbér 1.4
'maupun'g(t} dalam gambar 1.5. Selanjutnya, dari definisi
S(t) bahwa 5(0) = 1, S(t) fungsi yang menurun dari t, dan
S{w) = 0, | ”

2.1.2 Fungsi Hazard

Fungsi hazard A(t) adalah fungsi probabilitas
_individugyang mati dalam interval waktu t < x. < . t+AL.
Fungsi hazard Jjuga disebﬁt angka kegagalan, atau aﬁgka
kematian yang didefinisikan secara matematika sebagai
berikut

pr {t < x < t+At [ x > t}
A(t) = lim (3)
Atso [ At ]

Kita nyatakan A(x|[t) sebagai fungsi densitas kematian
bersyarat untuk individu vang mati pada waktu x > t,
untuk harga tetap dari t. Karena X(x|t) adalah fungsi

densitas kematian, maks

w
J 2x|t) dax = 1 ceee (4D
t

Selanjutnya, karena A(x|t) adalah fungsi densitas

kematian, maka ini dihubungkan dengan fungsi densitas



1z

kematian tak bersyarat sebagai berikut

H

AMx|t) = k(t) £(t), X2t

= o . . ¥ < t

dimana k(t) adalah konstan dan tergantung pads t. Melalui
' perssamasan (4)_kemudian memberikan k(t) = 1/8(t).

Perhatiksn bahwa

e o
- S(t) _

€D tr AMx|t) dx = scey C 1

Kita amati bahwa X(t) vyang merupakan angka kegagalan

bersyarat pada waktu t adalah sams dengan h(t]t),

sehingga dari hal ini dapat ditulis bahwa

M) = g e (B)

Secarsa grafik, kita peroleh F(t) dengan area totsl 1
dan juga A(t) dengan area total 1 vang ditunjukkan dalam

gambar 1.6 di bawah ini
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s{t),

F(t) dengan total
' area = 1

0 -t t+At _ . R _t

t t+4+At

Gambar 1.6 Ilustrasi dari f(t), S(t), dan A(t).
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Gambar 1.7 Fungsi hazard A{t) untuk pasien dengan

gangguan melanoma (data dari contoh)

Gambar 1.7 menunjukkan fungsi hazard untuk pasien

dengan gangguan melanoma dalam contoh diatas. Untuk

menaksir A(t) dari data dalam contoh, kita gunsaskan

estimator aktuaria vang akan sedikit dibicsrakan dslam

bab

III, dimana jumlah kematian per unit waktu dalanm
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interval dibﬁgi déngan jﬁmlahwratﬁ;rata tahan- hidup padsa
titik tengah interval. Lalu rata- rata estimasi fungsi.

hazard selama tahun per- tama adalah A(D,5) = 1B87/(256 -

187/2 = 0,988. Sélanjutnyé dengan cara vang sama_
*dinesoton | " — &

X(1,5) = e f348/2) = 0,738
A2,5) = <41-§323/2) = o,%Te

_ i<3,5}.= (18 _8”8/2) = 0,400
o8 = = —?-3/z>__: 0,286
A(5,5) = - 5775 = 1,000
A(B,5) = —3 1 775 = 0,400

“i(T,S}”:”"( S ;1.1/2) - 0.687
A(8,5) = ('1 _1.1/2) = 2,000

Estimasi A(t) adalah jumlah kemstian per unit dsalam
interval dibagi dengan jumlah tahan-hidup pada permulaan
interval. Kemudian A(1) = 187/256 = 0,652 adalah estimasi
fungsi hazard pada skhir dari tahun pertama, a(2) = 48/89
= (0,538 adalah estimasi fungsi hazard pada akhir tahun

kedua. Dengan cara sama maksa

>
P
w
~r

il

H]

0,561
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A(4) = ~2p— = 0,333
"(5) = -—%54 = 0,250
A(B) = g = 0,867
N(7) = —i— = 0,333
A(8) = —3— = 0,500
A(9) = -——%— = 1,000

Untuk menggambarkan hubungan antara f{(t), 8(t) dan h(t),

gunakan persamaan (2}, sebagail berikut

Aty = - S8
d log S(t)
dt

' Sehingga

t
S(t) = expw{ __f A(u).du.]mﬂ.._
o}

Kita mempunyai tiga rumns yang menghubwvngkan »{(t), f{(t)},

dan S5{t) wvaitu

(i) f(t) = - 8°(t)
.. _ f(t)
(A1) M) = —gEy

t

(111) 88> = exe [ - [ Ay du |

2.2 Sensor Dalam Pengamatan

Senscr timbul dalam berbagai cars. Sebuah pengamatan
sensor hanya memuat sebagian informasi tentang wvariabel

random yvang dikehendaki. Ambil tc sebagsl waktu sensor
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tertentu;“Misal-Ti, ;;,-Tﬁradalah varisbel random _ yang

SEeCcars independent.didistribusikan identik masing—masing,

dengan distribusi fungsi F.

2.2.1 Sensor Tipe I

Ambil t, waktu sensor tetap pada pengamatan T‘,. cees
Tn (variabel-random yvang dikehendaki) dengan mengamati Y
s Y. dimana | 7
n

[ T. jika T. = t

. 1 C

t jika t, < T,
Perhatikan bahwa fungsi distribusi darl Y mempunyail
kumpulan (mass) positif P { T > tc } > 0 pada v = tc‘

2.2.2 Sensor Tipe II

Ambil r < n tetap, dan misalkan Tﬂﬁﬂum<...< Tm},

adalah order statistik dari Ti, Tz, c e s Tﬁ. Pengamatan
berhenti setelah kegagalan ke-r sehingga dapat diamati

T o T ., .. T

“y 2y ary

Urutan pengamatan sampelnya adalah sebagai berikut
vy o= T ., .., ¥ = T , X = T

[£8) (& 8] [$ ) i (r+i> {r?

Yuv: T“VTerlihat bahwa untuk r<4n diperoleh pengamatan
ipdividu Y sampai ke-n adalah sama dengan pengamatan
individu T sampal ke-r.

2.2.3 Sensor Random

Dalam banyak pengamatan, waktu sSensor merupakan

random yang sering berhasil digunakan. Sebagai contoh,
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“dalam pengamatan medis pars pasién dapat dimasukkan studi

dalam random yang waktu mereka ‘disusun dari diagnosis,

Jika studi diselesaikan pada beberapa tanggal sebelum

disusun, lalu ada waktu tersensor, dimana lama dari waktu

- individu masuk pada studi sampai akhir studi itulash yang

merupakan ramdom.

Misal C, C C_ adalah variabel = random

2? L 3
~independent yang didistribﬁsikan . identik dengan
masing-masing distribusi fungsi G. C, = adalah waktu

gensor yvang dikawankan_dengan Ti. Kita dapat mengamati

(s &0, ..., (Y, 6 ) dimana
Y. = min (T, C> =T ~NC -~ “dan
T 1 1 1 1

1 jJika T. = C, , T.
t 1 1

{ ' tak tersensor

5i=I(TtEC):.... o .
0 Jika T. > C., T,
1 1 L

tersensor =
Perhatikan bahwa Y, .. . Y variabel random

independent vang didistribusikan secarsa idenfik dengan
fungsi distribusi H. éi, cee én memuat informasi
Sensor.

Sensor random timbul dalam aplikasi medis dengan
studi hewan atau percobaan klinik. Misal dalam percobaan
klinik, para pasien dapat dimasukkan studi untuk waktu
vang berbeda; lalu masing-masing pasien dicoba dengan
salah satu dari beberspa terapi vang muhgkin. Akan kitsa
amatli kehidupan mereka. Selama terapi itu, akan terjadi

sensor dalam salah sata bentuk berikut ini

N




18

1. Loss to follow-up '
(Hilang untuk diikati lebih lanjut)

Di sini pasien telah hilang dan memutuskan sendiri untuk
tidak mengikuti terapi legi, sehingga kita tidak pernah
ﬁéiihatnfa;iagi.uﬂisal;.Eeﬁungkihan seo££ng pasien_"yaﬁg .
pindah, menolgk_untuk ikut lagi_atau_karéna suatu ' sebab
lain ?ang tidak muhgkin dilacak sehingga titik akhirn?a
tidak dikétahui. |
2. Drop-out
Terapi mempunysai beberapa akibat samfingan buruk,
sehingga diperlukan suatu treatment diskontinu (diamsati
sewaktu—wéktu). Atau pasien tersebut masih  dalam ~ kontak
(belum keluar) ~tetapi dia menolak untuk pemberian
treatment kontinu.
3. Termiznétion of the study
Serisor’ " terjadi karena berakhirrnya 'studi  yéng ~telah
ditetapkan waktunya. |
Lebih jelasnya kita tuﬁjukkan ilustrasl berikut dari
sebuah pengamatan untuk 3 pasien dengan kondisi vyang

berbeda-beda

Pasien 1 T
4
T *
Pasien 2 —ta. —
T +
Pasien 3 0 3- —
0 waktu Akhir study

Di =sini, pasien 1 dimasukkan studl pada t = 0 dan
kematian terjadi pads T1 memberi pengamatan tak

tersensor.
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Pasién 2 dimasukkan dalam 5tudi dan pads akhir studi dia

masih hidup untuk melanthkan pengamatan;r dgprrtersenso;
pada T2+. |
Dan pasien 3 juga dimssukkan dalam studi kemudisan hilang
yang diikuti lebih lanjut sebelum akhir studi yang
memberi pemgamatan'T:.

| Denigan sensor random dapat dibuat sasumsi penting
berikut ini | o
Asumsi : Tt dan C, adalah iﬁdependent.
Terlihat kebenaraﬁ dengan random yang memasukkan studi
dan dengan random menjadikan hilang vang diikuti 1lebih
lénjut. Walau demikian;' Jikas 'alasan pada  droup-out
dihubungkan pada terapi tertentu mungkin ada

ketergantungan yvang baik diantara 'I‘.L dan Ct. :

" 2.2.4 Sensor Yang Lain

Tipe sensor yang lain adalah sensor kanan dan sensor

kiri. Untuk seﬁso: kanan, Jjika variabel random yang
diingini terlalu besar, kita tidak dapat mengambil
pengamatan ini secara lengkap. Untuk sensor kiri,
misalnva kita amati

(Y80, ooy (Y, &)

dimansa

(o]
[}

nax (Ti,CL)
g =1 (C_L = TL)

Sebagail contoh kita ambil penelitian seorang ahli

psikiater yang bernama Stanfort mengamati anak—-anak
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Afrika. Di Sini, baik séhédf 'kanﬁﬁ' méupﬁn 7sensbflrkiri
ada. Stanfort ingin mengetahui uﬁur kelﬁmpok tertentu
. dari anak-anak Afrika vyang dipelajarinya untuk
ménjalankan tudas penting. Ketiksa dia tiba di desa itu,
adﬁ'bébéraba.anak &aﬂg ﬁélah .éiap ”ﬁéngetéhui'-bag;imana
menjalankan tugas itu. Jadi ansak-anak ini digolongkan
padé pengamatanr sens§r kiri. Beberapa | anak yang
- mempelajari - tugas itu memerlukan waktu yvang lanma,
kemudian umur mereka dicatat. Ketika dia meninggalkan
' tempat itu, disana tinggal beberapa anak ?ang. belum -
mempelajarli tugas 1itu, mereka 1ini digolongkan pada
pengamatan sensor kanan.
Baik sensor kanan maupun sensor kiri adalah hal
- khusus dalam interval vang tersensor, dimana kita tidak

dapat mengambil variabel random yang diingini jatuh dalam

‘sebuah interwval. Jika T, sensor random kanan, kita amati

bahwa T.L Jatuh dalam interval.(ci,m}. Dan jika 'I'.L sensor
random kiri, kita amati bahwa 'I’.1 jatuh dalam interval
(—m,Ct).

Dalam penulisan Jjumlah bilangan, penulisan T.L
sebagai pengamatan tak tersensor dan Tt untuk pengamatan

tersensor. Misal ambil data sebagal berikut

Maka untuk waktu = 5 dan 8,5 adalah tak tersensor

serta 11 dan 14 yang tersensor.

2.3 Estimator Likelihood Maximum

Estimasi vyang digunakan untuk menaksir fungsi
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tahan-hidup berhubungan dengan' likelihood maximum.

Sebelum skan diberikan beberapa definisi- dari Estimator

likelihood maximum.

Fungsi likelihood

m - L . .
L{W) :tz £o(x3 e, e, ... ,9),(e, ... ,9)el
dan
m
L = TE (x5 0, O, v b 90, (8, ..., ©) &0
Q = {91, O e em} adalah ruang  parameter dan
W o< .

Definisi

Estimator dari suatu parameter didefinisikan sebagai

~-titik~~yang- digunakan- untuk - - mengestimasi - suatu- -

parameter.

Definisi
Misal u (xi, X5 oo s xn) adalah fungsi dari X,
X,s ... > X sedemikian sehingga fungsi Likelihood
L(xi,xz, e xn) ; ei,ez, e en} terkecil dari
naximum L (xi; X, s xh}' untuk setiaﬁ e, Maka
statistikru (x,, X,, ... , x ) didefinisikan sebagai

suatu likelihood maximum dengan lambang

© = u (X, X5 -.v 5 X))

Sekarang, kita anggap model sebagai sensor random.

Ambil Ci = tc, pasangan (yi,éi) mempunyai likelihood




22

1. {tak tersensor)

) £(y, ) Jika &
Liy,.5) = [

S(y,> Jika 6 =0 (tersensor)
S

i

syl T %

.= f(yt)
‘Likelihood dari seluruh sampel adalah

L:L(yis'--'-:'y ;6:'---'6>'

.on : :
=1 L(y'i’éi.)‘

imi

Rl
—

neevy) [1scr))

dimans § (E) menyatakan multiganda pada pengamatan tak
tersensor dan tersensor.

_Eemudian, likelihood lengkap dibawah sensor random : = =

"
[y

| B(y) (1 -6(y)) Jika &
Liv.6) =

i
o

2(y) S(¥) jika &

L= (prop] [osep] (meop) [1a -eop)

Tetapi asumsi ini tidak menghubungkan waktu sensor dengan
waktu tahan-hidup, dua pergandaan sebelumnya yaitu g
g(yi} dan 11 (1 —.G(yi)) tidak melibatksan parameter waktu
hidup yang tak dikenal. Jadi dua pergandaan ini dapat

dijadikan konstan bila memaximalkan L.
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 Bed Metode Delta -

Metode délta banyak digunakan disini, yaitu untuk
mencari harga pendekatan dari var(X/Y) atau var(XyY>).
Setelah itu dapat dihituhg harga pendekatan. standart
'éfgornyaw L o . .____ _

a. Metode Delta untuk Kasus Univariat

Misal variabel random Y mempunyai mean x dan varians

oF vang dinyatakan dengan Y . (y,o?) - dan misalkan

kita menginginkan distribusi dari fungsi g(Y¥). Hsaka
- perluasan dari g(Y) vang bérhubungan dengan u
gCY) = (g(u) + (Y - u) g (p) +

dengan mengambil
g(Y) = (g(u) , Fg ()
- dan jika
Y berdistribusi dengan asimtotik pada N (u, o°)
maka
g(Y) berdistribusi dengan asimtotik pada

N (g(m), o (g (%)

dan
var (g(Y)) = [g’ (1) ]2 var (Y)
b. Metode Delta untuk kasus Multivariat
Misal
2 & &
C)- () (™ )
’ P
y #y 0&

Maka distribusi dari g(X,Y) adalsh
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e P L P
g(X:Y) - g (iuxs }JY) + (X - :ux) ax g ('UX’ nuy) +
(Y- ) G alu, ) +
nu.y ay ”X, ﬁ'[.y
o jadi
ax

g(X,Y) = [ g(f-«’x: .ay): O’; [-?E-] + 2 @ 92 9%

' 2
2 ..48g ]
* [GY 6‘:»*]

Jika (X,Y) berdistribusi dengan asimtotik normal, maka'

g(X,Y) berdistribusi dengan asimtotik normal.






