| BAB III
' ALGORITMA TRIANG DAN ALGORITMA COLOR

3.1 BILANGAN KROMATIK

Pewarnaan simpul.(vertek) pada suatu Graph adalah

pemnberian warna padh semua simpul dari graph _teréebﬂt,
sedemikian sehingga tidak terdapat dua simpul‘-saling
berdampingan yang mémpunyai warna yang sama.

Eewarnaan k dari graph G adalah pemberian Kk wafna
yang berbeda pada ;siﬁpul—simpul‘ dari G. Sebuah Graph
dikatakan berwarnﬁ: k Jjika graph tefsebut mempunyai
pewarnaan k.

Bilangan kromatik x(G) dari grﬁph G adalah jumlah minimum
"k sehingga G berwafna k..

. Graph G dikafakan k—kromatik Jika x(G@)=k., Sebagai
contohnya bilangan_kromatik‘dari Graph pada gambar:'(s.l)
di bawah ini

Q. Q

r

O

G

‘Gambar(é,l.a)

22







24
*) KETERANGAN

Pada ggmbar (3;1.3),(3.1.b),(3.1.c) merupakan
pewarnaan graph dengan bilangan kromatik adalah 3.
Sedangkan untuk gambar (3.1.d) bukan pewarnaén ‘graph,

karensa simpul Z‘déngan simpul 2 saling berdgmpingan;

3.2 TRIANGULATED GRAPH

DEFINISI 3.1
Suatu graph G-dikﬁtakan triangulated jika setiap
sirkuit dari G yang panjangnya Z 4 mempunyai ﬁaling

sedikit sebuah chord.

Sebagai contoh dari;triangulated graph pada gambar (3.2)

vaitu
'/
. °
eé Tg
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Gambar(3.2)
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*) KETERANGAN GAWBAR
Sirkuit-sirkdit dari graph G pada gambar (3.2)
adalah Ciz{ei,e?,es,gd}; CZ: {ez,ga,e4,e?}; Ca={e1,ez,ed
e .e,} dan c4={e1;ez,e3;e4,e5,ed};
Panjasng sirkuit Ci‘adalah 4 dan banyaknya chord pada .C

1
adalah 1 yaitu e,- Eada C,, panjang sirkuitnya adélah 4
dan banyaknya chord?pada Cz adaiah 1 yaitu e,. Dan pada

C,» panjaﬁg sirkﬁitﬂya adalah 5, banyaknya chord pada
- C,adalah 2 yaitu'eaidén e,. Sedangkan panjang sirkuit pada
¢, adalah & dengan‘jumlah‘chordnya sama - dengan 3‘ yvaitn
é?!ea’ep -

Contoh Graph yang tidaklfwiangdlated, yaitu

‘Gambar(3.3)
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Pada gambar‘diatas, tidak triangulated karena - kita
dapat menemukan sirkuit‘:dengan panjang 4(empat) “yaitu

C={e, ,e,,e, e, }. tetapi tidak mempunyai echord satupun.
DEFINISI 3.2
Simpul v dari graph G di katakan simplicial Jjika

semua simpul vang adjaceht dengan v saling adjacent

satu dengan yang lainnya. Hal ini berarti. bahwa Vv

termasuk dalam satu klik.

Contoh

Vg - . | .V4

Gambar(3.4)
Pada gambar (3.¢)zdiatas, simpul vy dan'_vs. adalah

simplicial, karena Simpulfsimpul yang adjacent dengan v,

yaltu v, dan v, s serta yang adjacent déngan v, vaitu v,

dan v, , saling adjacentidengan vang lain.
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DEFINISI 3.3

‘Barisan simpdl Vo,i..,v,~dari graph G dikatakan
sempurna ‘jika untuk. k = 1,...,n, A simplicial

dalam G.

.Kgléu kita éerhatikan bahqa setiap triangulated
graph mempﬁnyai sedikitnya 2 simpul simplicial. Lebih
lénjut suatu graph G(V,E); adalah trianguléted jika dan
hanya jika V mempunjai bafisan &ang sempurna. Jika gfaph G
triangulated maka ;setiap subgraph G terinduksi juga
triangulated dan G ﬁempuhyai sebanyak-banyaknya |v] klik
éerta kardinalitas.‘darf klfé maksimum  sama  dengan

pewarnaan minimumn.

Gambar(3.9)
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Pada gambar (3.5) diatas, graph G dengan 5 simpul
dan 7 ruas adalah ériahgulated dan mempunyai 2  simpul
simplicial yaitu v, dan v;. Barisan sempurna dalam'G'yaitu

{ v,V }. Graph G':juga:tri&ngulated.

Pewarnaaﬁ minimum dari graph G adalah 3 dan hal ini sama

dengan klik maksimuﬁ dari graph G tersebut.

Kemudian gunakanf aturan: diatas untulk membentuk

Triangulated qugréph Téfinduksi Haksimai G(T) dari . graph
G; dan mencari klik maksimum dari G(T).
Algoritma ini disebﬁt Aigoritma  TRIANG, vang _merupakan
salah satu dari duﬁ~ha1.yéng pénting dari prosedur“ vang
akan di gunakan dalam mencari klik maksimum, Kemudian yang
kedué Algoritma CbLOR,"yaitﬁ untuk mencari -pewarnéan
minimum dari G(T), disihi kardinality . k¥ dari pewarnaan
minimun sama déngan?dkurén dari klik maksimum, lalu 'G(T)
Todi ‘perluaS' dengané menﬁmbahkaah simpul padanya‘_sambil
‘mempertahankan. bilﬁngan. kromatiknya, sehinggd- menjadi
.k—kromatik subgraphjterinduksi maksimal dari G.

Andaikan subéraph:ini adai;h'G(H). Jika Q(H) = G,
maka klik maksimunm ?ang di daﬁat dalam G(T) adalah klik

maksimum dari G.




29

3.3 ALGORITHA TRIAHG

Untuk menenﬁﬁkan abakah-graph G=(V,E> triangulated
dapat dikerjakan seéara'-lebih efisien dengan .memeriksa
apakah G mengandung;barisﬁn vang sempurﬁé.

Hal ini dapat = di .lakukan, dengan mengerjakan sebanyak
nwkali'untuk kﬁl,..;,n dengan langkah sebagai berikut |

Cari simpul simplicial dalam G(V - {w,....w _ 1.

_Jika tidak ada, berhenti. G tidak.triangulaged.
Jika ada, ambil simpul lain W dan jadikan kf—>k+1.
Jika k¢l = n, berﬁenti; {w,...,w } adalah barisan
yang;sempurnah

Ulangi langkah di atas. .

DEFINISI 3.4

Diberikan barisan o = (vl,..vn)" dari 'V, sebut
elemen dari himpunan
N+(vt) ::'{vj,E v = {vt} | (Vi’vj> < E dan j > t }

Sebagai suksesor dari v dan sebut suksesor dari
videngan indeks terkecil sebagai suksesor pertama

dari v .
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DEFINISI 3.5

v, dikatakan guasi-simplicial dalam o = (v ,..,v ).

Jika suksesor pertama dari v, adjacent  dengan

setiap suksesor lainnya

4

TEOREMA 3.1
Diberikan graph G = (V,E) dan 'barisanl o =
(Vo enV ),

pernyataan'berikut adalah ekivalen ;

(i) uwntuk = 1,...,n , v _ simplicial dalan

G({v,, ...,V })

(ii) untuk & = 1,...,n ," v, quasi-simplicial

BUKTI. :

dalam ¢ i

(i)=——>(ii) jelas.[ Jika viisimpiieial dalam G maka
simpul yﬁng_gdjabent deﬁgan v, saling adjacént satu
dengén yané lainﬁyal . . Ini  berarti: v,
quasi—simpliéial dalam o .

Sekarang misalkan (ii) terpenuhi, maka v

simplicial dﬁlam G({vn}). Anggap A simplfcial- dalam
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G({vi,.;.,vn}b untuk & = n,n-1,...,k+1 dan

misalkan i = k
Jika vy mempunyai kurang dari dua suksesor } maka
(ii)——>(1) "terpenuhi ; Jika tidak ,. misalhan

W .wp adaiah suksesor dari v adjacent - dengan

1" k

W= v, sebagal suksesor pertama.

Karena v, gussi-simplicial , w_,...W adjacent

k 2 P

dengan W= ‘vi. Karena v, diasumsikan simplicial

W ..wp adjacent secara berpasangan

2’ "

Haka v, simplicial , karena i=k maka berarti 'pula

k

v, simplicial dalam G({v,,...,v }).
AKIBAT

Barisan o :-(vi,.,ﬁ,vn) adalah sempurna Jjika dan

hanya Jjika untuk « = 1,...,n ) v, adalah

quasi-simplicial dalam é.
ALGORITMA TRIANG

Andaikan + menyatakan nomor urutan dalam ¢ yang
akan ditandai , T himpunén simpul yang termasuk dalam
triangulated sub—graph ;; dan U(T) adalah barisah vang

didefinisikan dalam T




0. Inisialisasi
Tandai label ¢ péda sétiap simpul
Jadiken ¢+ —> n , T—> ¢ . a(T)g%w) ¢

1. Pemilihan v .
Jika i = 0 Hefhenii : G(T) adalah triangulated
subgraph tefindﬁksi maksimal . Jika tidék , pilih
_sebuah simpul tak bernomor Q dengan: label Aterbesar ,

tandai bilangan i bada v ', ‘jadikan v{———>v o dan

1anjutkﬁn ke langkah 2.

2. Memeriksa apakah v dapat ditambahkah pada T .
Misalkan o° adalah barisan vang diperoleh - dari O(T)
: ﬁengan menambahkén v scbagai elemen 'pertama.r Jika v
adalah quasi-sinplicial dalam ao,jadikan‘T———> T U {v},
o(T) ~m->oé dan lanjutkan Ike langkah 3  .Jika tidak ,

jadikan i ——> i - + dan ulangi ke langkah 1

3. Pelabelan
Tambahkan i pada 1abel'dari simpul tak bernomor'w; vang
adjacent dengan v , jadikan i —> i~t+ dan pergi ke

‘1angkah 1.
Sebagai contoh ilustrasi algoritma TRIANG , yaitu

Misalkan G adalah graph seperti gambar (3.6.a) ,

dimana nomer urut dari setisp simpul ditunjukkén . dalam
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tanda.kurung,. :sedangkan klﬁbel—labelnya ditunjukan

dalam kurung siku;

Setelah menanaai label dari setiap simpul dengan ¢
(tidak di tunjukkan dalam gambar), dipilih simpul 1
(pemilihan simpul ‘sécara':sembérang) dan tandéi dengan
nohor 14, Jelas, sﬁmpu1:_1 aaalah quasi~siﬁpliciﬂl di
G({1}), dan kemudian jadikan T={1}, o(T)=(1). Tambahkan
14 pada 1label dari simpﬁl‘ satu-satunya vyang adjacént
dengan simpul 1,-nam§kan simpul 2. Pada iterasi berikutnya
dipilih simpul 2, tandai;Simpul itu dengan nomor:13, lalu
jadikan T:{l,Z}, a(T)z(Z,l), dan tambahkan'ISI pada 31ubél
dari simpul 4 dan simpul 5. Kemudian dipilih simpul 4
(pemilihan dilakukanéberdﬁéarkan urutan dari bilangan),
lalu  nomori simpul itu 12, Jadikan  T={1,2,4},
o(T)=(4,2,1), dan tahbahkan_ 12. pada label dari_‘Simpul
3,5,8,9. Pada iteraéi berikutnya; simpul 5 mnenjadi nomor
li,‘dan 11 ditambahkan pada .1abé1 dari simpul 65,8,9.
‘Kemudian simpul 8 manjadi_nomor 10, dan 10 di .taﬁbahkan
pada label dari simpul. 7,9,11,i2. Simpul 9 menjadi-
bernomor'S‘dan¢9'diﬁambahkan.pada label-label dari simpul.
10,13,dan 14. Berikitnya simpul 3 menjadi bernomor 8, dan
8 di tambahkan pada label dari simpul 7. Simpul 8 menjadi
beriomor 7; kemudianf? di tambahkan pada label dari simpul

10.



34

Digsini simphl béfikutnya dengan label terbesar

secara leksikograph& adalah 7 : simpul 7 menjadi bernomor

'6, tetapi dengan menetapkan %= (7,8,3,9,8,5,4,2,1) padsa
langkah 2, terlihat bahwa simpul 7 tidak quaSi—éimplicial
_daiam‘ao; sukéesQr‘pertama dari simpul 7 yaitu simbul 3
jtidak adjacent -dengan_ simpul 8 vyang jugé - merupakan

suksesor dari simpul 7. Maka simpul 7 di tolak (tidak

térmasuk dalam T).
Kemudian itefasi dilanjutkan. Simpul 10: di tolak

(setelah menjadi nomor 3) dan semua simpul yang tersisa di

tambahakan pada T. Barisan akhir 'dari - o(T) = adalah

(14,13,12,11,6,3,9,8,5,4,2,1) dan TSTH duri G(T) 'di

perlihatkan pada gambar. (3.6.a). Simpul ‘dengan Jumlah

'sukseso:'terbesar dalam o(T) adalah simpul 8, dan klik

maksimun yang di daéat adalah himpunan éimpul_ {9,8,5,4}

dan ini dapat di lihat pada gambar (3.6.b).
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TSTH yang di cari' dengan menggunakan -algoritma

TRIAHG adalah'mékéiﬁum  jika hiﬁpunan simﬁulnya .hingga,
‘tétapi belun tentu:merupakan paksimal kardinal. |

Dapat di caﬁat bahwa langkah 1 dari algoritma

TRIANG, kita bebas ﬁemilih simpul yang tak bernomor dengan

label terbesar secara leksikogr&phy, dengan pemilihan yang

berbeda akan menghasilkan TSTH yang berbeda pula.

3.4 ALGORITMA COLOR

Setelah TSTM dari. G(T) terbentuk kemudian G(T)
diperlqaé menjadi s@bgraph terinduksi maksimal G(W) dari G
dengan ukuran klik maksimum yang sama dengan ukuran klik
maksimum dari G(T).;Hal ity dapat di lakukan dengan- cara
sebagali berikut : Karena;G(T) triangulated, ukuran klik
maksimum dari G(T) éamakdengan bilaﬁgan kromatiknya, yaitu
kardinality dari pewarnaan minimum (dari simpul) dari
G(T). -

Selanjutnya, di bérikan barisaﬁ yang sempurna o =
(vi,...,vlfl) dari éimpﬁi~simpul G(T). Mencari pewafnaan
;minimum dalam G(T) secara berurutan

Bentuk k'kelompokEWarnaL dimana k adalah; ukuran
dari klik maksimum ﬁalam:G(T), dan untuk memeriksaj sebua
simpul dari G(T) dimulai:dari urutan vang paling beiakang,

lalu tandai semua simpul dengan kelompok warna vang




Sesﬁai.

| "Karena sgtiab.vi mEmpunyéi sebanysk-banyaknva (Ai-1)
suksesor dalam G(vi,:..,vT}, setiap ~ simpul akan ‘sesuai
dalam beberapa keloﬁpok "warna. MHemperluas G(T) sambil
mempertahankan k keIompokzwarna dapat di kerjakan secara
éederhana dengan meﬂeriksa setiap‘simpul v e V- T. secara
Berurutan, dan meneﬁbatkan -simpul-simpul tersebut dalam
kelompok warna yang sesuail.
Berikut ini akan diéberikan prOSedﬁr vang jelas dari hal

di atasy
3.4.1 ALGORITHA COLOR 1.

0. Inisialisasi k‘_kelompok WATrNa Ci,...,Ck. Cj = &,
3=1,...,k , jadikan V—— ¥ - T , dan pergi kelangkah
L | o |

1. Jika_T = ¢, lanjutkan ke langkah 2. Jika tidak pilih
simpul v e T deﬁgan_nbmor urut terbesar dalam ¢ , dan
pilih sebuah kelompok warna Cj yang tidak mengandung
simpul vang adjﬁcent ﬂengan v,.jadikan': |
c—— ¢, U i{v},-j'i‘ ——— T - {v}, . lalu
ulangi kelangkah 1. | |

2. Pilih simpul v € V. Jika ada kelompok warna yang tidak
nengandung siméul yang adjacent dengan v, sebut
kelompok warna tersebut'dean jadikan

Cj _ CjLJ{V}.
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3 Masukkan v kedalanm kélompok warna Cj vang mengandung
jhmiah terkecil simpul-simpul yang adjacent dengan v
dan dicoba untuk memindahkan setiap w e- Cj vang
adjacent dengan v kedalam kelompok warna lain  yang

tidak mengandung simpul yang adjacent dengan w,

Algoritma di atas memperluas TSTH dari G dengan klik
‘maksimum berukuraan k& ke . k—kromatik subgraph terinduksi
maksimal dari G. '

Contoh, diambil graph TSTH dari gambar(3.6.b) diatas

yvaitu
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*):KETERANGAN
Dari graph TSTH digtas,-didapat klik dengan ukuran
4 (empat), berarti ada 4 (empat) kelompok warna'
yang akan diberikan pada graph TSTH tersebut.
Ternyata semua simpul dapat diﬁarnai (ditandai)
_ déngan 4 (empat) Relompok warna tersebut, sehingga

prosés selesai.
3.4.2 ALGORITMA COLOR 2.

Dalam prosedur yang akan di jelaskan berikut ini,
kadang—kadang periu .untuk mencari k—kromatik
triﬁngulated subgraph terinduksi‘maksimal dari suatu graph
vang belam mempunyai kardinal klik vyang maksimal.

Dalam kasus ini kita memakai versi vyang telah di
modifikasi dari algoritma-di atas, vang di sebut dengan
Aigoritma COLOR 2, yaitu

i

0. Inisialisasi k kelompok warna Clone

.}Ck. Cj = ¢,
5=1,...k , jadikan V —— V - T, dan lanjutkan ke
langkah 1. | |

1. Pilih simpul v € V. Jika ada kelompok warna yang tidak
mengandung simpul yvang adjacent dengan Vv, sebut

kelompok warna tersebut Cj dan jadikan

Cj —— CjLJ{V}.
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2. Masukkan v kedgiam kelompok warna Cj vang mengandﬁng‘
. jumlah‘terkecil-simpui;simpul vang adjacent dengan Vv
dan dicoba untuk meﬁindahkan sgtiap W Cj_ vang
adjacent dengan:v kedalam kelompok wairna lain vyang
tidak menganduné simpul yang adjacent dengan Ww.
Jika langkah 3 (pada‘Algoritma COLOR 1) atan
langkah 2 (pada Algoritma COLOR 2) berhasil untuk « simpﬁl

v € V-W, kardinalitas dari w bertémbah sebesar .,






