BAB II

TECRI PENUNJANG

IT.31. VEKTOR YANG BEBAS LINEAR DAN BERGANTUNG LINEAR
Definisi 1

;0 ,...,0 } disebut

2

Himpunan m buah vektor {ui,u s

bergantung 1linear bila terdapat skalar-skalar
AI,AZ,;{.,kmyang' tidak semua  nol sedemikian
sehingga : R1u1+k2u2+... + kmumz g. (dimana O
adalah vektor nol ).

Befinisi 2

- Himpunanmm'“buah"vektOr”“{u;;ﬁ'}fIT}ﬁ;}“ disebut

2
bebas linear apabila Kiu1+k2uz+... +Kmum= 0 hanya

terpenuhi cleh Kizkzzxaz_..zkmzﬁ.

Contoh 2
Diketahui Vektor-vektor : a=[3,1,2],b=[1,2,11,
Cesfzoil17 S S _
- Ditanyakan : Apakaﬁ ketiga vektor = terse-
but diatés bergantung linesr/bebas linear.
Jawab
hia + kzb + Asc = 0

>_\1E3:1:_32] + ?\2['1.:2:1]."' 7\3[2:_1:1] - [O:O;G}]

A B, =0 () |
AL B, T A 20 e R
Zhi + A2_+. Ag = 00 i e (3)



Theorema

Bukti

Contaoh

Dari ketiga persamaan diatas didapat k1= 1

Jadi ketiga vektor diatas bergantung linear
{sesuai dengan definisi 1)

1 :

Jika  sebagian {himpunan bagian)  dari m
vektor—vektor {u1,u2,...,um} bergantung linear
maka keselﬁruhan m vektof—QektDE tersebuf .adaiéﬁ
bergantung linear.

Misalkan ambil p vektor,p < . m. dan p bergantung.

1ifnear, katakanlah ™ u“i“,"uz 3 ;up - Maka  terdapat

skalar—-skalar Ki,kz,...,kp yang tidak semua nol
sedemikian sehingga :

AU + AU 4 ... 4+ AU =0 ' (2.1}
i 1 2 2 . P P

Ambil kemudiam A = X «ae = XA = 0.8ehingga
p+4 p+2 m .

persamaan (Z2.1) menjadi

P T N U U R N N T S\ u + ..+t A u =0
i 1 2 2 P P p+i p+i m m
Dimana terdapat Kitidak sama dengan nol (1 <i <p)

3 :

Diketahui vektor-vektor :

a=[2,3,1,41;b=(6,9,3,123;c={2,0,3,113;d=[0.0,1,4].

. Tunjukkan bahwa ke empat vektor diatas bergan -

tung linear.

'-Karena-vektor-a-dan-b-berkelipatan maka - mereka

bergantung linear, dan sesuai dengan theorema i

keseluruhanﬁa,b,c,deergantung linear.



Theorema

Bukti

10

2 H

Jika himpunan m vektor {ui,uz,...,um} bebas

" {inear maka sebagian (himpunan bagiannya) Jjuga

bebas lingar. .

ﬁndaikata himpunan bagian tersebut hergantung
iinear,menurut theorema 1 keseluruhan m vektor
adalah bergantung ' linear. Suatu
kontradiksi,pengandaian diatas tidak benar jadi

haruslah himpunan bagian tersebut bebas linear.

ry.P. KOMBTNAST LINEAR 7

Definisi

Contoh

-Jawab

3 :

Suatu vektor v dikatakan kombinasi linear dari

vektor—-vektor {ui,uz,...,un} bila terdapat
skalar—-skalar {ki,kz,...,ln} sedemikian sehingga
v = AU + AU F ... F AU

_ R z.2 non

4 3

Diketahui a={2,%,21; b={1,0,31; c=[3,1,5].

Nyatakanlah a sebagai kombinasi linear dari b

dan C.

Dihitung ki,Az yang memenuhl 3

[2,1,21 = A, [1,0,31 + A,(3,1,5] atau

m_mz;rh_"fWSK. ﬁmff--:tﬁff:{%)mm"..

7] g -

= On + X AL &3
R T N

2= IR DA _eensaecenae={3)
1 z D




Contoh

Jawab

Theorema

Bukti.

11

Dari (1),{2),dan ({(3) didapatkan 3 persamaan
dengan 2 anu.Diselesaikan dulu persamaan (1) dan

{2) yang hasilnya li=_l dan k2= 5

Kemudian nilai tersebut disubstitusikan kedalam
Persamaan (3) ternyata memenuhi pula.jadi a=-b+c.

S
Diketahui p={2,1,31; g=00,1,2]; r=[2,2,4]

Ditanyakan : apakah p dapat dinyatakan sebagai

kombinasi linear dari q dan r.

f[2,1,31 = k1£0,1,23_+ lz£2,2,43 atau
L e eI T i..._n_“m_ e
1 2
I = A 4+ 2N ciciaaaant?)
1 4

3 =2 + 4%2 P

1

Persamaan (1) dan (2) diselesaikan dulu dan diper

oleh k1="1 dan K2=1.Tetapi nilai—nilai tersebut

tak memenuhi persamaan {(3).Jadi p tidak dapat di

nyatakan sebagai kombinasi linear dari g dan r.

3 H

Jika m (m > 1} vektor {ui,uz,...,u ¥ bergantung
m B
linear,maka paling sedikit terdapat satu Qektor

dapat ditulis-f’zebagai kombinasi linear dari

_vektor-vektor selebihnya.

Karena {ui;ué,...,ﬁm} bergantung linear;paling

sedikit satu 'diéqtara . skalar—skalar




Theorema

Bukti

12

{ki,lz,...,K } tidak nol.Misalnya A tidak sama
m P

dengan nol sedemikian sehingga :

AU +A U+ ... AU+ ... A u = 0.

i 4 Zz 2 P P m m

Kemudian A up dipindah ruas diperoleh
=]

Ai Rz A 1
uwoo= - —= ”1 - - uz - ... =~ =BIZ u O
P A A A P
P P P
X vy A
S N U S
A p+ A"
P P
u = o u + au + ... ¥ o u + o u +
=3 i K 2 2 pP—1 p-1 p+di p+d

bihnya.

a
+

Jika satu diantara m vektor{ui,uz,...,u Yadalah
™m

kombinasi linear darin_QektorfyekﬁDr selebihnya

maka m vektor {ersebut bergantung linear.

Misalkan u kombinasi linear dari vektor-vektor
P

R
U, u - eagld u,_. T | maka :
1 1'% ° 5 -1 Y pia A m}
u = ou + out .. + o +
P T 2 2

Jadi U kombinasi linear dari vektor-vektor sele
P .



Contoh

o dawab . L

Theorema

13

u (44 u
p—-1 p—1 =] p+rd p+d

Jelas tidak semua koefisien A =0,karensa ap=—1
L

tidak sama dengan nol.

jadi m vektor tersebut bergantung linear.

6 :

Diketahui a=[2,1,21; b=[0,1,0]; c={2,0,2]
Tunjukkan bahwa {a,b,c} bergantung linear.
Berdasarkan theorema 4 akan diselidiki apakah
salah satu diantara a,b,c kombinasi linear
vektor-vektor selebibnya.

Misal : a = kib + ch maka H

{2,1,2] = X [0,1,01 + X _[2,0,2]

A T U

4 2
1 = A 4+ O

1 2 .
2 = 0N + 2N

1 2

1

terpenuhi oleh A1= 1 danmn A 1. Berarti a

2

kombinasi linear dari b dan c. Sehinga {a,b,c}

bergantung linear.

S B

Jika m"vektor—vektor'{ui;uz,..;um} bebas linear
dan (m+1) vektor—-vektor {utiqz,,,,u_,y}
0= hR o - oyekLor o

bergantung linear maka v adalah kombinasi linear

dari {u ,u_,...,u .
1 2 m




Bukti

Akibat
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Karena {ui,uz, .- ,um,v} bergantung linear pads

persanaan:\iui+kzuz+ R . T I S A ¢

m m m+4

terdapat K.L:: . Dalam hal ini haruslah hmi: a,
karena bila tidak demikisn terjadi kontradiksi

vaitu >~.i:0 (i=1,2,...,m) yang mang :

MUt Mty oo+ Apuy = 0.

Berakibat {u1 sO 5. ,um} bergantung linear. maka

bila Kmﬂ pindah ruas diperoleh :

- =X + A 4+ ... A
m+i 1“1 zuz + mum
A PN A
v - o= woelog eEog ==l g
- 1 2 =t
X A A m
m+d m+i m+d
V = ang ++au+ ... +an
1 1 2 2 m m

Jadi v kombinasi linear dari {ui,uz,..,um}.‘

Bila{ui,uz, . .,um}bebas, linear dan v bukan kom-
binasi linear dari {ui—,uz,.— . ,-um},-naka T

{u1 30, -.,.uh.,vﬁ} bebas linear.. .




Definisi

Contoh
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4

Suatu himpunan vektor-vektor {ul,uz,-.,um}
disebut sistemn penbeﬁtuk dari ruang vektor
v, dituiis V= {ul,uz,..,um}biia setiap veV dapat
ditulis sebagsal kombinasi linesr dari
fu,,u,,..,u }

7 =

Diketahui : vektor-vektor a={2,1,01; b=[3,2,1]}
c=[5,3,17 adalah sistem pembentuk ruang wvektor
L{a,b,c}.

Ditanyvakan : apakah vektor d={1.1,1]1 € L.

Aksn diselidiki apakah d kombinasi linesar dari
{a,b,c}.
ternyata karena d=-atb+lc. Haka 4d kombinasi

linear dari {a,b,c}. Yang berarti bahwa d & L.

I17.3. DIMERSI DAN BASIS

Definisi

5 :
Suatu ruang vektor V dikatakan berdimensi n bila
dapat diketemukan suatu himpunan n vektor-vektor

< Y. yvang bebas linesr,sedangkan setisp himpunan

. {n+1) vektor-vektor & V selalu bergantung linear.

Dengan  perkataan  lain banyaknya = maximum_

 .§ekt6r¥§ektor e;?_yang;bebas;iinear“adalah.n.:“..w_”m”m.




Theoremna

Bukti

Definisi

i6

8
Setiap n vektor-vektor {u 7] ,..,uq} vang bebas
linear dari V suatu ruang vektor berdimensi n

pasti merupakan sistem pembentuk dari V.

Ambil wvektor sembarang w=V, karena dimensi V

adalah n nenurut definisi {uink,..,un,v}
bergantung linear, sehinggas pada persamsan :
hiu! + hzuz + ... + Anun + kn+;J =

terdapat A, Yang tidak nol,dan haruslah A % O

karena bila tidak demiklan persamaan Kﬂﬂ + kzuz

nn

Bersakibat {ui,uz,...,un} bergantung linear.

RKontradiksi berarti

A A N
v=--2 u - -%q - - =Te— u
E 2 ="

x A A "
n+41 iana 8 n+i
P T e + .. Foag
i ui 2 uz nun

jadi untuk setiasp v & V kombinasi linear dari

{ui,uz,-..,un}. Berarti {uq,ﬁz,...,gn} sisten
pembentuk.

e

Setlap hlmpunan n vektor—vektor yang bebas 11near




Contoh

Jawab
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disebut basis dari ruang vektor atau setiap
sisten pembentuk yang bebas linegr disebut basis
dari ruang vektor tersebut.

8

Diketshui : 5 = {a={1,1,13; b=[2,1,1]; ¢={3,2,2]13

dan S'nEQbentuk ruang vektor L(s)=L{a,b,c}.

S={a,b,c} adalsh sistem pembentuk dari L.
Ditanyakan : Dimensi dan basis dafi'L.
Tern?ata bahwa : e = a8 + b . Sehingga {&,b,c}

bergantung linear.

"Remudian {a,b} adzlah sistem pembentuk yang bebas =~

linear (karena a dan b tidak berkelipatan).Jadi
rerupakan basis dari L.Sehingga menurut definisi
5 dimensi dari L adalsh 2.

Boleh dipilih basis dari 1 yang lain_ vaitu

himpunan 2 vektor & L yang bebas linier.

“Hiéai'é {a,é}.ﬁiaﬁ {5;03. Afaﬁm ?ﬁng lain -dari

a,b,c. misalnya :d = a + b + Q¢

-

[3.2,2 & L
[11,6,6]1 & L

e = —-a 4+ 3b + Zc¢

{d,e} bebas linear,jadi juga basis L.
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I1.4 MATRIK
fi.4.1 PENGERTIAH
Definisi 7
Matrik adalah himpunan skalar { bilangan riil

ateau kompleks) vyang disusun/dijaiarkan sec

0

ra
empat persegi panjang (menurut baris-baris daﬁ
kolom-kolom).

skalar-skalar itu disebut elemen matrik.

Untuk batasnya diberikan :

Notasi Matrik
Matrik diberi nama dengan huruf besar A.B,P.C dan
lain sebagsinya.Secara lengkap ditulis matrik A
= "aij" artinya  suatu matrik A vang
.elemen—elemennya~aij dimana - indeks -1 menyatakan -
baris ke -1 dan indeks J menyvataskan keolom ke~j

dari elemen tersebut.

Contoh @
|3 2 1
A= |2 3 -8
11 2

A adalah suatu Matrik dengan elemeﬁ¥elémen'a¥;573;"”

a = 2,...,a__= 2.
12 33




I7.4.2 OPERASI PADA MATRIK
IT.4.2.1 PENJUMLAHAN  MATRIK (BERLAKU URTUK MATRIK-~MATRIK

BERUKURAN SAMA)

Jika A = "aijudan B = Hbij",matrik berukuran
sama,maka A + B adalah suatu matrik € = fe. |
dimana : ¢.. = a. .+b. . ,untuk setlap i dan J.

. 1} 1] L]
Atau A+B = fla. +b. . ||.

Contoh A0
Diketahui matrik

3 1 ' 0 2

I

Ditanyskan :Hitung A + B

(N8 ]
o
&)

Jawah
3 1 0 2
A+B = +
4 2 . 1 3
| 3+0 1+2
4+1 243
3 3 I
5 5
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11.4.2.2 PERKALIAN SKALAR TERHADAP MATRIK DAM PERKAllan MATRI|<
Jika X suatu skalar (bilangan) dan A = "atj” maka
matrik AA = “Katj";dengan perkataan lain,matrik AA
diperoleh dengan mengalikan semua elemen matrik A
deﬁgan A

Contoh 3
Diketahui matrik

3 1

4 2

Ditaﬁyakan : berapakah 3A ?

Jawab
3.3 3.1 8 3
3A = =
3.4 3.2 |12 6 I
Definisi 8
Pandang A = li, ff berukuran (p x @) dan.B = |b, R=

berukuran (g x r).Maka perkalian AB adalah suatu

matrik C = “ciju berukuran (p x r) dimana
¢.. = a b . 4+ a b 4+ ... +a&a b .
i 1i 71} 1Lz zZ} ig g}
untuk setisp i = 1,2,...,p dan 3 = 1,2,...,r.

Contoh 19
Diketahui matrik :
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Jawab
4.1+3.2 4.0+3.3
AB =
1.1+1.2 1.041.3
10 8 |
3 3
IT.4.3 TRANSPOSE DARI SUATU MATRIK
Definisi 9
Pandang suatu matrik A = "atj" berukuran (m X n)

ﬁaka Transpaose dari“A adalah matrik AT berﬁkﬁranm (n
x m) yang didapatkan dari A dengan menuliskan baris
ke-i dari A (i=1,2,...,m) sebagai kolom ke-i dari AT
Dengan perkataan lain
S T

Beberapa sifaf matrik Transpose
1 a+BY = AT+BT
2'(AT7T

A
Ty : AT N
3.x(A) = (A8) untuk A suatu skalar

4.(aB)" = BTAT

[
b
s
N

OFPERASI ELEMENTER PADA BARIS DAN KOLOM SUATU MATRIK

Yané dimaksﬁd'dehgan operasi  elementer pada haris

dan kolowm suatu matrik A adalah sebagai berikut
©1vPenukaran -
 ke-i dijadikan baris ke-j dan baris ke j dijadikan

baris ke-i),ditulis H, sl

tempat baris ke— i "d'an_ baI‘l‘S . ke—f_‘l C(bEFIE



22
sontoh 13

3 1 4 2 1 1
A=f2 1 1 jmakaH _|lAJ= 3 1 4
a0 1 30 1

2. Memperkalikan baris ke - 1 dengan skalar X = g

ditulis K™ Ja].
1

contoh 14(i)

a1 4 3 1 4
A=z 1 1l maka H.OP Al = -4 -2 -2

. 3 .0 1 3 0 1

3.Menambah baris ke i dengan A _ keli _ baris.

ke-j,ditulis H " [la]

tontoh 14(ii)

13 1 4 3 14
A=z 1 1| owaka HOIV QA= 2 1 1
3 0 1 5 1 &

-atatan 1 .

Untuk operasi kolom analog.
(I.4.5 BEBERAFA JENIS3 MATRIK KHUSUS
1. Matrik nol adalah matrik vang semus elemennya nol
(Diberi notasi JjO|p
2. Matrik diagonal adalah matrik bujur sangkar yang

semua elemen diluar diagonal utamanya adalah nol.

3. Matrik Identitas atau matrik satuan adalah matrik.

diagonal vyang elemen-elemen diagonal utama
nya semua 1(diberi notasi I). o




IT.4.6

Defini=zi

Catatan

mempunyali ruang yang sama maka untuk mencari rank

Secara n

langkah-

0
93]

RANK MATRIK
10

Rank baris dari matrik A adalabh dimensi dari ruang
baris matrik A. Rank kolom dari matrik A adaish
dimensi rﬁang kolom matrik A. Akan ternvata Dbahwus
rank baris = rank kolom,naka rank matrik A
didefinisikan adalah hargs rank baris =  rank kolon
dari A tersebut,ditulis r[/Aff.

2

Rarena matrik-matrik vyang ekivalen baris/kolom

dari suatu matrik dapat digunakan operasi elementer.

Diusahakar mengubah sebanyak mungkin baris/kolom

menjadi vektor nol <(karena vekitor nol bergantung

linier}.

mum untuk mencari rank dari sustu mairik digunakan

langkah =ebagsi herikut

1.Pilih salah sstu baris vang bukan vekior nol,untuk
mudahnya diberi tanda (*).Pilih salah satu  elemen
dari baris tadl yang # O,disebut elemen pivot.
(untuk mewmpermudah perhitungan sedapat mungkin
dipilih baris vang mengandung =lemen = 1 atau =
~1 untuk diguﬁakan_sébagai“pivot).

Z2.Jadikan nol sgemua -elemen yang sekolom " dengan

. pivot,melalul operasi elementer baris oleh pivot

-'térsébut.

3.5¢karang tidak perlu lagi memperhatikan baris




Contoh

Jawah

1Ly
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24

pivot diatas perhatikan baris-baris yang tinggal.
kerjakan langkah (1) terhadap wereka.Begitulah

dikerjakan langkah (2) dan (3).

.Pekerjaan ini diakhiri apabila langkah (1) tidak

dapat dikerjakan lagi ,vaitn apabila semua baris
telah bertanda-(*} den atau meniadi baris nol.

Rank dari matrik tersebut = banyaknya baris vang
bertanda (%),atau banyak baris sewnua dikurangi

banvak baris vang menjadi_barié nol.

Diketahui matrik :

2 3 1
A = 2 1 2
4 4 3
Ditanyakan : Rank dari matrik A !
3 1 4 Cear 2 3 1. ey
2 1 12— -2 -5 g { 327
( =3
3 0 1 3% -2 -5 0
2 2 0
-2 -5 0
0 ] 0

nﬁ
[
[N
B
e
o
]
o
P
o
&
bt
m
=
o
T
=
o
a
~
=
a
Joet
1,
o
[N
[N
L
=
I
)




IT.5
IT.5.1

Definisi

. Contoh.

Catatan

maka banyaknya permutasi vang dapat dibentuk ada

DETERNINAN

PERMUTASI

11
Barisasn bilsngan-bilangan (jl,jz,...,jn} ~ dimana
berlaku ,j_L # jk untuik 1#k (1 dan k = 1,2,....,n)
serta _ji _ salah satu dari bilangaan asli
(1,2,...,n) disebut suatu Permutasi.

18
(2,3,1,4,5) adealah suatu permutasi.
3

Apabila dipunyai n buah bilangaan asli 1,2,...,n

n! = n(n-1)(n-2)...3.2.1.
Misalnya n=3 maka terdapat 3 ! = 3.2.1 = B buzh
permutasi vaitu : (1,2,3):(1,3,2):(2,1,35:(2,3,1);

(8,1,2);(3,2,1).

Definisi 12

Yang dimaksud inversi pada suatu permutasir(jl,j

- Contoh 17

Jawab

o
j ad=lab adanya 3 < 3 } daasiake i ]
.,Jn) sdelah adanva 3, J, (Jk mendahuelol J.
radahal ji<jk {1 dan k = 1,2,...,n).
Diketahui : suatu permutasi (43 1 2)

Ditanvakan Berapa hanyvaknyva inversi pada

permutasi tersebut 7

Misal (4 31 25

ji B} 4:;;3 3 3.: j"_: . ; ; :.2.

s -



(3D j1 = 4 mendahului j2 = 3 padahal
{22 j1 = 4 mendahuluti ja = 1 padahal
{3 j1 = 4 mendahulul j4 = 2 padahal
(4 jz = 3 mendahulol j3 = 1 padahal
(ay i_ = 3 wmendabnluil j = 2 padahal

3]
Ky

3¢4,

Sehingga banyaknya permutasi ada 5 buah.

Definisi 13

Permutasi genap adalah suatu permutasi vang banvak

inversinyva bilangan genap dan Jika.

inversi adalah bilangan ganjil disebut

ganjil.

Definisi 14 -

banvaknya

permatasi

Yuatu permuatasi (ji,jz,...,jn) diberi notasi :
0(31,32,...,Jn) adaalah Q(Jl,Jz,...,Jn) = +1 bila
(31;32,--.,Jn) genap dan = -1 bila (31,32,...,%}
ganjil.

Fandang Matrik bujur sanghar A berorder n

a a_ .. 2
11 1 Z 1in

a =1 a
z1 z2Zz 2n

a a 3
| nl nz nn

Dan pandang pula suatu hasil kali antara elemen-elemen dari

A yang masing - masing terletak pada baris

yang herbheda

dan kolom yang berbeda. Suatu hasil kall yang . mengandung

hanya satu elemen darl setiap baris dan setiap kolonm:

Contoh hasil kali vyang dimaksud misalnya hasil kali n .

elemen-elenen diagonal utaama = matrik
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a .,anhjelas darl setiap baris dan dari setiap

11’822"'

kolowm hanya diambil 1 elemen.Untuk wmemudshkan diambil suatu

dari elemen-elemen vang barisnayva telah

divruthkan { tentu sajs boleh ruls kalau kolomnva vang

selalu berbentuk : a . ,a_ _,...,&a . ... . ... ... .. (2.2
B 11 23z nn
Dimana j.L menuniuklkan kolomnyva.Earena masing-masing faktor

haruslah elemen yeng datang dari kolom yang berbeda maka

barisan {jl,jz,...,jn) adalah suaty permutasi.Apabila hasil

kali dari persamaan (2.2) dilengkapidengan memberikan

tanda dari permutasi. (jl,jz,...,jh)tersebut maka hasil

hali e(3,.3,, 13y, al“’azﬂf. R % B TR

Disebut hasil kali bertanda dari n elemen-elemen

;8

PBajz 0By,

a .
141

Definisi 15

Determinan dari matrik bujur sangkar A berorder n

adaliah jumlah dari semus n! hssil kali hertands
dari elemen-elenen matrik A tersebut vaitu
Det.matrik A = |A|
= 2 el ] T >
vy ady 2 dy, Ci1j1d2J2 mnjon
Contoli 18 :

i -
a
ali 1z 13
A = .Ia,. & -
Z31 2z 23
=8 . a . C.a.
31 3z a3

Ditanyakan + Determinan dari A sésdal Tdefinisr 117




Jawab -

II.5.2

I1.8

“thﬁﬁda Determinan berubah bila ada baris/kolomn

& hasil kali.

i

A Bercrdo 2 jadi terdapat 3!

{31 a & @ Fermutasl (1,2,3) banyaknva inversi 0
= L
(23 al7azaasi Fermutasi (2,3,1) banvaknya inversi 2

{3) a . a, a. . Permutasi (3,1,2) banyaknva inversi 2

{4 a8 B Permutasi (3,2,1) banyaknya inversi 3

(9) a, _ a__=a

- éz'Permutasi {1,3,2) banvaknya inversi i

(6) a, _a_ a Permutasi (2,1,3 “banyaknya inversi 1

2 21 33

Sehingga [A] = +a

a__+ a +
11322 33 612 23a31 a1saz1 a32

& a & E - a
a13d22a31 11 23a32 a12a21 33

SIFAT - SIFAT DETERMINAN
1. 0ja) = L |aT

ditukar tempatnyva.
3.Harga Determinan menjadi X kali bila suatu
baris/kolom dikalikan dengan A (A suatun skalar).
4 . Hargs Determinan tidak.berubah hila baris/kolom
ke-1 déygmbah_deygﬁn_ﬁ baris/kolom ke-j.

MINOR ,ROFAKTOR DAN HIHOR ORDER DARI MATRIK

Defini=i 16

Hinor dari elemen 4., suaty Matrik 4 = "aij” vang
berukuran n x n adalzah Iﬁij|,dimana "Mij” suatu sub
Matrik dari A dengan ukuran (n~1) x (n-1) vans

baris ke-i dan kolom ke-j nya dihilangkan .

i+

Sedang kofaktor darimaij adalah ¢(-13. {Mij].




Contoh

e

Jawab

Definisi

Catatan

18

Diketahui

2 3 4 |
A = 5 5] 7
e 9 1
Ditanyékan Minor dari élemen &, darn kofaktor
dari elemen a
32
2 4
a,, = = 14 - 20 = -B
5] 7
. 3+2
kofaktor dari elemen--a32 = (-1 {(-B) = B

17
- - - - - - - - ™
Eombinasi dari n elemen diambil p diberi notasi Cp

adalah n!/p!(n-p)! (n=1,2,... dan 1<p=<n)

4.

Jika elemen-elemen dari suatu baris/kolom  sebual
matrik bujur sangkar A berorder n dikalikan dengan
koTakiox—kafaktor dari elemen-elemenbaris/kolon
vang 1ain itmlahnya akan s@ws dengsan nol  dan
elemen-elemen dari sembaransg haris/kolom suatn
mztrik bujur sangkar A berorder nn dikalikan dengan
kofaktor-kofaittornva akan sams -dengan -determinan
dari matrik tersebut atan

L]

§:a;ink = Al -bilas j=k

A
9 bila j#&k

dimana A ., adalah kofaktor elemen By

dari matrik A

Jika




Definisi- 18

Catatan

dengan N = C; z nt/pl{n-p)!

Minor order p daril suatu matrik bujur sangkar A

berorder n (i p = n) adalah

1, 1 1 il«\ 12< < 1

- P 1 = Py
k i i k< k< < k
i z =t 1 z P

Dimana :

= kolom ke-p.

‘.

i = baris ke-p dan k
g o)

Yaitn Determinan dari submatrik A berorder p dengan

baris ke-1 hingga ke- p dan kolom ke-1 hingga ke-p

vang dipakai (tidak dihilangkan).

A

. R . . . . z
Jumlah dari minor-minor dengan order p adalah N

Definisi 19

~1

Matrik bujur sangkar baru berorder ¥ = up vang
disusun dari seluruh minor-minor berorder p vang
mangkin dari matrik A yvang berorder n {( 1< p < n)

disebut Compound Matrik ke-p yang diberi Notasi i

Penyusunan Minor-minor berorder p kedalam wmstrik Bujur

sanghkar

baru berorder N menggunakan aturan sehagai berikut

'1.Caril seluruh kombinasi vyang wbungkin dari n

5 3 - 3 3 1 ar
diambil p dengan i< i <...x1p dan dlxh2<f..<kp
Beri tanda maming-masing dengan « dan 2.

2.Minor-minornya sekarang berbentuk
i, . i

SR




oy
ey

3.Akhirnva didapatkan
W

Contoh 20

Diketahui

@ 2 a a
11 12 13 14
= a
A u B0 Fan 23 B
I @31 %a=z @3 834 |l
a a =3 Z
41 4z 43 44
Ditanvakan

Susun seluruh winor-minor berorder 2 yang mungkin
dari matrik A kedalam compound matrik ke-2.

Jawab

e

Sehihgga.order dari “ adalah &,

Sedang banvaknya minor-minor berorder 2 yvang

mungkin dari matrik A adalah N° = 38.

Sedang selnruk kombinasi vyang mungkin dari n=4
(1,2,3,4) dianbil 2 adalah

(1 23501 32501 43;(2 3)5{(2 4);(3 4)




L
3%

Sehingga menurut Definisi qq maka
(34> (24) <(23) (14> (13

ot
9
S

R s N
TN
—
[ox]
e
S

3 4113 4| |3 &} 13 4] |3 ¢
3 4{iz a| l2 3| 11 a| |1 3
2 4ll2 4] |2 4] {2 4] {2 4] |2 4|l |
3 4llz al {2 3] |1 a| {1 3] {1 2{)f ¥
. 2 3{fz 3] |2 2] {2 3] 1z 31 12 il ...
Y25l s allz 4 |2 14l 13l {1 2lif €230
1 4all1 4] 11 41 |1 4] |1 4t |1 4 ',14>
3 4ll2 4 2 31 11 2] li 3) {12 ,
13§t 3] |13] [13] {13 L3 (1ms
2 aflz 2f {2 3] |1 4] |1 3] |1 2 )
12t zf (2] 1 2] (2| |1 2]if (g,
|13 ellz al |2 8] l1a] |13] |12 :

- Dimana :
3 4
12

kolom ke-1 dan 2 dari mstrik A Yaitu

adalah Determinan dari baris ke-3 dan 4 serta

831 832
3 41 _ a a
120 7 41 4z
= a. a - a8 =a

T Tt U B e _ L
Démikian Juga dengan wvang lainnya.
Definisi JQ :
" Principal Minor - order P adalah Jumlahan dari
minor-minor berorder p pads disgonal utams dari yp
Contoh 21
Fada contoh JO principal minor berorder 2. adalah

Jumlahan minor-minor padas diagonal utamsa dari_yz

yaitw = s
12 13 14 2 3 2 4) . 13 4]



IT.7 MATRIK SINGULAR DAN NGN SINGULAR (REGULAR)

Definisi 21 :

Suatu matrik bujur sangkar A disebut singular
apabila |A} = 0 dan non singular {regular} jika
|A j=0.

Catatan &

Matrik bujursangkar A berorder n adalah singular
Jika r]Afl<n.Hal ini berhubungan dengan sifat ke-4
dan akibat sifat ke-3 dari Determinan.{Dimana
determinan dari matrik yang mempunyai baris/kolam O
harga determinannya = O)-

Conton 22 .

Diketahui matrik :

2z 4 1
A = 3 0 2
3 4 3

Ditamyakanm : Buktikan bahwa A matrik singular !

‘e
w
.5
HT]
o

2 4 1 o 2 o4 vz 4
) Mot

3 0o 2z 22—z o =2U2=2_1|zs o 2

=} 4 3 3 O 2 O o] O
sehingga det|Al] = O (dari catatan &)

11.8 INVERS DARI MATRIK BUJUR SAMGKAR
" Definisi 22 ¢ |
Matrik bujur sangkar ﬁrberotder'n disebut ‘mempunyai
(inversTbila ada suatu matrik B sehingga AB = BA = I.

Matrik B disebut invers dari matrik A ditulis




L
18

-1 . . Y
A 7 ,merupakan matrik bujur sangikar bercrder n.
Conioh 23

Diketahui matrik

12 1”
A =
. 4 3 .
Ditanvakan @ invers darl matrik A !
CJdawab
. : -1 al '3.2
Misalkan A =
: - . .
c} 4
2 1 a, a, 1 0
- maka berlakn : (4 3 a, a, = (O 1
menurut definisi 8
2a +4 2a_+a 1 §]
R S e ST | T B | S
4a1+3a3 4a2+3a4 0 1

dan bila diselesaikan diperoleh

a, = 3/2 ; a, = -1/2 ; a,= -2 a, = 1
Sehingga :
3/2 -1/2

-1

A -

-2 1
I1.S MATRIE ADJOIN
Definisi 23
Suatu matrik bujur  sangkar A :”atj" dengan -
Atjadalah kofaktor-kofaktor dari elemen aii maka

transpose dari matrik "Aij" disebut matrik adjoin

dari A.




Contoh 24

]

vH)

o

Diketahui matrik

| 2 3 -4 q
a=1lo -2 2 '[
1 -1 5 |

Ditanyakan matrik adjoin dari

Enfaktor dari kesembilan elemen

1 0
A11: + = -18 ; A1°: -
_ N0 1 -
g -4
A = 4+ = 4 ; A = +
13 1 1 z2
3 -4
A = + = -10 ; A = -
31 4 5 z1
2 3
A23: - 1 -1 =5 ? Asz: -
2 3
A33: + =-8
O -4
ig -11 -10H
Jadl adi.A = 2 14 -4

A

dari A adalah

14

-11

I
)




L Theorems

e
[

-
=5

o
Ln

*CE DARI MATRIE BUJUR SANGEAR

- i - ~ n . ' -

Trace  dari = e | adaliah jumlahan
vk ta

elemen-slenen pada diagonal utams dari mateil

a0

i=1 1L
25 o«
Diketahui 5
i -5 ey

_ o

] =1

Ja

Ditanvakan =

d

2 matrik bDujur sanckar

T

*

I

Dimana p adalah

sembarang .

Ambil A dan B mairik bbuiur sanghar berorder

yang
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DAN YERTOR KARAKTERISTIE
H
P ;4. J— _ —_ % — -1 LI .
B suaty matrik buiur sangkar dan A adalah skslar
vang memsnuii persamasn @
“ N .
aX = KX T T A S

untulk susta vektor  kEclom  ¥20 maka dikatskan X

adalah- suatu akar karakteristik dari & dan X vafig '

‘memenuhi persamaan 0 (2.4 disebut vektor

barakteristik  vang bersangkutan dengan A
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vekior

untul | mencari

vita A kedzlam  mersamaaan
{¥) diatzas=,
“ —_ - -t - — =
o — T4 o diniapaT :
1
~Z2=Z |Hi % 3
1 —
~Hl.. - szhinggs menurut definisi B -
Tk & i . -
—2% -2¥ = i}
1 z
e - J— &
~&5 —Z¥ = O

karena ranknya = i cukup diambil i persamaan.

maia terdapat 1 parameter.
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Buk

e

=9

Fi = p dan Xz = Z/2 p
S=thingos 3 = @ [1,3/723
A= o L2335
& :

i—nilai karaktsristik

Ky
s
o
m
e
2
'
§
H
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>
il
L
]
ped
p
-
2
j=ts
)
!

yang beralainan dari matrik & berukuran k dan jika

ktor—vektor Earakteristik

>
s
il
.
]
rad
]
T
rd
i

yang & O smaasing—masing berhubungan dengan

nilai—nilail  karakteristik  irni,maka X 5X2,;..,Xk
E 5 E

zdzlah bebas linear.

na

=N

Ffndsikan L { ....,Xybergantung
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e
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vaktor—velktor Xigx saemeX beba

|.J .
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menwirut theorema S ¥ adalah komb

1 v w s .
A LA mrmnonog A E—Eﬁlni_ib;cf. H

(¥} — . — s - - — s ‘
L = C + T X+ ... FC ¥, T .

Piman= © .C ,....C adalah skalsr vang = G.

Jiks persamasn {(2.4)  di talikan dengan A dari

kivri mzka =
n v s e . ~ g
A X = &5 {C &2 + C A + ... + 1 4 b
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A adalah vekior-vektor  hkarakteristik
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vang hersessuaian makas berlakua o -




L

“dimana"5£;5”

41

D G- G . e I + + > 4
—kk }:1 1{1 + ‘zAzkz Ck—1 L—1}’L—1
D (2.6
= 1 L 1
Jika (2.4) dikalikan dengan A, diperoleh
(Z.4] . dip
A = A + n O X o+ e 4
}Kk k X1 kC2)2 k k—i}k—l
¥
= A T X 2.7
L5 MK ce (2.7)
Persaunzan {2.8) - (2.7 diperoleh

k
z,Crx X =0

k

'Eici(KLWKk) Xi. =0

Karena Xi,Xﬁ,...,X

L., bebas linear maka berlaku
C1<K1_Kk):o=} >\1 _>\k;éo.=}c1 =0
Cz(kz—hk} =0 = Rz - Kk 0 = 02 : =0
Ck_l(Kk_lhkk) = 0= hk_l - KL Z 0 = C‘lL = 0
atauy C =C_=...=C =0.
b1 Z Je—1

Mengakibeatlkan persamasn (2.4) menjadi Xk = 0 hal

ini tidak mungkin karens Xk adalah veltor
karakfteristiik .Kontradiksi. Sehingga Xl,XA,...,Xp
A “

bebhas linear.

Definisi 26

Jika A suatu matrik buoiur sangkar  berorder n  maksa

berlakn determminan dari matrik JJA-AL{|

JA-AT| = (-7 + s{(fx)“'l + ...+ s

n

2

‘berorder t (t = 1,2,...,n).

STV s adalah Jumlahan prinsipal minmor -~
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dimana

=

hal

1

ga

P,

a
Lt

khusus

dan s

n

[A].
n-—-2
(t=1,2,






